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1 Uvod

V této kapitole se dozvite:

e Cim se zabyva vy¢islitelnost a sloZitost (teorie algoritm).

e Jaké matematické formalismy se pouzivaji pfi praci s pojmy teorie.
Po jejim prostudovani byste méli byt schopni:

e Pouzivat bézné algebraické prostiedky formalizace.

Klicova slova této kapitoly:

Vycislitelnost a sloZitost, teorie algoritmi.

Pruvodce studiem

Studium této kapitoly je spiSe opakovanim vaSich znalosti ze zakladnich
kurzi algebry. Abychom mohli studovat formalni pojmy teoretické
informatiky, je nutné, abyste s jistotou pouzivali béiné definice jako je

mnoZzina, relace, funkce apod.

Vycislitelnost a slozitost problému je zakladni znalosti informatika. Pro
efektivni navrh a realizaci algoritmtl je potiebné znat meze algoritmizace a
také omezeni vyplyvajici pfedevsim jejich ¢asové slozitosti. Klicovym je
pak také problém P-NP, ktery limituje naSi schopnost feSit efektivné
algoritmicky mnoho =zasadnich probléma optimalizace pro praxi

ditlezitych.




Uvod

1.1 Mnoziny

Mnozinou rozumime souhrn (konec¢ny ¢i nekone¢ny) jistych objektd.
Objekt X z mnoZiny M se nazyva prvkem mnozZiny M, zna¢ime x € M.

Opacny piipad, tj. X neni prvkem M, znafime x ¢ M .

Specialni mnozinou je mnoZina neobsahujici Zadny prvek, tzv. prazdna

Mmnozina, oznatovana @.

Jestlize kazdy prvek mnoziny M je zaroven prvkem mnoziny N, fikame, Ze
M je podmnozinou mnoziny N a zna¢ime M € N. Pro libovolnou mnoZinu
M plati M € M a rovnéz @ € M . Mnoziny M a N jsou shodné (M = N),
jestlize M € N a N € M; opacny vztah zna¢ime M # N. O M fikame, Ze je
vlastni podmnozinou N, jestlize M € NaM #N, zna¢ime M c N .
Mnoziny zaddvame bud’ vy¢tem jejich prvkd,

{X1| X2| TR ,Xn}a

¢1 pomoci podminky (charakteristické funkce, predikatu), ktera vyclenuje

prvky definované mnoziny. PouZivana notace je

{x | podminka},

10



Uvod

coz ¢teme ,,mnoZina vSech X, pro které plati podminka”. Je-li potieba
vymezit mozny obor hodnot pro proménnou x v takové specifikaci na

prvky néjaké mnoziny N, piSeme

{x € N | podminka}.

Zé&kladnimi operacemi s mnozinami jsou sjednoceni M U N definované

jako

MUN={x|xeMneboxeN },

a prunik

MNN={x|x €M azarovenx € N }.

Obé tyto operace jsou komutativni, tj. plati M UN =N UM a M NN =N
NM , a asociativni, tj. (M UN JUP = M U(N UP ) a také (M NN )NP =M
N(N NP ). Tyto operace jsou také navzajem distributivni, tj. M N (N U P )
=MMNN)UMNP)aronéZMUNNP)=MUN)NMUP).
Mnoziny M, N, pro které M N N = @, se nazyvaji disjunktni mnozZiny.

Poten¢ni mnoZina
Poten¢ni mnoZzina mnoziny M je mnozina obsahujici vSechny podmnoziny

mnoZziny M. Budeme ji znacit: P(M ).

11
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Priklad:

Napftiklad pro kone¢nou mnozinu M = {a, b} dostaneme

P(M) = {{0}. {a}, {b}, {a, b}}

Z objektl a1, . . ., an mizeme utvofit uspotadanou n-tici (zkracené jen n-
tici)

(@, ..., an)

jako objekt sestavajici z ai, . . . , an pfesné ve stanoveném poiadi (s

moznym vicendsobnym vyskytem kteréhokoli z nich).

Kartézskym sou¢inem mnozin My, . . ., My rozumime mnozinu

M1XM2x°°°XMn:{(X1;---;Xn)lxleMly---,XnEMn}-

Pro kartézsky soucin mnoZiny samé se sebou, napt. M X M , pouZzivame
notaceM?2 =M xM, M3 =M xMxM, atd., obecné M" =M x M ",

1.2 Abeceda, slovo, jazyk

12



Uvod

Jelikoz budeme casto pracovat s funkcemi, které budou mit jako parametry
mnoziny slov, bude dobré, kdyz si predem ujasnime, co budeme pod

témito pojmy myslet.

Definice: (Abeceda, slovo, jazyk)

1. Abecedou budeme nazyvat libovolnou kone¢nou mnoZinu

symboli. Nejcastéji budeme pro oznaceni abecedy pouzivat symbol X.

2. Konecnou posloupnost symboli nad abecedou X budeme
nazyvat slovem. Budeme uvazovat i prazdné slovo, které budeme

znacit symbolem &.

3. Délku slova w budeme psat jako |w| a znamena pocet symbolii,

ze kterych je dané slovo utvoreno. Délka prazdného slova || = 0.

4. Symbol X" budeme pouZivat pro oznaceni mnoziny vsech slov
délky n nad abecedou X. MnoZinu vSech slov nad abecedou X

oznacime X*. Poznamenejme jesté, Ze do X* patii rovnéz &!

S. Jazykem L nad abecedou X budeme rozumét libovolnou
mnoZinu slov vytvorenych ze symboli z X, jinymi slovy libovolnou
podmnoZinu X*. Budeme tedy psat L € X* Vzhledem k zavedenému
pojmu poten¢ni mnoZina, miZeme rovnéZ psat, Ze kazdy jazyk L €

P(Z¥).

13
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Priklad:

Jako abecedu si v tomto prikladu miiZeme zvolit mnoZinu: X = {a, b,

c}. Z této abecedy miiZzeme skladat rizna slova.

Napfriklad aab, be, ¢ jsou t¥i slova vytvoiena z dané abecedy. X2

predstavuje mnozinu: {aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc}

Pro jazyk L € X* nad abecedou X tvoieny slovy délky 2 a 3 miZeme

pouzit

zapis: L=X?uU X3

1.3 Usporadani a kédovani slov

Na mnozin¢ slov miizeme definovat usporadani. Predpokladejme, ze je

dano usporadani prvkl abecedy X.

Definice: Lexikografické usporadani

V lexikografickém uspotadani prvki ze Z* slovo a piedchdzi slovo B, kdyz
bud’ a je prefixem (Castecnym usekem) B, anebo prvni pismeno zleva,
které

je rozdilné v téchto slovech, je mensi v a.

14



Uvod

Nékdy je vyhodnéj§i pouzivat jiny typ uspofaddni, tzv. rostouci

usporadani.

Definice: Rostouci usporadani

Pii tomto uspotadani slovo kratsi délky predchazi slovo vétsi délky a
stejn¢ dlouhd slova jsou uspotradéna lexikograficky. Dalsi dilezitou
vlastnost, kterou ma rostouci uspoiadani je, ze pro libovolnou abecedu X
urcuje bijekci mezi mnozinami N a X* (N oznacuje mnozinu vSech celych
nezapornych ¢isel). Jinymi slovy nam umoznuje ke kazdému slovu piiradit
Cislo, néco jako index slova vzhledem k danému uspotadani, respektive
jeho ¢iselny kéd. A na druhou stranu k danému pfirozenému Cislu umime

timto zptisobem najit odpovidajici slovo.

Piiklad:

Vezméme jako abecedu mnozinu cifer, tedy X = {0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9}
s tim, ze 0 < 1 < e+ ¢ <9 Podle pravé¢ definovaného lexikografického
uspora-

déani napftiklad plati, ze 379313 ptedchazi 387 a to predchazi 38782.

1.4 Relace

15
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Uvod

Relaci nad mnoZinami My, . . . , My (n-arni relaci pro n ztéastnénych
mnozin) rozumime libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu My x e

oo X Mn,tj.

RE My xeeex My,

Pro n-tici (Xi,...,Xn) € R fikame, ze relace R plati (je splnéna)
pro
X]_, ey Xn.

Pro binarni relace Casto pouzivame infixové notace xRy, napf. X <Y,

namisto (X, y) € R, t]. (X, y) €<.

Je-li R binarni relace nad mnozZinami A, B, pak inverzni relaci k R

rozumime relaci

R ={(y,x) [ (x,y) ER}.

Vlastnosti relaci:

Relace R € M x M se nazyva

. reflexivni, jestlize XRx pro kazdé x € R

. symetricka, jestlize kdykoli xRy, je i yRx

. tranzitivni, jestlize kdykoli xRy a yRz, je i xRz

16



Uvod

. antireflexivni, jestlize pro Zadne x € M neplati XRx

. antisymetricka, jestlize pro Zadné x, y € M, x #y, neplati zaroven
XRy

I YRx

Relace ekvivalence

Reflexivita, symetrie a tranzitivita jsou navzdjem nezavislé; rovnéz tak
anti- reflexivita s antisymetrii.

Binarni relace R € M x M , ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni,

se nazyva relace ekvivalence na M. Pro libovolnou relaci ekvivalence R na
M definujeme tfidu ekvivalence prvku x € M jako mnoZinu [X]r

definovanou jako:

[X]r = {y | xRy}

Pro libovolnou tfidu ekvivalence plati bud’ [x]Jr = [y]r (a to pro XRy)
nebo [x]r N [y]r = @. Rikame, Ze relace ekvivalence na dané mnoziné M
definuje

rozklad na (vzajemné disjunkini) podmnoziny mnoziny M (jejichz
sjednoceni je rovno celé M ) — a naopak kazdému rozkladu odpovida
jednoznacné jista

relace ekvivalence. Mnozinu vsech tiid ekvivalence zna¢ime M/R, tj. tfidy

ekvivalence M/R = {[x]r | X € M }.

17
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1.5 Funkce

Definice: Funkce

Funkce f (¢i zobrazeni f ) s definicnim oborem D a oborem hodnot H,
zna¢ime f : D — H, je relace f € D x H takova, Ze pro libovolné d € D
existuje praveé jedno y € H takové, ze x f'y. Tento prvek y zna¢ime f (x) Ci
f x. Parcialni

funkce f : D — H je relace na D x H, pro kterou ke kazdému x € D
existuje nejvyse jedna hodnota f (x) € H. (Funkce vS8ude definované nékdy
explicitné

oznacujeme jako totalni funkce.) Je-li M € D podmnozina defini¢niho
oboru

funkce f: D — H, pak f (M ) oznaéuje obraz této mnoziny vzhledem k
funkci

f,t. mnozinuf(M)={f(x)|xe M }.

Funkce f: D — H, pro kterou pro libovolné x, y € D plati f (x) = f (y),
praveé kdyz x =y, se nazyva jedno-jednoznac¢nou, zapisujeme téz 1 : 1.

Totalni funkce f: D — H, ktera je 1 : 1 a pro kterou plati f (D) = H, se
nazyva bijekci (mezi mnozinami D a H). Je-li f : D — H bijekce, pak

inverzni bijekce relace f ™! je rovnéz funkei, tj. f ' : H— D

Jsou-li f: D — G ag: G — H funkce, pak kompozici g ° f rozumime

funkci z D do H takovou, Ze pro libovolné x € D plati
18
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g f(x) =gt ().

Je-li f: D — H bijekce, pak f ! o f=1idD (kde idD : D — D je identicka
funkce (identita) na D — tj. funkce, pro kterou pro libovolné x € D plati
idD (x)=x)afef—1=idH.

1.6 Induktivni definice

Castym piipadem definic v dal§im textu budou induktivni definice mnozin
objektd. Typicka induktivni definice mnoziny M < U je dana

mnozinou A € U, funkci f: U — U a schématem:

MnoZina M je definovina jako mnoZina spliujici:

1. AcM
2. jestlizex e M, pak f (x) e M

3. nic jiného nez to, co vyplyva z boda 1 a 2 neni prvkem M .

Na takovou definici Ize pohlizet jako na definici posloupnosti mnozin
Mo = A,
Mi=Mo U f(X) | X € Mo, M2=M1 U T (X)|X € My,

19
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Mn+1:MnUf(X)|XEMn.

tj. sjednoceni vSech takto definovanych mnozin Mo, My, . . .. Snadnou
indukci Ize dokéazat, Ze pro danou mnozZinu A € U a funkci f: U — U je
tato M

pravé mnozinou, pro kterou plati:

1. AcCcM

2. M je uzaviena vzhledem k f, tj. kdykoli x € M , plati i f (x) € M

3. pro libovolnou mnozinu S € U spliujici body 1 a 2 plati M € S —
t].

M je nejmensi mnozinou obsahujici A a uzavienou vzhledem k f.

vvvvvv

- mnozinové a jazykove operace

- poten¢ni mnoZina

- relace, funkce, ekvivalence a rozklad
- relace rozkladu

- induktivni definice

20



Vydislitelnost a problém

2 Vygislitelnost a problém

Cil:

After reading this section and its parts, you should be able to:
- explain what computability theories are doing,

- characterize different types of problems,

- to distinguish between different types of problems,

- to list some undecidable problems,

Pruvodce studiem

Nejdiive se budeme veénovat oblasti vycislitelnosti. Jednd se o rozsahly
celek, a proto bude rozdé€len do nékolika ¢asti, které na sebe plynule

navazuji a Gzce spolu souviseji.
Z&kladni otazka, na kterou budeme v této ¢asti hledat odpoveéd’, zni:
Co vsechno je a co neni algoritmicky vycislitelné (fesitelné)?

Ke kterym problémim existuji algoritmy, jez je fesi a ke kterym

problémum takové algoritmy neexistuji ?

21




Vydislitelnost a problém

vV

zéakladni partii teoretické informatiky. Zatimco teorie formdlnich jazykt
pracuje s pomérné jednoduchymi modely automatli, gramatik a jazykl u
vycislitelnosti je mnoho téZko pochopitelnych vlastnosti a zejména jejich
dikazy a formalni pojeti je narocné. Vycislitelnost také do zna¢né miry
souvisi s vyss$imi tfidami jazyki nez jsou regularni nebo bezkontextové. I
ptesto lze fici, Ze smysl i1 zdkladni pojmy této teorie jsou opét velice blizké
’selskému rozumu” a informatice v praxi.

Algoritmus je dnes pojmem, ktery pouZzivaji nejen informatici. S jistym
zjednodusenim bychom mohli fici, ze algoritmy jsou jadrem informatiky.
Cim by byla dnes informatika, kdyby se nesnazila najit postup FeSeni
mnoha problému od ¢isté matematickych, jako je feSeni rovnic, K ryze
praktickym, jako jsou algoritmy implementované v informacnich
systémech, které¢ pouzivime kazdodenné (textové editory, tabulkové
procesory, databazové prostfedky a dalsi).

Abychom v8ak mohli prakticky implementovat, je nutné mit aparat pro
jejich zapis, implementaci a pouzivani automatizovanymi prostiedky
(pocitaci). Samoziejmé, ze algoritmem muze byt chapan i napiiklad postup
pro pfipravu jidla, ale takovy vagni popis muze nc¢kdy stézi zpracovat
¢lovek, natoz stroj bez inteligence. Proto je snaha vytvaret umélé jazyky s
pevné danou syntaxi a sémantikou, které by popis a implementaci
algoritmu umoznily exaktné a jednoznacné. Takovych prostiedkil existuje
v informatice velké mnoZstvi -nepfeberné mnozstvi programovacich
jazyka vhodnych pro rizné ucely, strojové jazyky ¢i abstraktni a grafické

prostiedky, pouzivané spise v teoretickém navrhu nebo vyuce.

22



Vydislitelnost a problém

Pijdeme-li ale jesté dale nez k praktickému pouziti, zatnou nas napadat
otazky tohoto typu:

Jaké problémy mohu vlastné pomoci algoritmu vyiesit a jaké jiz ne?

Umim napiiklad pomoci jazyka Pascal zapsat feseni vSech problémt jako
strojovym jazykem procesoru pocitace a naopak?

» Jak mohu rozpoznat, ktery algoritmus (program) napsany pro feSeni
stejného problému je lepsi (napf. rychlejsi)?

Lze na takovéto otazky viibec odpovédét exaktné nebo jen “hypoteticky’?

2.1 Problémy

V piedchozim textu jsme jiz zminili, co je a co neni algoritmicky feSitelné.
Abychom takovou otdzku mohli rozumné zodpovédét, je mj. tieba
podrobnéji specifikovat, co rozumime pod slovem problém. Vyznam
tohoto slova v pfirozeném jazyce je velmi Siroky (mtiZze se jednat jak o
problém feSeni problémut kvadratické rovnice, tak napt. o problém ,,Co je
nejvetsi otdzka zivota® apod.). Zde se pochopitelné soustfedime na
problémy, jejichZz podstata umoziiuje vibec uvazovat o potencialnim
nasazeni algoritmickych metod, potazmo pocitacovych programu. (Proto
je nam zde blizsi spiSe problém kvadratické rovnice nez druhy zminény
problém.)

Je rozumné se shodnout na tom, Ze kazdy uvaZzovany problém lze popsat

nasledujicim schématem:
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Problém XY (oznaceni, ¢i vystizny nazev problému)

Instance: zde je popsano, co muize byt zadanim (vstupem) u naseho

problému (napf. libovolna kvadraticka rovnice)

Vysledek: zde je popsano, jak vypadaji vysledky (vystupy) a jak se Zadany
vysledek ma vztahovat k zadané instanci (napf. to maji byt kofeny zadané

rovnice)

Budeme ptedpokladat, Zze vysledek je jednoznacné urCen zadanou instanci
(nebudeme tedy piipoustét vysledek typu ‘néjaky z kofenti dané rovnice’

apod.).

Dale budeme (celkem pfirozené) predpokladat, Ze jakoukoli instanci
problému, stejné jako jakykoli vysledek, 1ze zadat fetézcem (posloupnosti
symbold) v néjaké konecné abeced¢ (obsahujici napt. pismena, Eislice,

interpunkéni znaménka a piipadné dalSi symboly).

Vsimnéme si, Ze v tomto smyslu neni uvedeny problém kvadratické
rovnice jest¢ jednoznacné specifikovan (jak zadame konecnym fetézcem
libovolné realné ¢islo?). Pokud se napt. omezime na racionalni koeficienty
a kofeny budeme uvazovat zaokrouhlené na urcity pocet desetinnych mist,

nabizi se uz bézny popis koeficientll a kofent v desitkové soustave.
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Pozastavme se jesté nad problémem abecedy — mnoziny symbolti, pomoci
nichZ jsou popsdny instance a vysledky. Je mozné napi. ke kazdému
problému uvazovat jeho specifickou abecedu. Je ale také mozné vzit jednu
(univerzalni) abecedu a v ni popisovat instance a vysledky kteréhokoli
problému. Napf. je mozné se omezit na znaky ASCII. Od této predstavy je
uz jen krucek k uveé-domneéni si, ze jako ona univerzalni muze vlastné
stacit dvouprvkova abeceda

{0, 1}! Zapisy v ni sice pro nas asi nebudou piijemné Citelné, nicméng¢ jisté
tu-

Site, jak zkonstruovat jednoduché algoritmy (programky) prevadéjici
fetézce (texty) z nasi oblibené abecedy do abecedy {0, 1} a zpét — pro
studované otazky algoritmické rozhodnutelnosti tedy nic neztratime,
omezime-li se na onu dvouprvkovou abecedu.

Na problém ve vysSe uvedeném smyslu se Ize divat jako na zobrazeni typu
¥* — Z* pro danou abecedu X (ve svétle predeslého odstavce si zde vzdy
lze za X dosadit abecedu {0, 1}), které kazdé (povolené) instanci problému
(resp. jejimu popisu v dané abeced¢) pritazuje zadany vysledek (resp. jeho
popis v dané abeced¢). K fetézci ze X*, ktery nepiedstavuje (povolenou)
instanci problému, je mozno prfifadit néjaky specialni vysledek
(znamenajici ‘Nekorektni zadani’). Je mozné ale tohle neudélat a pro
nepovolené instance prosté vysledek nedefinovat. Piislusné zobrazeni X+
— X* se pak chape jako

Casteéné (tj. nedefinované pro vSechny fetézce ze X* — na rozdil od
obvyklého

totalniho zobrazeni definovaného viude).
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Jako ptiklad problému, ktery realizuje ¢astecné zobrazeni, mize poslouzit:

Probléem SQRT (Druha odmocnina)

Instance: Celé ¢islo zadané ve dvojkové soustave, pficemz zaporna cisla
budeme zapisovat tak, Ze jako prvni znak dame 0 a pak binarni tvar

absolutni hodnoty ¢isla. Tedy napt. 0101 ptedstavuje ¢islo —5

Vysledek: Cela ¢ast z druhé odmocniny zadaného ¢isla

Speciélnimi problémy budou problémy typu ANO/NE, kde Zadany
vysledek (pfislusny k povolené instanci) je prvek dvouprvkové mnoziny
(napf.

{ANO, NE}, ¢i {1, 0}). Takovy problém se nejéastéji zadava nasledujicim

schématem.

Problém XY (oznaceni, ¢i vystizny nazev problému)

Instance: zde je popsano, co muze byt zadanim (vstupem) u naseho

problému (napt. libovolna kvadraticka rovnice)

Otéazka: zde je otdzka (vztahujici se k instanci), na niz je vzdy odpovéd’

ANO nebo NE (napf. existuje alespon jeden realny kofen zadané rovnice?)
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Problém tohoto typu se Casto ztotoZiiuje s mnozinou pravé téch fetézcl v
dané¢ abeced¢, které popisuji ty instance problému, jimZz je pfifazena
odpovéd’ ANO. Jedna se tedy vlastné¢ o urcity jazyk v abeced¢ X. Na
druhou stranu Ize u kazdého jazyka uvazovat o problému pfiislusnosti
zadaného slova k jazyku. Tedy o problému, zda slovo do jazyka patii, ¢i

nepatii.

2.2 Vlastnosti problému

Nyni, po uptesnéni toho, co rozumime pod pojmem ‘problémy’, vymezime

jejich vlastnosti, které nas zde zajimaji.

Definice (Algoritmicka FeSitelnost)

O daném problému fekneme, ze je algoritmicky fesitelny (neboli
odpovidajici (Castecné) zobrazeni * — Z* je algoritmicky vycislitelné),
jestliZe existuje

algoritmus, ktery je schopen jako vstup pfijmout libovolnou instanci
daného problému a jeho vypocet pro libovolny takovy vstup vzdy skonci,

pticemz vystupem bude poZadovany vysledek.

Je-1i problém chapan jako vySe zminéné Caste¢né zobrazeni X* — X*, pak

se z technickych davodii obvykle pozaduje, ze piislusny algoritmus se pro
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nekorektni zadani (tj. pro fetézec, jenz nepopisuje instanci problému)
nezastavi (a jeho vystup neni v tomto piipadé definovan).

My se budeme hlavné zajimat o problémy typu ANO/NE, se kterymi se
snadné&ji pracuje a na n€z se uvahy o obecnych problémech daji prevést.

Pojem algoritmické fesitelnosti pro n¢€ vyjadiujeme nasledovné:

Definice (Algoritmicka rozhodnutelnost)

O daném problému typu ANO/NE fekneme, Ze je algoritmicky
rozhodnutelny, pro stru¢nost rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus,
ktery je schopen jako vstup pfijmout libovolnou instanci daného problému
a jeho vypocet pro libovolny takovy vstup vzdy skonci, pficemz vystupem

bude pozadovana odpovéd’ ANO ¢i NE.

Celkem pfirozené¢ lze tuto definice pfenést na jazyky, tedy mnoziny

fetézct v dané abecedé:

Definice: Jazyk L v abeced¢ X je rozhodnutelny, tj. mnozina L € X+ je
rozhodnutelna, jestlize problém piislusnosti k L je rozhodnutelny
(Instance:

w € X*; Otazka: Plati w € L?).

Budeme ptedpokladat, Ze pro libovolny uvazovany problém P s ‘popishou’

abecedou X je nasledujici ANO/NE problém dany schématem:
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Instance:

W E 2%;

Otazka: Je w (korektnim) popisem instance problému P?

Pak je zfejmé, ze ANO/NE problém je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz
jemu pfiislusny jazyk (sestdvajici ze vSech instanci na které je odpoveéd
ANO) je rozhodnutelny (tzn. v tomto smyslu nedefinovanost problému pro

pfipadné nekorektni instance nehraje roli).

Bude se nam hodit i souvisejici pojem caste¢né rozhodnutelnosti:

Definice 1.4 (Caste&na rozhodnutelnost)

O daném problému typu ANO/NE fekneme, Ze je Casteéné rozhodnutelny

(neboli pfislusny jazyk v abeced¢ X je Castecné rozhodnutelny, tj. dana
podmnozina mnoziny X* je Caste¢né rozhodnutelna), jestlize existuje
algoritmus, jehoz vypocet skonéi pravé pro takové vstupy, Kkteré

odpovidaji instancim daného problému s odpovédi ANO.

Ukoly k zamysleni:

Kazdé tvrzeni tykajici se (Céastecné) rozhodnutelnosti problému lze
pfeformu- lovat pro jazyky, tedy mnoziny a naopak. Tuto dilezitou véc je
potifeba mit neustale na paméti (dikladné uvédomit si to mizete napi. na
nasledujicich tvrzenich, kterd jsou explicitn¢ formulovana jen pro

mnoziny).
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Vsimnéme si nasledujicich vztahti mezi uvedenymi pojmy.

Postova véta

Tvrzeni: Je-li mnoZina A < Xx rozhodnutelna, pak je i Caste¢né

rozhodnutelna.

Tvrzeni: MnoZina A € Xx je rozhodnutelna pravé kdyz —A (dopln¢k A,

tj. Z*\ A) je rozhodnutelna.

Véta (Post): MnoZina A € X je rozhodnutelna pravé kdyz A i —A jsou

¢astecné rozhodnutelné.

Dtikaz obou tvrzeni a tim i diikaz jednoho sméru Postovy véty, by mél byt
trivialni, nebot’ rozhodnutelnost automaticky znamena i caste¢nou
rozhodnutelnost. Pro opacny smér Postovy véty si staci uvédomit, Ze
potiebny algoritmus (rozhodujici A) prosté ‘paralelné spusti’ (tj. napf.
sttidavé krok po kroku simuluje) dva pfislusné algoritmy (Castecné
rozhodujici A a —A), ‘pocka’, aZz jeden z nich skonéi, a poté vyda

ptislusnou odpoved.

Nyni uZz méa pro nas zakladni formulovana otazka podstatn¢ konkrétné;si
smysl. Opird se oviem stale o intuitivni pojem ‘algoritmus’, ktery je pro
nase uvahy nutné formalizovat, zpfesnit.
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Vsimnéte si, ze Postovu vétu jsme prokazali bez dalSiho zpfesnéni pojmu
‘algoritmus’. Opirali jsme se zde konkrétné naptiklad o to, Ze ke kazdym
dvéma algoritmliim lze navrhnout tfeti algoritmus, ktery ty dva ‘paralelng’
(¢i ‘stiidavé sekvencné’) provadi — to jsme vzali jako intuitivné ziejmy
fakt. Ve skutecnosti se uz dostavdme na trochu nebezpecnou ptidu a méli
bychom si zac¢it uvédomovat, pro¢ asi je zpfesnéni pojmu ‘algoritmus’

potiebné.

Shrnuti:

- V této kapitole jsme si ukazali, Ze existuje cela fada problému.
Nekteré z nich ma& smysl feSit pomoci pocitaét, u nékterych je
algoritmické feSeni zjevné nemyslitelné. VSechny problémy, o kterych
budeme v nasledujicich kapitolach uvaZzovat se daji formulovat v
jednotném tvaru (schématu). Sta¢i se dohodnout na formulaci zaddni a
specifikovat tvar vystupu. Jako abecedu, ve které budeme zapisovat
instance problémd, si mizeme zvolit univerzalni abecedu tvorenou pouze
symboly {0, 1}.

- Na vSechny problémy lze nahlizet jako na zobrazeni tvaru Z* —
Yk,

které ke kazdé instanci problému pfifazuje jeji feSeni. Toto zobrazeni
muze byt bud totdlni anebo pouze castecné, pokud existuji instance

daného problému, pro n€jz neni vystup definovan.
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- Speciélnimi pro nas budou problémy typu ANO/NE, u kterych je
otazka formulovéna tak, aby se na ni dalo jednozna¢né odpovédét ANO c¢i
NE. Ke kazdému problému takovéhoto typu se vaze jazyk, ktery se- stava
z téch instanci problému, na néz je odpovéd’ ANO. Naopak Ize na kazdy
jazyk nahlizet ve svétle problému ptislusnosti slov do daného jazyka.

- Problém je algoritmicky fesitelny, pokud existuje algoritmus, ktery
ke kazdému korektnimu zadani problému vzdy v kone¢ném cCase
jednoznacéné uréi pozadovany vysledek. Podobné je pro problémy typu
ANO/NE zaveden pojem algoritmické rozhodnutelnosti. Rozhodnutelné
jazyky a mnoziny jsou pravé ty, pro které je problém piislusnosti k
danému jazyku ¢i mnoziné rozhodnutelny.

- Problém je ¢astecné rozhodnutelny, pokud zndme algoritmus, ktery
se zastavi a vyda vysledek, pouze pokud je odpovéd’ na danou otazku
ANO. Pokud je spravna odpoveéd’ NE, tak se ji nikdy nedozvime, protoze

ptislusny algoritmus se nikdy nezastavi.

Kontrolni otazky:
1. Charakterizujte typy problémi, o kterych ma smysl hovofit v

souvislosti s algoritmickym nebo piipadné pocitaCovym nasazenim.
2. Popiste schéma zé&pisu obecného problému a uved'te alespon tii

konkrétni ptiklady z praxe.

3. Vysvétlete, co rozumime pod pojmy format vstupu a vystupu.
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4, Objasnéte, jak lze na problém nahlizet z pohledu funkéniho

zobrazeni

5. V ¢em jsou specifické problemy typu ANO/NE?

6. Jak spolu souvisi jazyky a problémy?

7. Uvedte dva mozné piistupy k vyporddani se s nekorektnim
zadanim.

8. Vysvétlete, v ¢em jsou odlisné pojmy ‘algoritmicka feSitelnost’ a

‘algo- ritmicka rozhodnutelnost’.

9. Uved'te ptiklad rozhodnutelného jazyka.

10. Kdy je jazyk castecné rozhodnutelny?

11.  Pteformulujte Postovu vétu pro jazyky.

Pojmy k zapamatovani:

- abeceda vstupu a vystupu
- univerzalni abeceda

- ¢astecné a totalni zobrazeni
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problém piislusnosti slova k jazyku
algoritmicka feSitelnost
algoritmick& rozhodnutelnost
rozhodnutelné jazyky a mnoziny

dastecna rozhodnutelnost



Cil:

Turingovy stroje

3 Turingovy stroje

V této kapitole se budeme zabyvat formalizaci pojmu algoritmus, kterou

pro nas bude piedstavovat Turingiv stroj. Po GspéSném absolvovani této

kapitoly budete:

znat zakladni vlastnosti Turingovych stroju,

védét v ¢em spociva hlavni rozdil Turingovych stroji oproti
kone¢nym a zasobnikovym automatiim,

umét formaln¢ definovat Turinglv stroj,

védet, jak Turingovy stroje realizuji zobrazeni a pfijimaji jazyky,
védet, co jsou to rekurzivni a rekurzivné spocetné jazyky,

umét navrhovat své vlastni Turingovy stroje,

schopni zakddovat libovolny Turingtiv stroj do abecedy {0, 1},
umét navrhovat a pouzivat nékteré modifikace Turingova stroje,
schopni vymezit vypocetni silu Turingovych stroji spolu s jejich
modifikacemi,

chépat souvislost mezi Turingovy stroji a algoritmickymi postupy,
umét navrhnout univerzalni Turinglv stroj,

schopni ur¢it tfidu jazyka rozpoznatelnych Turingovymi stroji a

spravné ji zafadit do Chomského hierarchie generativnich jazykd.

Po prostudovani tohoto oddilu a jeho ¢asti byste méli byt schopni:

vysvétlit ¢im se zabyva teorie vycislitelnosti,
35



Turingovy stroje

- charakterizovat rtizné typy problémi,

- vysvétlit co to znamend, Ze dany problém je rozhodnutelny,
¢astecné rozhodnutelny nebo nerozhodnutelny.

- rozliSovat mezi riznymi typy problémd,

- jak formalné zapisovat problémy, jimiz se budeme ve zbyvajici
casti textu zabyvat,

- rozliSovat mezi problémy vy¢islitelnymi a nevy¢islitelnymi,

- vysvétlit pojem algoritmické nerozhodnutelnosti,

- vyjmenovat nékteré nerozhodnutelné problémy,

- objasnit a dokazat pro¢ n¢které problémy nelze algoritmicky fesit.

Pruvodce studiem

Nyni se zaméfime na nejznaméjsi a nejjednodussi vypocetni model —
Turinglv stroj. M¢éli byste jednak dbat na pochopeni principt a jednak na

formalni vyjadteni probiranych pojmu.

Dale byste méli vénovat pozornost také konstrukei konkrétnich ptikladi.

O formalizaci pomérné vagniho pojmu algoritmu se pokusil v 30. letech
mj. anglicky matematik Alan M. Turing, pro jehoZ formalizaci pojmu
algoritmus se brzy vzil ndzev ‘Turingiv stroj’. Turingovy stroje jsou
podobné koneénym automatim v tom, Ze jsou tvofeny fidicim

mechanismem a vstupnim tokem (informacemi), ktery si pfedstavujeme
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jako pasku nekonec¢né délky. Rozdil je v tom, Ze Turingovy stroje mohou
pohybovat svymi ¢tecimi/zapisovymi hlavami vpied i vzad a mohou na
pasku zapisovat i Cist z ni. UkdZeme, Ze tyto vlastnosti vyrazné zvysi

mocnost stroj.

3.1 Zakladni vlastnosti Turingovych strojt

Ridici mechanismus mize byt v daném okamziku v libovolném stavu z
kone¢ného poctu stavli. Jeden z téchto stavii se nazyva pocateCni a
reprezentuje stav, v némz vypocet zacina. Jiny stav je oznacen jako
koncovy; jakmile stroj pfejde do tohoto stavu, vypocetni proces konci.
(Touto vlastnosti se lis§i Turingovy stroje od kone¢nych a zasobnikovych
automatii, kter¢é mohou pokracovat v ¢innosti i po dosazeni koncového
stavu). Pocate¢ni stav tedy ne- muize byt zaroven koncovym stavem a

kaZdy Turinglv stroj musi mit alesponi dva stavy.

vvvvvv

Turingovy stroje mohou ze vstupni pasky c¢ist i zapisovat na ni. Paska je
zleva ukoncena, na pravé strané vSak pokracuje do nekonecna. Turingiv
stroj ji miZe vyuzivat jako pamét stejnym zpusobem, jakym pouziva
zéasobnikovy automat zasobnik, ale neni omezen operacemi pop a push pii
piistupu k uloZzenym datim. Miize pteskocit ¢ast dat na své pasce, pfiCemz

nékterd z nich modifikuje a jind nechava nezménéna.
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Pouziva-li Turingiv stroj pasku jako pamét, je vhodné, aby pouzival
specidlni znacky k oznaceni riznych ¢asti pasky. Proto se zavadéji znaky,
které nepatii do vstupni abecedy. Budeme tedy rozliSovat mezi kone¢nou
mnozinou symbolli, zvanou vstupni abeceda, kterymi jsou zapisovana
vstupni data a potencialné vétsi (kone¢nou) mnozinou symbolii, zvanou

paskova abeceda, kterou stroj umi Cist a zapisovat.

Zvlastnim symbolem této abecedy je blank, ktery piedstavuje prazdné
policko na pasce. Dale v textu bude blank oznaCovan symbolem #.
Predpokladame, Zze symboly # jsou uloZeny na pasce, pokud na daném
misté¢ nebylo zapsidno néco jiného. Napt. pokud bude Turingiv stroj
pokracovat ve ¢teni pasky za vstupnim fetézcem, bude déle rozpoznavat na
pasce symboly #. Mazani pasky se provadi zapisem symbolu # na pasku.
Casto byva symbol # prvkem vstupni abecedy; my ho do ni vSak zahrnovat

nebudeme.

Jednotlivé akce provadéné Turingovym strojem spocivaji v operacich
zapisu nebo posuvu. Operace zapisu je dana nahrazenim symbolu na pasce
jinym symbolem a pfechodem do nového stavu (ktery miize byt stejny
jako pavodni stav). Operace posuvu je dana piesunutim hlavy o jedno
misto doprava nebo doleva a pfechodem do nového stavu (ktery opét miize
zUstat stejny jako piedesly stav). Volba akce, kterd bude provedena, zavisi
na aktudlnim symbolu, ktery je na misté pravé pod cteci hlavou a na

soucasném stavu fidictho mechanismu stroje. Akce zapisu i posuvu lze
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provadét zaroven v jednom kroku stroje. Tedy napt. Ize prepsat aktudlni
Cteny symbol a pfitom posunout hlavu doprava.

Zptisob, kterym se ma zménit stav, piepsat obsah poli¢ek a posunout
hlava, udava prechodova funkce 6. Turingliv stroj pracuje tak, Ze
opakovan¢ provadi pfechody, dokud nedosdhne koncového stavu. Za
ur¢itych podminek vypocet nikdy neskonci, protoze program ‘uvazl’ v

nekonecném cyklu.

3.2 Formalni definice Turingova stroje

Definice (Turingtv stroj)

Formaln¢ Ize psat, ze Turingtv stroj je Sestice (Q, X, I, 3, qo, F ), kde

Q je konecna mnozina stavi,

¥ je kone¢na mnozina symbold, ktera neobsahuje #, zvana vstupni abeceda
stroje,

I' je kone¢nd mnoZzina symbolii obsahujici mnozinu X, zvand mnoZina
paskovych symbolt,

d je ptechodova funkce tvarud: (Q\F)xI' > QxT x {L,R,N }, jeto
tedy zobrazeni, které urCuje chovani stroje. V zAvislosti na stavu, ve
kterém se stroj nachazi a na ¢teném symbolu toto zobrazeni urcuje, do
kterého nového stavu ma stroj pfejit, jaky symbol ma zapsat na misto
puvodniho a kam ma posunout ¢teci hlavu — L znamena vlevo, R vpravo a
N je pro urceni toho, Ze ma zlstat na misté.

Jo je pocatecni stav a
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F je mnozina koncovych stavii.

Definice (Konfigurace Turingova stroje)

Konfigurace Turingova stroje je libovolné slovo uqv, kde q € Q, u, v €

*. Pocate¢ni konfigurace bude qow, kde w € (Z \ {#})*

Pojem konfigurace Turingova stroje se nam bude velmi Casto hodit, proto
je nezbytné nutné spravné pochopit, co tento pojem znamend. Jednd se v
pod- staté¢ o zakddovani aktualniho nastaveni stroje béhem vypoctu, které
1ze pln€ popsat obsahem pasky, pozici hlavy na pasce a vnitinim stavem

stroje.

Priklad
Naptiklad konfigurace stroje abqo caab znamena, Ze stroj se nachazi ve
vnitinim stavu qo, na pasce ma ulozeno slovo abcaab a hlavu ma umisténu

nad tetim symbolem zleva, coz v tomto ptipadé je symbol c.

Definice (Bezprostiedni nasledovani)

Pro konfigurace lze zavést relaci bezprostfedniho nésledovani

Konfigurace Kz bezprostiedné nasleduje konfiguraci K1, coZ zapisujeme

Ki™ Ko, jestlize pro néjaké q, q €Q, X,Y¥,Z€ZX, u,v € X*plati:

K1 = uxqyv a déle plati jedna z nasledujicich moznosti:
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1. (K2 = uqixzv) A (6(q, y) =(qi, z, L))
2. (K2 = uxqizv) A (6(q, y) =(qi, Z, N))
3. (K2 = uxzqiv) A (3(q, y) = (qi, Z, R))

Definice (Nasledovani)

Relace ~ * oznacuje reflexivni a tranzitivni uzavér relace ~ (Ki ™ * Ko

znamena, Ze K> lze dostat kone¢né mnoha kroky z K1, kdyZ napiSeme

Ki * " Ky, budeme tim mit na mysli, Ze se z konfigurace K: lze dostat do
K2 ptesné po n-krocich).

Definice (Koncova konfigurace)

Koncové konfigurace je libovolnd konfigurace ug w, kde q € F . Z
technickych

diivodi budeme pifedpokladat, Ze v koncové konfiguraci tvofi neprazdné
znaky na pasce vzdy souvisly Usek.

Definice (Zastaveni Turingova stroje)

Rekneme, 7e Turingiiv stroj M se zastavi na w € X#, znaime 'M (w),

jestlize
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qow ~ * K, kde K je koncova konfigurace. Jinymi slovy pokud existuje

vypocet Turingova stroje nad slovem w, ktery po kone¢ném poctu krokii

dospéje z pocatecni konfigurace do néjaké koncové konfigurace.

Uved'me nasledujici pfirozené definice (vyuZzivajici pfedchozi Gmluvu).

Definice

Turinglv stroj M s abecedou X realizuje (Castecné) zobrazeni M : £* — X+
definované nasledovné pro libovolné w € X*: zastavi-li se M pro vstup w
(tedy skonci-li jeho vypocet, za¢ne-li se slovem w na pasce), pak M(w) je
definovdno a rovna se fetézci (souvislému useku neprazdnych znaku),
ktery je obsahem pasky v pfislusné koncové konfiguraci; nezastavi-li se M

na w, pak M(w) definovano neni.

Turingiv stroj M pfijima (akceptuje, ¢astecné rozhoduje) jazyk (mnozinu)
L c > jestliZe pro libovolné slovo w € L se zastavi a pro libovolné slovo

w ¢ L se nezastavi.

Turingtiv stroj M rozhoduje jazyk (mnozinu) L € X+, jestlize pro libovolné
slovo w € X* se zastavi a rozhodne (napiiklad koncovym stavy qano, Qne),
zda

W € L ¢i nikoliv.
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Ukoly k zamysleni:

Neékdy je vyhodnéjsi pracovat s Turingovymi stroji, které maji pouze jeden
koncovy stav. V takovém piipadé pak stroj dava najevo svou odpovéd’ o
piijeti/zamitnuti slova stavem pasky po skonceni vypocltu. Zamyslete se

nad tim, Ze tento fakt nic neméni na vypocetni sile takovychto stroja.

Je vhodné fici, ze jako synonymum k pojmu ‘turingovsky vycislitelné
(zobrazeni)’ se uzivd pojem caste¢né rekurzivni (funkce), synonymem k
‘turingovsky rozhodnutelny jazyk (mnoZina)’ je rekurzivni jazyk
(mnozina) a misto ‘turingovsky ¢aste¢né rozhodnutelny jazyk (mnozina)’

se uziva rekurzivné spocetny jazyk (mnozina).

Priklad

Navrhneme Turingv stroj M pfijimajici jazyk L = {a"b"c" | n > 0}.
Budeme pracovat s modifikaci stroje, u kterého je levy konec pasky
oznaen symbolem A . Stroj nejdiive posouva svoji hlavu aZ na konec
vstupu a kontroluje, zda fetézec zapsany na pasce je ve tvaru {a*b*c*}.
Pfitom viibec neméni obsah pasky. Kdyz narazi na prvni prazdné policko,
zaCne se posouvat doleva aZz na levy konec pasky. Nasleduje cyklus, ve
kterém hlava piepiSe symbolem X vzdy jeden symbol a, jeden b, jeden c a
vrati se na levy konec pasky. Kdyz vstupni fetézec patii do jazyka L, tak
stroj nakonec pfepiSe vSechny symboly a, b, ¢ symbolem X a pfijme slovo.

V opacném piipad¢€ vstup zamitne.
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Necht M= (Q, X, T, 3, qo, F ), kde

Q ={qo, 01, g2, 93, 04, s, Ge, Gano, Cne}:
Y={ab,c}
r=xu{A,#X}
F = {Qano, Qne}

Ptechodova funkce je uréena nasledujici tabulkou:

> a b C # X
o (Q'DDR) (Q[},G,R) (qlrbr R) (qzrcr R) (Q‘g,.X,L) -
)] - (Qnes _3_) (qlrbr R) (qQ,'C.' R) (QS,“X?L) -
2 - ((Jne: EE) _) (qﬂ-e: ER) _) (qzr C, R] (QS: -X: L) -
43 (q-'l: D:R) (qS:a:I’) (qS:h: L) (qS:C: L) (qS:*X:L) (qS:*X: L)
a - (qﬁr —Xr R) (Qn-er ] _) (Qner ] _) (qano.- - _) (q-'lr ‘Xr RJ
5 - (q5:("-: R) (QG: -X: R) (Qne; - _) (qﬂ-er ) _) (q-ﬁ: -Xr R]
6 - - (QGrbr R) (qﬁr‘X: L) (Qn-e: R _) (qS:-X:R)

Symbol — v tabulce vyjadiuje, ze neni podstatné, co se zapiSe na uvedené

misto (mizeme tam doplnit cokoli vyhovujici definici). Vypocet stroje M

pro vstup a?b?c? je
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(qo > aabbec#) = (>qoaabbec#) = (>aqoabbec#) +
(>aaqobbec#) = (>aabgibec#t) =3 (>aabbeeqa#)
(>aabbeqs ) T (>quaabbectt) = (>Xgzabbec#t) F2

(>X aX gsbec#t) 2 (> XaXqghXc#) =0 (>@XaXbXc#) H?
(5XXgsXbXc#)  F?2 (5XXXXgeXc#)  F? (XXX XqX X4)
(GEXXXXXXX#) F (bXXXXXXX@#) F (XXX XX Xqao X X#)
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3.3 Koédovani Turingovych strojt

Existuje mnoho rtiznych zptsobt, jak kédovat Turingovy stroje. Ukdzeme
si jednu z moznych variant. Pro jednoduchost se omezime na stroje se
vstupni

abecedou {0, 1} a jednim koncovym stavem. Nas uvedeny tvar kédu bude
mit

tu vlastnost, Ze nam k zakodovani postaci opét pouze dva symboly {0, 1}.

M¢jme tedy Turinglv stroj

M=(Q, {0, 1}, {0, 1,#}, 3, q1, {92})

dale bez Gjmy na obecnosti piedpokladame, ze Q = {q1, 02, . . ., On} j€

mnozina stavi a ze gz je jediny koncovy stav.

Je vhodné pojmenovat symboly 0, 1 a # synonymy Xi, X2, X3. Obdobné
také hodnoty pro pohyb hlavou L, R, a N pojmenujeme Di, D2, Ds. Pak
obecny tvar pro ptechod d(qi, Xj ) = (Qk , Xi, Dm) zakddujeme binarnim

fetézcem

0'10' 10%10'10™. (1)

Binarni kod Turingova stroje M je
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111kods 11kody 11se11kod: 111,  (2)

kde kazdy kod; je fetézec ve tvaru (1) a kazdy ptechod z M je zakdédovan
jednim kod;. Pfechody nemusi byt v Zadném specialnim pofadi, takze
kazdy Turinglv stroj ma ve skute¢nosti vicero ruznych koda. Kazdy z
téchto kodu

stroje M bude znacen hMi .

Kazdy binarni fetézec mize byt interpretovan jako kod pro nejvyse jeden
Turingtv stroj; mnoho binarnich fetézcii neni kddem Zadného Turingova

stroje.

Dvojice M a w je reprezentovana fetézcem ve tvaru (2) néasledovanym

slovem w. Kazdy z takovychto fetézct bude oznacen hM, wi .

Priklad

M¢jme Turingv stroj M = ({q1, 2, g3}, {0, 1}, {0, 1, #}, 6, q1, {Q2}),

ktery ma nasledujici prechody:

d(q1, 1) = (g3, 0, R)

d(q3, 0) =(q1, 1, R)
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d(q3, 1) = (g2, 0, R)

o(qs, #) = (g3, 1, L).

Pro dvojici hM, 1011i dostaneme nésledujici kod

111010010001010011000101010010011

000100100101001100010001000100101111011

Pravé uvedeny typ kédovani mél tu vlastnost, ze pouzival pouze symboly
{0, 1}, coz je vhodné zejména v nékterych situacich, pfi praci s
Turingovymi

alespon co se tyCe prehlednosti vysledného koédu. Pii zpracovavani
korespondencniho tikolu Vam doporucuji pouzit praveé tento druhy zptisob
kédovani, piipadné si mulzete navrhnout svij vlastni format kodu
Turingova stroje. M¢éli byste si byt védomi, ze riizné druhy kodovani jsou
ve své podstaté ekvivalentni v tom smyslu, Ze musi existovat jednoduché
algoritmické pie- vody mezi nimi. Tedy, Ze kdyZ mame libovolné dva
rizné formaty kodovani Turingovych strojii, tak zjevné existuje
algoritmicky postup, ktery jako vstup dostane kdd Turingova stroje v
jednom z dohodnutych formatt a jako vystup vyda transformaci tohoto
kddu do druhého formatu, pfi¢emz musi zlstat zachovana stejna funkénost

stroje.
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Budeme kddovat stroj M, ktery spliiuje stejné pozadavky jako v
pfedchozim ptipadé. Pro jiz avizovanou piehlednost pouzijeme k
zakodovani stroje rozsifenou abecedu sestavajici z nasledujicich symbolii:
{#/0,1,LLR,N, ¢}

Vyuzijeme toho, ze mame stavy Turingova stroje sefazeny, a Ze z kazdého
stavu existuji maximalné tfi mozné prechody v zavislosti na tom, ktery ze
ti

moznych symbolt z mnoziny {0, 1, #} je zrovna umistén pod ¢teci hlavou.
Kazdy stav stroje budeme tedy kodovat trojici po sobé jdoucich
zakodovanych piechodl pro jednotlivé symboly oddélenych znakem ¢ .
Cely kad stroje

bude tedy sestaven z takovychto tfi¢lennych skupin. Pro technické
usnadnéni prace s kdédem stroje obklopime tento jest¢ z kazdé strany
dvémi symboly ¢ . Na zacatku i konci kdédu budeme mit sekvenci tii
symbolt ¢ a uprostied kodu se vyskytuji dva ¢ po sobé pro oddé€leni jiz
zminénych trojic. Jednotlivé piechody muzeme kodovat naptiklad
nasledovné: (q1, 1) — (g3, 0, R) zakddujeme na druhé pozici (protoZze se
¢te symbol 1) v prvni skupiné (protoze se koduje prechod z prvniho stavu)
jako tetézec 111R0, kde prvni tii jednicky urcuji, ze se ptjde do tietiho
stavu, symbol R pfimo znac¢i posun hlavy doprava a posledni symbol
urcuje, co se ma zapsat na pasku. Pokud pfechod neni definovan, tak jej

zakodujeme jako symbol #.

Priklad
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Vezméme stejny Turinglv stroj, jako v ptfedchozim ptikladu M = ({qa,

02, g3}, {0, 1}, {0, 1, #}, 3, q1, {02}), ktery ma nasledujici pfechody:

d(q1, 1) =(g3, 0, R)

8(q3, 0) =(q1, 1, R)

d(q3, 1) = (g2, 0, R)

o(qs, #) = (g3, 1, L).

Pro dvojici hM, 1011i dostaneme nésledujici kod

CCC#C 111ROC #¢ ¢ #C #C #¢ ¢ 1R1¢ 11ROC¢ 111L1¢ ¢ ¢ 1011

3.4 Ekvivalenty a modifikace Turingova stroje

Raznych jinych formalizaci pojmu algoritmus se v 30. letech a pozdéji
objevilo vice (napt. Postovy systémy, Markovovy algoritmy, kalkul

castecné rekurzivnich funkci atd.; ndm je dnes asi nejbliz§i ztotoznéni
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pojmu algoritmus s pojmem pocitaCovy program — napi. program v jazyce
Pascal). VSechny tyto formalizace se ukdzaly byt ekvivalentni (uméji

realizovat tatdZ zobrazenfi

¥* — ¥*, resp. ptijimat (rozhodovat) tytéz jazyky — podmnoziny X*).

Tato ekvivalence se vétSinou da ukazat predvedenim schopnosti simulovat
jeden prostfedek jinym. V tomto kursu si to ilustrujeme prokazanim

ekvivalence riznych modifikaci zakladniho modelu Turingova stroje.

V tomto odstavci se budeme zabyvat Turingovymi stroji, které maji vice
nez jednu pasku. Takové stroje se oznacuji k-paskové Turingovy stroje, k
je prirozené Cislo, které udava pocet pasek v ptipadech, kdy je pocet pasek
dilezity.

Kazda paska ma levy konec, zprava je nekone¢na a prislusi ji vlastni hlava,
ktera mlze Cist 1 zapisovat. Volba prechodu, ktery se v daném okamziku
provede, zavisi na aktualnich symbolech vSech pasek a na aktualnim stavu

stroje.

Akce, které se pii pirechodu provedou, jsou obdobné jako u zdkladniho
Turingova stroje. V jednom kroku muze stroj piejit do jiného stavu,
piepsat symboly, nad kterymi jsou umistény jednotlivé Cteci hlavy stroje a
posunout tyto hlavy doleva, doprava, ¢i nechat je na misté (neni nutné, aby
se vSechny hlavy posunovaly ve stejném sméru). Piechodova funkce takto
modifikovaného stroje bude mit nésledujici tvar (pro jednoduchost
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muzeme piedpokladat, ze na vSech paskach pouzivame stejnou abecedu

I):

Piechodova funkce &:(Q\F)xTX - QxT*x{L, R, N}¥

Testovani, zda vicepaskovy Turingliv stroj pfijme dany fetézec symboli,
zacind z pocatecniho stavu, kdy je vstupni fetézec zapsan na prvni pasce
(ve stejném tvaru jako u klasického jednopaskoveho stroje). Ostatni
pasky jsou prazdné hlavy jsou umistény nad nejlevéj§im mistem. Retézec

je pfijat, jestlize stroj piejde z pocateéni konfigurace do koncového stavu.

Dalo by se ocekavat, ze vicepaskovy Turinglv stroj bude mit vétsi silu,
nez jeho jednopéskovy protéjSek. Nasledujici véta vSak ukaze, Ze to neni
pravda. Uziti vicepaskového stroje muze byt v nekterych pipadech
vhodngjsi, ale mnozina jazyku piijimanych Turingovym strojem se timto

zpusobem nezvéetsi.

Véta 2.1 Ke kazdému vicepaskovému Turingovu stroji M existuje
jednopéaskovy Turingtv stroj M | tak, Ze L(M ) = L(M ).

Diikaz: Pouze naznacime princip provedeni diikazu. Pfedpokladejme, ze
M je k-paskovy Turingiv stroj, ktery pfijima jazyk L. Budeme postupovat
tak, Ze ukazeme, Ze obsah k-pasek lze zobrazit na jednu pasku tak, aby

akce stroje
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M byly simulovany jednopaskovym strojem M . Predstavme si pasky
stroje

M paralelné pod sebou, zarovnané podle jejich levého konce. Dostaneme
tim v podstaté tabulku o k-fadcich a nekoneénym poctem sloupci, které
pokracuji smérem doprava. Na kazdy sloupec se nyni miizeme divat jako
na usporadanou k-tici, pficemz je zfejmé, ze vSech moznych takovychto k-
tic je

kone&n& mnoho - konkrétné jich je [I[¥ (kdyz do T poéitame i symbol #).
Pro zakodovani konfigurace k-paskového stroje M je jesté zapotiebi ulozit
informaci o tom, kde se nachazeji jeho Cteci hlavy. To mizeme ud¢lat
roz§ifenim paskové abecedy stroje 0 mnozinu novych symbolt I = {X" |
pro X € I'}, pfiCemz novy symbol X~ bude pouzit pro znazornéni toho, ze
Cteci hlava je zrovna na pozici symbolu x. Paskova abeceda stroje M |
bude tedy obsahovat uspotradané k-tice ve tvaru (X1, X2, . . ., Xk) pro Xi €
(T U I) (pricemz kazda k-tice reprezentuje jeden samostatny symbol!) a
navic jesté prazdny symbol #.

Napiiklad prok =3 al = {0, 1, #} dostaneme jako jednu z mozZnych

konfiguraci ve tvaru:

111]0[0f1]0]1 Ol1]1|1/[0]|#
00 01 110 01110 #
1|01 [1[1fO0|1]1]0[1]1]0]|O0]+#
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V tomto ptipad¢ je paskova abeceda stroje M | tvoiena uspofddanymi tro-
jicemi tvaru (x1, X2, x3), kde xi € {0, 1, #, 07, 1", #} a prazdnym
symbolem

#.

Vypocet jednopaskového stroje M | nad slovem w bude probihat tak, Ze
nejprve toto slovo ‘pielozi’ do vicepaskového formatu, nastavi pozice
vSech hlav na nejlevéjsi pozici a zapoéne samotnou simulaci k-paskového
stroje. Jeden krok k-paskového stroje bude muset simulovat posloupnosti
nekolika dil¢ich krokti. Nejprve zjisti, které symboly jsou ulozeny pod
Ctecimi hlavami, a pak aktualizuje symboly na pasce podle pfislusné
prechodové funkce. Jesté se museji dofeSit ‘technické’ detaily jako je
tteba, ze kdyz stroj narazi na

symbol #, tak jej vzdy ptevede na symbol (#, #, #) atd.

3.5 Nedeterministické Turingovy stroje

Nedeterministicky Turingv stroj se lisSi od tradicniho Turingova
stroje tim, ze jeho Cinnost neni upln¢ determinovand, neboli v jednom
okamziku miiZe existovat vice nez jeden proveditelny ptfechod pro aktualni
dvojici stav/symbol. Jestlize nedeterministicky Turingiv stroj piejde do
stavu, v némz pro aktualni symbol neni proveditelny zadny ptfechod, stroj
zrusi vypocet. Jestlize nedeterministicky Turinglv stroj piejde do stavu, v

némz je pro dany aktudlni symbol proveditelnych vice ptechodl nez jeden,
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vybere stroj nedeterministicky jeden z nich a pokracuje ve vypoctu

zvolenym piechodem.

Formaln¢ je nedeterministicky Turingiiv stroj definovan jako Sestice (Q,
>, T, 0, qo, F) stejn€ jako deterministicky Turinglv stroj, s tim rozdilem,
ze 6 je podmnozina kartézského soucinu (Q\F)x T x (QxI'x {L,R, N
}) misto funkce z (Q\F ) xT"do Q x I'{L, R, N }. Z toho vyplyva, Ze
nedeterministické Turingovy stroje tvoii tfidu obsahujici deterministické
Turingovy stroje, které jsme doposud zkoumali. Rikdme, Ze fetézec w je
ptijat nedeterministickym Turingovym strojem M, jestliZze je mozné, aby
stroj M presel do koncového stavu, zacne-li vypocet se vstupem w. Slovni
obrat ‘je mozné’ chapeme v tom smyslu, Ze pokud stroj nedosahne
koncového stavu, muze to byt vysledek Spatného rozhodnuti pii volbé
pfechodu a nikoli odezva na vstupni fetézec. Mnozinu vSech fetézcii
ptijimanych nedeterministickym Tu- ringovym strojem M definujeme jako
jazyk L(M). Retézec w patii do L(M) tehdy a jenom tehdy, jestlize existuje
posloupnost ptechodli stroje M, kterd vede pii vstupu w k dosazeni

koncového stavu.

Nedeterministicky Turingliv stroj je zobecnénim tradi¢niho Turingova
stroje a proto kazdy jazyk piijimany tradicnim Turingovym strojem, je
poznatkem je vSak to, Ze nedeterministické Turingovy stroje nejsou

schopny pfijimat vice jazykl nez deterministické.
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Véta: Ke kazdému nedeterministickému Turingovu stroji M existuje de-

terministicky Turingtv stroj D tak, ze L(M ) = L(D).

Diikaz: Predpokladejme, Ze M je nedeterministicky Turingav stroj, ktery
piijima jazyk L(M). Musime dokazat existenci deterministického
Turingova stroje, ktery pfijima stejny jazyk. Navrzeny stroj bude fungovat
tak, ze na

zacCatku vypoctu ‘ozavorkuje’ vstupni slovo specialnimi symboly (napft. ¢,
ktery neni soucasti paskové abecedy ptivodniho stroje). Vzhledem k tomu,
ze paska je zleva konecnd, provede to tak, ze vstupni slovo w posune o
jeden symbol doprava a teprve pak zapiSe znacku na prvni pozici pasky
zleva a za posledni znak slova w. Z technickych divodi takto upravené
slovo ozavorkujeme jesté¢ dal§im novym symbolem nevyskytujicim se v
pavodni abecedé (napt. $). Dostaneme tedy slovo ve tvaru $¢ w¢ $. Dale
rozsifime paskovou abecedu stroje 0 mnozinu I'". Pomoci symbolt z této
mnoziny budeme opét zaznamenavat aktualni pozici hlavy v simulovanych

konfiguracich pivodniho nedeterministického stroje M.

Na zacatku vlastniho vypoctu oznacime prvni symbol slova w symbolem
pro umisténi Cteci hlavy a simulace miize zacit. Simulace bude ‘sledovat’
piechodovou funkci nedeterministického stroje s tim, ze kdyz narazi pfi
vypoctu na situaci, ve které ma vice moznosti, tak provede ‘zduplikovani’
dané konfigurace tolikrat kolik moznosti ma (resp. vytvoii 0 jednu kopii
mén¢, protoze bude dale pracovat také s origindlem dané konfigurace).

Duplikaci provede jednoduse tak, Ze zkopiruje danou konfiguraci, (kterou
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ma ozavorkovanou mezi symboly ¢ ) mezi posledni ¢ a $, ktery je umistén
az na samem konci pasky vpravo. Na pasce bude tedy postupné béhem
vypoétu nartistat po¢et moznych konfiguraci, které budou simulovéany
zaroven! Tato paralelni simulace muZe byt naptiklad provadéna tak, Ze se
budou prochézet vSechny vytvoiené konfigurace na pasce zprava do
doleva a v kazdé se provede jeden ‘elementarni’ krok. Pokud se béhem
vypoc¢tu v nékteré z konfiguraci dojde do koncového stavu pivodniho
nedeterministického stroje, tak se vSechny ostatni konfigurace smazou a
tato se presune na zacatek pasky. Jest€¢ je za- potifebi pamatovat na
‘technicky’ detail, kdyz se béhem simulace dojde do stavu, ze pozice hlavy
je na konci slova predstavujiciho konfiguraci (tedy pied

pravym symbolem ¢ aktualni konfigurace), tak se musi zbyvajici Cast
pasky

za hlavou posunout doprava a na misto pivodniho symbolu ¢ , ktery se
take

posunul doprava zapsat #.

Prokazani zminénych ekvivalenci a dalsi velmi dobré diivody nas vedou k
pfijimani tzv. Churchovy (¢i Church—Turingovy) teze, ze tfida jazyka
pfijimanych Turingovymi stroji pifedstavuje vrchol hierarchie strojové

rozpoznatelnych jazyki.

Teze (Church-Turing) Ke kazdému algoritmu je mozné zkonstruovat s
nim ekvivalentni Turinglv stroj (pfi vhodném vyjadieni vstupt a vystupti
jako fetézcl v urcité abecedé). Ekvivalenci zde rozumime podminku, ze

algoritmus i1 Turinglv stroj se zastavi (tj. jejich b&h, vypocet po kone¢ném
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poctu krokii skonci) praveé pro tytéz vstupy, pri¢emz pro tyto vstupy budou

ptislusné vystupy totozné.

Pruvodce studiem:

Pokud tedy zndme né&jaky postup k vyfeSeni zadaného problému, miizeme

vzdy sestrojit Turingiiv stroj, ktery tento postup bude realizovat.

Jinymi slovy: kazdy rozhodnutelny problém (ptipadné jazyk, mnozina) je
turingovsky rozhodnutelny (tj. rekurzivni). Podobné kazdy casteéné
rozhod- nutelny problém (jazyk, mnozina) je turingovsky caste¢né

rozhodnutelny (tj. rekurzivné spocetny).

Ukoly k zamysleni:

Vsimnéte si, ze jelikoz kazdy Turinglv stroj je ptikladem algoritmu, je

obracené tvrzeni ziejmé.

Churchovu tezi neni mozné dokazat jako matematickou vétu (pravé kvuli
‘intuitivnimu charakteru” pojmu algoritmus); jelikoZz vSak mame velmi
dobré diavody k jejimu pfijeti, Casto pojmy ‘rekurzivni’ a ‘rozhodnutelny’

ztotoznujeme. Nize zminime dikazy algoritmické nerozhodnutelnosti
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konkrétnich problémii; ve skutenosti exaktné dokazeme jen to, Ze nejsou
rekurzivni (tj. turingovsky rozhodnutelné) — v tvrzeni se tedy implicitné

odvolavame na Churchovu tezi, ¢ehoz bychom si m¢li byt stale védomi.

Ukoly k zamysleni:

V textu se budeme drzet ‘vSeobecnéjSich’ pojmi jako je ‘rozhodnutelny’,
‘¢astecné rozhodnutelny’ i1 tam, kde by z hlediska matematické exaktnosti
meélo byt radéji ‘rekurzivni’, ‘rekurzivné spocetny’. Bude dobré, kdyz si
toto aspon na nékolika ptipadech diikladné promyslite. Dobrym cvicenim
muze byt piiklad Postovy véty. Promyslete si jeji znéni ve vztahu ke znéni
‘Mnozina A je rekurzivni pravé kdyz A 1 —A jsou rekurzivné spocetné’.
(Cim se 1isi dikazy véty v jednotlivych znénich? Pro¢ jde vlastng o jednu a

tutéz vétu?)

Ve svétle predchozich avah bychom nyni méli chapat, ze budeme-li dale
otazky teorie vy¢islitelnosti studovat na Turingovych strojich, dostaneme
vysledky, které jsou robustni — nezavislé na volbé tohoto konkrétniho
modelu (ke stejnym vysledkim bychom napi. dospé€li, pokud bychom
pouzivali napf. pascalské programy — technicky by ovsem vse bylo

o241

Pascalu]).
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O jaké (robustni) vysledky jde? Pfedevsim samoziejmé pijde o prokazani
nerozhodnutelnosti konkrétnich problémi. Jesté predtim si ale ukdzeme

vysledek tykajici se existence urc¢itého, tzv. univerzalniho algoritmu.

3.6 Univerzalni Turingtv stroj

Ukoly k zamysleni:

Predstavte si, ze Vam nékdo ptedlozi zadani Turingova stroje M (v
dohodnutém formatu. De facto se urcité jedna o fetézec v urcité dohodnuté
abeced¢, byt napsany napf. ve vice tadcich na papife) a néjaké jeho
vstupni slovo w. Doty¢ny Vas vyzve, at’ predvedete (simulujete) vypocet
stroje M na slové w. To, co pak budete provadét, bude zajisté naprosto
mechanicky (algoritmicky) postup, ktery jste schopni aplikovat na
libovolny Turinglv stroj a libovolné jeho vstupni slovo. Realizujete tedy

urcity konkrétni algoritmus!

Ukoly k zamysleni:

Vsimnéte si, ze zastavi-li sSe M na w, coz budeme znacit !M (w), vase
¢innost po n¢jakém Case skon¢i — odhlizime ted’ od ¢asu a prostoru, ktery
byste k dané simulaci potiebovali — a jste schopni vydat ‘vystup’ totozny s
(neprédzdnym) obsahem péasky v koncové konfiguraci stroje M dosazené

pti vypoctu nad w.
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Tento obsah pasky (kone¢ny fetézec) zna¢ime M(w). Pokud se M na w
nezastavi, tj. =!IM (w), vaSe simulace je potencialné¢ nekoneéna (a o

néjakém ‘vystupu’ pak nebudeme hovofit).

Tento algoritmus, ktery vykondvate pifi zminéné simulaci Turingovych
stroji, musi ovSem podle Churchovy teze byt rovnéz realizovan né&jakym
konkrétnim Turingovym strojem! Jist€ Vas proto nepiekvapi nasledujici
véta. Zde Kod(M) bude ptedstavovat dohodnutou formu zapisu Turingova
stroje M . M¢lo by byt zfejmé, ze také zde muzeme piedpokladat, Ze
uzijeme jen

abecedu {0, 1}, tj. Kod(M ) € {0, 1}~

Véta 2.4 (O univerzalnim Turingovu stroji)

Lze sestrojit Turingtiv stroj U takovy, Ze pro libovolny Turinglv stroj M
s abecedou {0, 1} a libovolné slovo w € {0, 1}* plati:

1) M (w) © U (Kod(M)e+w)a

2) jestlize M (w), pak M (w) = U (Kod(M ) * w)

Pruvodce studiem:

Co vlastné tika tato véta? JednoduSe feceno se v ni tvrdi, Ze 1ze sestrojit
takovy univerzalni Turinguv stroj U , ktery je schopen jako vstup piijmout

kod jiného stroje M spolu s jeho vstupem w a Ze pak tento univerzalni stroj
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dokaze simulovat chod zadaného stroje M . Pfi¢emz se pozaduje, aby po
skonCeni simulace (samoziejmé pouze pokud bude vypocet konecny) byl
stav pasky stroje U totozny s vystupem, jaky bychom dostali, kdybychom

piimo spustili zadany stroj M na slovo w.

Koresponden¢ni ukol:

Sestrojte takovy konkrétni stroj U . Vyzaduje to samoziejmé urcity Cas, ale
de facto se jedna o naprogramovani jednoduchého algoritmu, ktery dobie
znate

— musite ovSem programovat v jazyce hodné ‘nizké turovné’. Vas

univerzalni

stroj mulze samoziejm¢ pouzivat pro jeho naprogramovani co

nejvyhodnéjsi formu kédu neomezujici se na abecedu {0, 1}.

Ukoly k zamysleni:
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Uvédomte si ale, Ze byste méli byt schopni rutinné upravit va§ U pro
ptipad

Kod(M ) € {0, 1}* a navic by §lo pozadovat, aby U m¢l také jen abecedu
{0, 1}. Mimo jiné to znamena, Ze jej lze aplikovat i na sviij vlastni kod —

zamyslete se nad tim!

Ukoly k zamysleni:

Piedchozi véta mluvi o univerzalnim Turingovu stroji (Schopném
‘provadét praci’ libovolného Turingového stroje). Z hlediska dfive
zminéné robustnosti naSich vysledki existuje takovy univerzalni
‘program’ v libovolné formalizaci algoritmli. Obecné tedy mizeme hovofit
0 univerzalnim algoritmu. Promyslete si, pro¢ se na pocita¢ 1ze divat jako

na zafizeni realizujici onen univerzalni algoritmus.

3.7 Jazyky prijimané Turingovymi stroji a neomezené

jazyky

Ttida neomezenych jazyki (jazyky typu 0) je generovana gramatikami,
jejichz prepisovaci pravidla nemusi mit zadny speciélni tvar. Leva i prava

strana pravidla muize byt tvofena libovolnym kone¢nym fetézcem
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terminall a neterminalti, pokud je v levém fetézci alespoii jeden
netermindl. N¢kdy se takovéto gramatice fikd Obecnd generativni

gramatika.

Tfida neomezenych jazykd muze byt generovana ‘gramaticky’, tj. jejich
fetézce mohou byt analyzovany cestou vyhleddvani frazi vétné formy. V
této sekci budeme charakterizovat neomezené jazyky jako jazyky
piijimané Turingovymi stroji. Pfesnéji feceno, tiida neomezenych jazyku
odpovida pravé t¥idé jazykl, pfijimanych Turingovymi stroji. Dukaz
tohoto tvrzeni provedeme ve dvou krocich. Nejdrive ukazeme, ze kazdy
jazyk pfijimany Turingovymi stroji, je neomezenym jazykem. Pak

dokazeme, Ze kazdy neomezeny jazyk je pfijiman Turingovymi stroji.

Kazdy jazyk pfijimany Turingovymi stroji patii do tfidy neomezenych

jazykd.

Dtikaz: Pro nasledujici ivahy budeme pouzivat Turingtv stroj, ktery bude
mit jediny koncovy stav gk a po skonceni vypoctu nad zadanym slovem w
bude jeho stav pasky Y™ ### . . . pfi pfijeti slova w a N” ### . . . pfi

nepiijmuti slova w.

Dutikaz véty spociva v konstrukci gramatiky, kterd generuje stejny jazyk,

jaky ptijima dany Turinglv stroj. Pfi této konstrukci vyuZzijeme notace pro
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konfiguraci Turingova stroje, tak jak jsme ji uvedli v definici TS. S
pouzitim této notace budeme obsah pasky stroje reprezentovat fetézcem
paskovych symboll uzavienym v zavorkdch. Levy konec pasky
znazornime symbolem [, potom bude nésledovat fetézec symbolil na pasce
pocinaje nejleveéjsim mistem, obsahujici alespon jeden prazdny symbol za
poslednim neprazdnym a nakonec uzavieme fetézec zavorkou ]. Paska s
obsahem xxyx### . . . bude reprezentovana jako [xxyx#] nebo napf.
[Xxyx######] a pasku obsahujici [#H#xx#tyx#x###] lze reprezentovat
posloupnosti [HHEXX#YXH#XHH].

Aby byla reprezentace konfigurace stroje Uplnd, vloZzime symbol
oznacujici aktudlni stav stroje pravé vlevo od aktudlniho symbolu v nasi
reprezentaci pasky stroje. Je-li p jednim ze stavi stroje, potom [Xpxyxx#]
bude reprezentovat konfiguraci stroje, ktery je pravé ve stavu p a stav jeho
pasky je xxyxx##. (Muzeme piedpokladat, Ze symboly pouzité pro

reprezentaci stavil stroje jsou rizné od paskovych symbolil stroje.)

Nasim ukolem bude ukézat, Ze ke kazdému jazyku L pfijimanému
Turingovymi stroji miZeme sestrojit neomezenou gramatiku, ktera
generuje jazyk L. Zvolime Turingiv stroj M , ktery pfijiméd fetézce

zastavenim s konfiguraci pasky Y  ### ... aproné&z L(M ) =L.

Pro takovy stroj definujeme gramatiku G timto zpisobem: Neterminaly v
G budou S (pocateéni symbol gramatiky), [, ], symboly reprezentujici
stavy stroje M a paskové symboly M véetné # a Y. Terminaly gramatiky G
budou symboly vstupni abecedy stroje M .
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Jedinym ptepisovacim pravidlem, které obsahuje startovaci symbol bude

S —[gk Y #]

kde gk je koncovy stav stroje. Toto pravidlo zarucuje, Ze vSechny derivace
v této gramatice zacnou od konce né&jaké posloupnosti konfiguraci stroje.
Zavedeme také pravidlo

#] — ##],

které nam umozni rozsifit derivaci fetézec [qk Y #] na libovolnou délku.
Déle zavedeme pravidla simulujici pfechody v obraceném potadi. Pro
kazdy pte- chod tvaru d(p, x) = (q, y, N ) vytvotime piepisovaci pravidlo
qy — px.

(Napf. [z q y#] lze pfepsat na [z px#], coz odrazi skutecnost, Ze stroj pre-
jde z konfigurace [z px#] aplikaci pfechodové funkce d(p, X) = (q, y, N) do

konfigurace [z q y#].) Pro kazdy piechod tvaru o(p, x) = (q, y, R)

zavedeme pravidlo

yq — px.

66



Turingovy stroje

(Napft. [y q yz#]) lze prepsat na [pxyz#].) Pro kazdy ptechod tvaru o(p, x)
=(q, y, L) a kazdy paskovy symbol z stoje M , zavedeme pravidlo

q zy — Z pX.

(Napt. [q zy##] lze ptepsat na [z px##]) Seznam piepisovacich pravidel
doplnime tfemi pravidly, ktera umozni za urcitych podminek odstranit

neterminaly [, q0, # a ]. Jsou to pravidla:
[qo#t — &

##] — #]

#] — ¢

(Jestlize derivacemi ziskame pocatecni konfiguraci [qOxyx###] mizeme
0d- stranit neterminaly tak, Ze dostaneme fetézec xyx.)

Nakonec ukdZeme, Ze L(M ) = L(G). Je-li w fetézec patiici do L(M ), musi
existovat posloupnost konfiguraci stroje M pocinajici [qOw#] a koncici

[gK'Y #]. MliZeme proto vytvofit derivaci fetézce w ve tvaru

S o[qKY #] = eee= [q0WH] = WH] = W
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Zatneme jednoduse aplikaci pravidla S — [gqK Y #] a potom budeme
opakované aplikovat pravidlo #] = ##] dokud fetézec [qK Y ## . . . #]
nebude tak dlouhy jako jedna z konfiguraci v posloupnosti, ktera
reprezentuje vypocet stroje M . Ddéle aplikujeme v opaéném potadi
piepisovaci pravidla odpovidajici pfechodim v plvodni posloupnosti
konfiguraci. Timto ziskame vétnou formu [qOwW## . . . #], kterou mizeme

redukovat na w pomoci pravidel

##] — #]
#] — ¢
[qO# — ¢

Z toho vyplyva, ze w patii do L(G). Obraceng, je-li dan fetézec z L(G),
jeho derivace ptedstavuje posloupnost konfiguraci, kterd naopak ukazuje,
jak je fetézec pfijiman strojem M . Proto kazdy fetézec z L(G) je také v
L(M).

Véta: Kazdy neomezeny jazyk je piijiman Turingovymi stroji.

Dukaz: Za¢neme tim, ze si vSimneme, ze je-li dikaz véty 0 existenci
jednopaskového stroje k vicepaskovemu aplikovan na nedeterministicky
vicepaskovy Turinguv stroj, ziskame nedeterministicky jednopaskovy stroj
M’, ktery bude pfijimat stejny jazyk jako vicepaskovy stroj. Toto zjisténi

nam umozni provést dikaz tim, ze ukazeme, Ze ke kazdé¢ gramatice G
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existuje nedeterministicky dvoupaskovy Turingtv stroj N tak, Zze L(G) =
L(N ). Stroj N mlze byt potom simulovan nedeterministickym
jednopaskovym Turingovym strojem, ktery lze dale simulovat tradi¢nim

Tu- ringovym strojem.

Nyni ukazeme, jak lze kazdé piepisovaci pravidlo gramatiky
implementovat Turingovym strojem. Ptesngji feCeno, jestlize se na pasce
stroje nékde objevi fetézec symboll v a gramatika obsahuje pravidlo v —
w, kde w reprezentuje (potencialné prazdny) fetézec terminali a
neterminald, potom miize stroj pomoci levych a pravych posunt spolu s
operacemi zapisu nahradit fetézec v fetézcem w. Nyni vytvoiime
nedeterministicky dvoupaskovy stroj, ktery pracuje takto: Pasku 1 vyuZije
k ulozeni vstupniho fetézce, ktery se bude testovat. ZapiSe startovaci
symbol gramatiky na pasku 2. Potom opakované nedeterministickym
zpusobem aplikuje pifepisovaci pravidla na fetézec, ktery je na pasce 2.
(Rikdme nedeterministickym zptisobem, protoZze v daném okamziku mize
existovat vice nez jedno pouzitelné pravidlo.) KdyZ se na pasce 2 objevi
fetézec pouze z terminalii, srovnd tento fetézec se vstupnim fetézcem
uloZenym na pasce 1. Jsou-li fetézce identické, zastavi; kdyz budou fetézce

rtizné, vstoupi do nekonecné smycky.

Pii tomto vypoctu se vyuziva paska 2 k tomu, aby se na ni postupné
vytvarely derivace podle piepisovacich pravidel gramatiky. Jestlize Ize
vstupni fetézec ziskat derivacemi podle dané gramatiky, je mozné, Ze bude

vygenerovan na pasce 2. V tomto ptipad¢ stroj pfijme vstup tak, ze zastavi.

69



Turingovy stroje

Jestlize vstupni fetézec nelze derivovat podle dané gramatiky, fetézec
generovany na pasce 2 nebude nikdy odpovidat vstupnimu a stroj nebude
moci fetézec piijmout. Z toho plyne, ze jazyk pfijimany strojem je prave

jazyk generovany gramatikou.

Shrnuti:

- Nejen proto, abychom mohli prokézat nerozhodnutelnost nekterych
konkrétnich problémili, musime nejprve formalizovat a presné¢ definovat
pojem algoritmu. My budeme pojem algoritmu ztotoznovat s Turingovym
strojem, ktery navrhl ve 30-tych letech Alan M. Turing.

- Turingovy stroje jsou jistym zpisobem podobné konecnym
automatiim s tim, ze maji jistym zpusobem rozsifenu instruk¢ni sadu aket,
kter¢é mohou provadét. Kazdy krok stroje je uren tzv. piechodovou
funkci, kterd v zavislosti na aktualnim ¢teném symbolu a vnitinim stavu
stroje uréuje chovani stroje, do kterého nového vnitiniho stavu ma prejit,
co zapsat na pasku a kam pohnout hlavou. Vypocet stroje vzdy konci

piechodem do nékterého z jeho koncovych stavi.

- Turingovy stroje se daji pouzivat bud’ k realizaci zobrazeni nebo k
rozhodovani a pfijimani jazyk. V této souvislosti pak hovofime o
rekurzivnich a rekurzivné spocéetnych jazycich.

- Kazdy Turinglv stroj je mozno zakodovat v pfedem domluveném
forméatu nad zvolenou abecedou. V tomto kdédu je uloZeno celé chovani
stroje vcetné poctu stavli a pfechodové funkce, tak aby bylo mozno pfi

zadani tohoto kodu spolu se vstupem rekonstruovat resp. simulovat
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vypocet tohoto stroje nad zadanym vstupnim slovem. Pfesné tohle je loha
tzv. Univerzalniho Turingova stroje. Jedna se v jistétm smyslu o
univerzalni algoritmus, ktery je schopen realizovat libovolné zobrazeni,
které dostane zadano ve formé kodu Turingova stroje.

- I kdyZ povolime Turingovu stroji pouZivat vice pasek, respektive
zavedeme nedeterministicke chovani tim, Ze povolime stroji, aby si v
jednom okamziku sam zvolil jednu z moznych akci jeho vypocetni sila se
nezvétsi. Tyto 1 jiné dalsi divody néas vedou k presvédceni o platnosti
Church-Turingovy teze, ktera tvrdi, Ze kazdy algoritmicky postup je
realizovatelny Turingovym strojem.

- Turingovy stroje jsou schopny piijimat jazyky, které jsou v
Chomského hierarchii generativnich jazyku reprezentovany jazyky typu 0,
tyto jsou generovany gramatikami, na které nejsou kladeny Zadna

omezeni. Proto se témto jazykim také n¢kdy fikd neomezené jazyky.

Kontrolni otazky:
1. Popiste slovné co to je Turinglv stroj a porovnejte ho s kone¢nymi

automaty.

2. Vysvétlete v jakém smyslu mtze Turingliv stroj pouzivat pasku

jako pamét.

3. Objasnéte, jak jsou Turingovy stroje schopny realizovat zobrazeni.
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4. Vysvétlete rozdil mezi pojmy ‘pfijimani jazyka’ a ‘rozhodovani
jazyka’.
5. Jaky je rozdil mezi deterministickym a nedeterministickym

Turingovym strojem?

6. Jaky je prakticky ptinos Curch—Turingova teze?

7. Objasnéte cinnost Univerzalniho Turingova stroje.

8. Charakterizujte tfidu jazykii rozpoznatelnych Turingovymi stroji.
Cviceni:

1. Navrhnéte Turinglv stroj, ktery realizuje zobrazeni

W — WW prow € {a, b}

2. Navrhnéte Turinglv stroj, ktery rozhoduje jazyk

L = {wwR |w € {a, b}*}
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3. Zakodujte stroj z predchoziho cvi¢eni pomoci Vami zvoleného
kodovani.
4, Navrhnéte Nedeterministicky Turingav stroj, ktery rozhoduje jazyk

L={ww |w € {a, b}*}

Pojmy k zapamatovani:

- Turinglv stroj

- ptechodové funkce

- konfigurace Turingova stroje

- relace nasledovani

- pocatecni a koncova konfigurace

- zastaveni Turingova stroje
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4 Nerozhodnutelné problémy

Cil:
V této sekci se budeme vénovat problémtm, o kterych si ukdzeme, ze jsou

algoritmicky nerozhodnutelné. Po jejim prostudovani byste méli:

- byt schopni ukazat, Ze existuji problémy, které nejsou
rozhodnutelné,

- znat postup, pomoci kterého se ukaze nerozhodnutelnost dalSich
problémd,

- umét vyjmenovat n¢kolik zékladnich nerozhodnutelnych problému
a

byt schopni jejich nerozhodnutelnost dokazat.

Pruvodce studiem

Nyni se zaméfime na pomérné abstraktni problematiku problémt, které
nejsou rozhodnutelné. Zejména pochopeni dikazu vyzaduje zvlastni Gsili,
nebot’ se pouziva principu nepiimého dikazu, ktery neni pro informatika

prilis pfirozeny.
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4.1 Problém zastaveni

Je nacase uvést priklad problému, ktery algoritmicky rozhodnutelny neni.

Probléem HP (Halting Problem) - Problém zastaveni

Instance: Turingliv stroj M — resp. jeho kod Kod(M ) v abeced¢ {0, 1}

aslovow € {0, 1}=.

Otazka: Zastavi se M na w (plati 'M (w)) ?

Véta: Problém HP neni rozhodnutelny.

Diikaz: Dikaz je vedeny sporem. Piedpokladejme, ze existuje Turinglv
stroj H, ktery se pro libovolny vstup u € {0, 1} tvaru u = Kod(M ) « w pro
néjaky stroj M a slovo w zastavi a rozhodne, zda !M (w) ¢i nikoliv (skon¢i
napt. bud’ ve spec. stavu qano nebo v qne). U stroje H je mozné
predpokladat

abecedu {0, 1}. Sestrojme nyni stroj H” s abecedou {0, 1}, ktery se chova
nasledovné: vstupni slovo v € {0, 1}* nejprve zdvoji (vytvoii slovo
Vvv) a na to ‘spusti’ (jako podprogram) stroj H. Jestlize (podprogram) H
skonéi ve stavu qano, stroj HI piejde do nekone¢ného cyklu (a tedy se
nezastavi); jestlize H skon¢i ve stavu qne, Stroj H™ se zastavi (stav gne bude

takeé jeho koncovym stavem). KdyZ ovSem nyni prozkoumame, zda se H’
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pii spusténi na svlij kod Kod(H") zastavi ¢i nezastavi, dospéjeme pii obou

moznostech k logickému sporu (zastavi se a nezastavi se zaroven).

JelikoZ HP je ziejmé ¢aste¢né rozhodnutelny (Gasteéné ho rozhoduje napft.

univerzalni Turingav stroj), dostavame: HP je ¢asteéné rozhodnutelny.

Diisledek: Problém HP je piikladem problému (¢i jazyka), ktery je

¢astecné¢ rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

Pruvodce studiem:

&

Je uzitecné si vSimnout, Ze pii dikazu nerozhodnutelnosti problému HP
jsme vlastn¢ ukazali nerozhodnutelnost jeho podproblému, ktery oznacime
DHP.

Problém DHP (Diagonal Halting Problem)

Instance: Turingiv stroj M dany svym koédem Kod(M )

Otazka: Zastavi se M na svijj kod (tj. na slovo Kod(M ))?
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Véta: Problém DHP je ¢asteCn¢ rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

4.2 Prevody problému

Mame-li dokazanu nerozhodnutelnost jednoho problému, je mozno ji
vyuzit k prokdzani nerozhodnutelnosti dalSich problémd. Napi. z
nerozhodnutelnosti problému P ihned plyne nerozhodnutelnost jeho

doplitkkového problému (ANO, NE pifehozeny).

Definice: Problém P 1 je (algoritmicky) pieveditelny na problém P 2,

preveditelnost oznacme P 1 ;P 2, jestlize existuje algoritmus A, ktery pro
libovolnou instanci | problému P 1 (chapanou jako jeho vstup) sestroji
(tzn. skonéi svlij vypocet a jako vystup vydd) instanci problému P 2,
ozna¢me ji (I), pfiCemz plati, ze odpovéd na otazku problému P 1 pro
instanci | je ANO pravé tehdy, kdyZ odpoveéd’ na otazku problému P 2 pro
instanci A(l) je ANO.

Pruvodce studiem:

Je dulezité, aby se Vam praveé uvedena definice dostala takiikajic pod kiizi,
protoze v podstaté cela teorie vy¢islitelnosti a posléze i teorie sloZitosti je

zalozend na ptevodech jednoho problému na druhy. K pievodim mezi
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problémy se vaze pékna historka o jednom informatikovi. Byl s nim délan
rozhovor a jen tak mimochodem se ho zeptali, jak si vafi kavu. JednoduSe
odpovédél, ze napusti vodu do konvice, postavi na vafi¢ a az voda zac¢ne
viit, tak si kafe zaleje. Jednomu z pftihlizejicich to nedalo a zeptal se, jak
by postupoval, kdyz by uz né¢jaka voda v konvici byla. On mu na to s
naprosto vaznou tvati odpovédel: ,, To je jednoduché, vodu bych vylil a
pak bych postupoval stejné jako v piedchozim piipadé. Vidite, kde vSude

se da znalost algoritmické preveditelnosti pouzit!

Ukoly k zamysleni:

Nemélo by Vas piekvapit, ze pojem rekurzivni pieveditelnosti se definuje
obdobn¢ s tim, ze pojem algoritmus se nahradi pojmem Turinglv stroj.
Pfipomenme, ze pii piijeti Churchovy teze jsou pojmy rekurzivni a

algoritmické preveditelnosti totozné.

Jelikoz probléemu typu ANO/NE Kkoresponduje diive uvedenym
pfirozenym zpusobem urCity jazyk (sestavajici ze vSech Tfetézci
popisujicich instance s odpovédi ANO), dostavame takto rovnéz pojem

(algoritmické) pieveditelnosti jazykd.

Uzitecnost uvedeného pojmu algoritmické preveditelnosti pro naSe ucely

vyslovuje nasledujici tvrzeni, jehoz dtikaz by mél byt ziejmy.
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Tvrzeni 3.4 Je-1i P 1 ;P 2 a problém P 1 je nerozhodnutelny, je i problém

P 2 nerozhodnutelny.

Pruvodce studiem:

AL
AN

vvvvvv

vibec, proto je nezbytné nutné ji do disledku promyslet a pochopit. Je
dalezit¢ davat pozor na poradi problémi, ktery pfevadime na ktery.
Nejcastéjsi chyba pti pouzivani této véty spociva v tom, ze kdyz nékdo
chce prokazat nerozhodnutelnost néjakého problému P , tak se ho snazi
prevést na problém, o kterém jiZz vime, Ze je nerozhodnutelny. Pozor!!!
Déla se to presné naopak! A je to i logické. Postup je tedy takovy, Ze
vezmu néjaky problém P 1, o kterém vim, ze je nerozhodnutelny a tento
problém pievedu na problém P 2, jehoZ nerozhodnutelnost se snazim
prokazat. Hlavni myslenka spo¢ivd v tom, ze kdyby problém P 2 byl
rozhodnutelny, tak bych vlastné m¢l navod, resp. postup, jak fesit problém
P 1, o kterém vim, Ze je nerozhodnutelny a tedy feSit nelze, coz

samoziejmé dava spor.

Priklad:

Takto se napf. prokaZze nerozhodnutelnost problému UHP - Uniform
Halting
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Problem.

Problém UHP (Uniform Halting Problem)

Instance: Turinglv stroj M dany svym kédem Kod(M )

Otazka: Zastavi se M na kazdy vstup (tj. plati Yw: I'M (w)) ?

Budeme tedy postupovat tak, ze pievedeme HP na UHP. Pfi prokazani
HPUHP sta¢i navrhnout algoritmus, ktery k zadanému (M, w) sestroji stroj
M’, jenz nejdiive otestuje vstup a v pripad¢, Ze jde o w, ‘spusti’
(podprogram) M a v opa¢ném piipadé se ihned zastavi. Je vidét, Ze kdyz
nové vytvoieny stroj M’ dostane jako vstup slovo odlisné od w, tak se
vzdy zastavi, ¢ili jedinou moznost se nezastavit ma pouze tehdy, kdyZ na
vstup dostane slovo w. V tomto pfipad¢ se zastavi pravé tehdy, kdyz se na

slovo w zastavi 1 ptivodni stroj.

4.3 Postuv korespondencni problém

Ptredstavme si dvojici seznami neprazdnych fetézcii v néjaké abecedé.
Postiiv korespondencni problém (dale jen PKP) fesi, zda existuje
alesponi jedna posloupnost téchto dvojic, kterd utvofi stejny fetézec. Tento

problém je obecné nerozhodnutelny, protoZze jeho rozhodnost je
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podminéna konkrétnim vstupem, kdezto rozhodnost problému samotného

musi nutné platit pro jakykoliv vyhovujici vstup.
Problém PKP (Postiiv korespondené¢ni problém)

Instance: Dvojice seznamt ug, Up, . .., Una Vi, V2, ..., Vo (prongj. n > 1)

neprazdnych fetézct (slov) v néjaké abecedé.

Otazka: Ma PKP pro danou instanci feSeni? Tj. existuji indexy i, iz, . . ., ir
, >0, tak, Ze Uiz Uiz . . . Uir = Vi1 Vi2 . . . Vir ? (JestliZe i1 = 1, hovofime o

inicialnim feSeni.)

Priklad

M¢éjme ) = {ab,c} a dile dva seznamy fetézci X a Y. Kazdy z nich
obsahuje pét fetézcti: X = <x1, x2, X3, x4, x5>a Y = <yl, y2, y3, y4, y5>,
pii¢emz plati x1 = abc, X2 = abba, x3 = ¢, x4 = bbba, x5 = abcc a y1 = ab,
y2 = ¢, y3 = ccc, y4 = cbbb, y5 = aab. Tento ptiklad si pro piehlednost

prevedeme do nésledujici tabulky:
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abc ab
abba C
c ccc
bbba cbbb
abcc aab

Nalézt prvni dvojici je jednoduché, protoze staci nalézt takovy par, kde
jeden fetézec je podietézcem toho druhého z levé strany. Pokud by
existoval ptiklad, kde se v jednom paru oba fetézce rovnaji (napt. ab a ab),

pak by feSenim byla posloupnost tohoto paru libovolného poctu.

V naSem piipadé mame dvé moznosti, a to 1.par (abc a ab) nebo 3.par (c a
ccc). Nejdiive si ukazeme cestu, kdy pocateni dvojice bude 3.par.

Skladané fetézce budeme zobrazovat nasledovné:

1: 3
X C
Y: ccc

"I" oznacuje posloupnost iteraci zvolenych para, "X" a "Y" reprezentuje

skladané tetézce pro dané seznamy. Je zifejmé, ze nasledujici par budeme
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volit podle seznamu X, kde nam chybi dva znaky k dorovnani, avsak

jediny vyhovujici par je opét 3.par, takze dalsi krok by vypadal takto:

1: 33
X: cc
Y: cccecec

Tato cesta nemd feSeni, jelikoz skladany fetézec ze seznamu Y tvofi
trojnasobné delsi fetézec nez ten ze seznamu X, tzn. fetézce se nikdy

nemohou rovnat. Musime zvolit jiny po¢atecni par, tedy 1.par.

1: 1
X: abc
Y: ab

Nyni je menSi fetézec Y, proto budeme hledat v jeho seznamu takové
fetézce,které zacinaji na chybéjici podietézec, tedy "c". Takto zacinaji

fetézce 2,3 a 4.

Pti zvoleni 2.paru skon¢ime s posloupnosti "121", kdy v seznamu Y neni

fetézec, ktery by obsahnul piesahujici podietézec "baabc”.
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1: 121
X: abcabbaabc
Y: abcab

Zvolenim 3.paru se rychle dostaneme do stejného problému jako na

zacatku, a to k zacykleni fetézcti "c" a "ccc".

|: 133
X: abcc
Y: abcccecec

Spravnou moznosti pro nas je 4.par, kde nam v fetézci X piebyva symbol

"a".

1: 14

X: abcbbba
Y: abcbbb

KdyZ pouZijeme stejny postup pro dalsi hledani spravného péaru, dojdeme

ke zdarnému vysledku v podobé posloupnosti I: 1453.
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|: 1453
X: abcbbbaabccc
Y: abcbbbaabccc
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Priklad

M¢jme £ = {0, 1} a dale dva seznamy fetézci U a V. Kazdy z nich
obsahuje tii fetézce: U = (uz, U2, U3) @V = (V1, V2, V3), pfi¢emz uz =1, Uz
= 10111,

us=10avy =111, v, =10, v3=0.

Seznam U | Seznam V
i U; Vi
1)1 111
2 | 10111 10
3110 0

V tomto ptipadé¢ P KP ma nasledujici feSeni: r=4,i1=2,i2=1,i3=1,i4 =
3. Pak

U2U1U1U3 = Vovivivs = 101111110

Priklad

M¢jme £ = {0, 1} a dale dva seznamy fetézci U a V. Kazdy z nich
obsahuje tfi fetézce: U = (ug, Uz, Uz) aV = (v1, V2, V3), pfi¢emz ur =10, Uz
=011,

us=101avs =101, v» =11, v3 = 011.

Seznam U | Seznam V
i Ui Vi
1|10 101
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2 | 011 11
31101 011
Piedpokladejme, Ze tato instance P KP ma feSeni i1, Iz, . . ., im. Je zfejmé,

ze i1 = 1, protoze zadny fetézec zacinajici na uz = 011 nemtze byt shodny s
fetézcem zacinajicim na vz = 11; obdobné pro us = 101 a vz = 011.
Napiseme fetézec ze seznamu U nad odpovidajici fetézec ze seznamu V.

Takze mame:

10

101

Dalsi vybér z U musi zacinat symbolem 1. Tedy i2 =1 nebo i, = 3. Ale i =

1 nebude fungovat, protoze zadny fetézec zacinajici na uiur = 1010 se

nemuze rovnat fetézci zacinajicim na vivi = 101101. Pro i = 3 méme

10101

101011

Vzhledem k tomu, ze fetézec ze seznamu V opét piesahuje fetézec ze

seznamu
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U o jeden symbol 1, musi z obdobnych dtvodti iz = is = ¢+ = 3. Vidime
tedy, Ze existuje jen jedna mozna posloupnost vybérti indexu, Kkterd
generuje pripustné fetézce. Pro tuto posloupnost bude fetézec vytvoreny ze

seznamu V vzdy o jeden symbol delsi. Proto tento P KP nema feseni.

Pruvodce studiem:

Dtkaz nerozhodnutelnosti problému PKP lze provést napiiklad
prokazanim pieveditelnosti HP ;IPKP ;PKP , kde problém IPKP je zadan
obdobné jako PKP, jen otazka se pta, zda existuje inicialni feSeni pro
danou instanci. Hlavni myslenka pteveditelnosti HP ; IPKP spociva v
nasledujicim: k danému M, w se sestroji prvni ¢leny seznamti us = $, vq =
$gow$ (kde go je pocatecni stav M ). Dalsi dvojice se voli tak, aby jedina
mozna cesta k ziskadni inicidlniho feSeni spocivala v urcité simulaci

vypoctu M na w s tim, Ze feSeni existuje, praveé kdyZ M se zastavi na w.

Pievod IPKP

Dikaz: (IPKP ;PKP)
Pro provedeni ditkkazu je zapottebi zkonstruovat algoritmus pievodu
instance IPKP na instanci PKP , tak aby platilo, Ze IPKP m4 inicialni
feSeni prave tehdy, kdyz PKP ma libovolné feSeni. Musime tedy navrhnout
postup, kterym ke kazdé instanci IPKP budeme schopni zkonstruovat
instanci PKP . Necht’
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U=uyuz,...,Uu a V=V Vo, ..., Vk

je zadani IPKP . Dale necht’ ¥ je abeceda obsahujici vSechny symboly
vyskytujici se v Fetézcich seznami U, V a necht’ ¢ a $ nejsou obsazeny v
Y. Vytvoime xi z Ui vloZzenim symbolu ¢ za kazdy znak ve slové ui,
podobné vytvoime yi z vi vloZenim symbolu ¢ pied kazdy znak ve sloveé vi.

Dale vytvoime nova slova

Xo = € Xq, Yo=VY1

Xkl = 9, Yk+1 =€ $

Nové seznamy

Nyni vytvofime nové seznamy X = Xo, X1, . . ., Xk+1 @ Y = VYo, Y1, . . .,

yk+1, Které budou vstupem pro PKP. Napiiklad pro seznamy U, V

z pedchoziho ptikladu dostaneme nasledujici seznamy X, Y :
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IP KP PKP
Seznam U | Seznam V Seznam X | Seznam Y

i Ui Vi [ X Yi
111 111 0| ¢1¢ $1¢ 141
2 | 10111 10 1 1¢ $1¢ 14 1
3|10 0 21 16081¢1¢1¢ | ¢1¢0

3| 1¢0¢ 40

4158 $9

Je zfejmé, ze pokud ma vytvoreny PKP feSeni, tak musi zacinat dvojici
slov, s indexem 0, protoZe pouze tato jedind dvojice ma prvni spole¢ny
symbol ¢ .

Tato dvojice jistym zplisobem koresponduje s prvnimi slovy z ptivodniho
IPKP. Déle je vidét, ze kdyz najdeme feSeni vytvoreného PKP se seznamy
X, Y, tak budeme umét najit i feSeni pilvodniho IPKP  prostym
vynechanim specialnich symbolt ¢ a $. Podatilo se nam tedy ukazat, ze
kdyZ existuje algoritmus rozhodujici PKP, dokaZzeme vytvofit algoritmus
pro rozhodovani IPKP tim, ze pfevedeme libovolnou instanci IPKP na

PKP pravé uvedenym zptsobem.

Véta: Postliv korespondencni problém je nerozhodnutelny.
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Diikaz provedeme jiz dfive naznacenym zpiisobem tj. pievodem
HPJPKPPKP . Vzhledem k tomu, Ze pifevod IPKPPKP jsme

jiz ukazali, sta¢i nyni prokazat ptevod HPJPKP. Musime tedy zkonstruovat
algoritmus, ktery ke kaZzdé instanci HP (tedy Turingovu stroji M respektive
jeho kédu Kod(M ) a slovu w) sestroji dva seznamy slov U, V , které
budou vstupem pro IPKP , tak aby platilo, Ze vytvofena instance IPKP ma
feSeni pravé tehdy, kdyz Turingliv stroj M piijima slovo w. Pro dany
Turinglv stroj a slovo zkonstruujeme instanci IPKP takovou, ze kdyz bude

mitfeSeni, tak bude ve tvaru:

#QowHarq1Pi# ¢ © * #ok Ok Pk #,

kde fetézce mezi po sobé¢ jdoucimi symboly # jsou po sobé jdouci
konfigurace Turingova stroje M se vstupem w a koncovym stavem qQx .
Dostaneme tak vlastné zakdédovanou celou posloupnost vypoctu Turingova
stroje M nad slovem w od pocatecni konfigurace qow az po néckterou
koncovou konfiguraci ok OkPk (pokud ovSem néjaky takovy konecny
vypocet existuje, pokud se dany Turingiv M stroj na slovo w zacykli, tak
zjevné takto konstruovany IP KP nebude mit feSeni, coz je pfesné to, co
jsme potiebovali). Formaln¢ jsou dvojice fetézct vytvarejicich seznamy U,
V uvedeny nize. Kromé prvniho paru, ktery musi byt pouzit prvni, je
poradi ostatnich pard nepodstatné a nijak neovliviiuje existenci feSeni.

Pary proto uvedeme bez indexi.

Prvni vytvoteny par je:
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Seznam U Seznam V
# Hoow#

Zbyvajici pary mizeme nasledovné seskupit do skupin:

Skupina |

Seznam U Seznam V

X X
# # pro kazdé X e T’
Skupina II.

ProvSechnyge Q\F,peQaX,Y,ZeTrI:

SeznamU SeznamV

gX Yp jestlize 5(q,X)=(p,Y,R)
ZqX pZY L _
estlize d(q,X)=(p,Y,L
o Yo ) (@.)=(p.Y,L)
Zq# pzy# lestlized(q,#)=(p,Y,R)

Skupina Ill. Pro vsechnageF,a X, Y €T

Seznam U Seznam V

XqY q
Xq q
qY q
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Skupina IV
Seznam U Seznam V
gt # pro kazdé g € F

Ukoly k zamysleni:

Promyslete si, Ze takto zkonstruovand instance IP KP maé feSeni prave
tehdy, kdyz existuje kone¢ny vypocet stroje M na slové w.

Cely postup si pfedvedeme na nasledujicim piikladu.

Priklad
Vezméme M = ({qu, G2, qs}, {0, 1}, {0, 1}, &, qu, {0s}), pfiCemz

piechodova funkce 0 je definovana nasledovné:

@i (5(([10) (S(Q‘i: 1) (S(Q‘i: #)
q1 (QQIR) (qQOL) (Q‘QIL)
2 (Q‘SOL) (Q‘10R) (Q‘QOR)

q3 - — —

Jako vstupni slovo pouzijeme w = 01. Zkonstruujeme instanci IPKP se
seznamy U, V. Prvni pér je # pro seznam U a #0:01# pro seznam V.

Ostatni pary jsou:

Skupina |
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Seznam U

0
1

7

Skupina Il

Seznam U

710
0gi1
11
0q1#
Lgi #
0g-0
1g-20
21
Q27

Skupina 11l

Nerozhodnutelné problemy

Seznam V
0
1
7+
Seznam V
I z 0(q
Q’QOO -
} Z (3((11:
210
(1’201# -
} z 0(
(11
7300
} z 0(qp
q310
Oy z 0(qs
Ogo 7 z 0(q

(g2, 0)

O) — (Q’QIR)
l) — (QQOL)
#) = (qﬁlL)

— (QSOL)
1) — (QIOR)
#) = ((DOR)
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Seznam U Seznam V

0gs0 q3
0Ogs1 qs3
1430 43
1gs1 qs
Ogs q3
lgs q3
q30 qs
g3l q3
Skupina IV

Seznam U Seznam V

AsFH# #
Poznamenejme, ze M pfijima vstupni slovo w = 01 posloupnosti
konfiguraci:

QIOI 1021 10(11 1@'201 q3101

Podivejme se, jestli existuje feSeni IPKP, ktery jsme pravé zkonstruovali.
Prvni par dava ¢astecné feSeni (#, #q101#). Po blizSim prozkoumani dvojic
fetézcli vidime, ze jedind cesta, jak ziskat delSi ¢astecné feseni, je pouzit
jako dalsi pér (10, 102), coz odpovida piechodu Turingova stroje ze stavu
01 do stavu g2. Vysledné ¢asteéné feSeni je (#qu0, #0:101#1qp). Cast, ktera
nyni nadbyva v druhém fetézci je 1#1qp. Dalsi tfi pouzité pary musi byt (1,

1), (# #), (1, 1). Castené feSeni pak bude (#qi01#1, #0101#1q21#1).
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Piebytek je nyni q21#1. DalSim postupem dojdeme az k ¢asteénému feSeni
(y, y1#q310), kde
y = #0101#10.1#100:1#10.0

ProtoZe g3 je koncovy stav, muZzeme nyni pouzit pary ze skupin I, III a IV

k nalezeni feSeni instance IPKP . Vybér part je

(1, 1), (# #), (931, 93), (0, 0), (1, 1), (#, #), (30, q3)
(1, 2), (# #), (@31, q3), (#, #), (qat#, #).

Tedy nejkratsi slovo, které miize byt vytvofeno odpovidajicimi fetézci ze

seznamu U, V zacinajici prvnim parem je

#0101#1 0o 1#100:#1 0201402 101#0:01#qa1H#qstH

4.4 DalSinerozhodnutelné problémy

Problém IBKJ (Neprézdného priniku dvou BKJ )

Instance: Dvé bezkontextové gramatiky Gi, G2

Otazka: Plati L(G1) N L(G2) # @ ? (Tzn. ‘Lze né&jaké slovo vygenerovat

obéma gramatikami?’)

97




Nerozhodnutelné problémy

Véta: Problém neprazdného priniku dvou bezkontextovych jazykl je

nerozhodnutelny.

Dukaz provedeme pifevodem PKPJBKJ . K zadané instanci PKP

U=U1,U2,---,Un a V:V].)VZ!"')VH

sestrojime instanci problému IBKJ , tj. dvé bezkontextové gramatiky G1

a G2. Budeme pozadovat, aby tyto nov¢ zkonstruované gramatiky
generovaly jazyky s neprazdnym prunikem pravé tehdy, kdyz PKP bude
mit feSeni. Predpokladejme, Ze nové zavedené symboly a1, @z, . . ., an Se
nevyskytuji v zadném z fetézc seznami PKP . Potom bezkontextove

gramatiky G1 a G2 mizeme navrhnout nasledovn¢:

G1: S —uiSai| e |unSanle G2 : S —viSai| e |vnSanle

Nové zavedené symboly ai, a2, . . . , an zajiStuji, aby pro potencialni
shodna slova generovand obéma gramatikami musela existovat v obou
gramatikach odvozeni slozend pravé ze stejnych posloupnosti vybéru
pravidel. Tedy aby byla zajisténa korespondence odpovidajicich partu slov

ze seznamu instance P KP .

Velmi podobné se da ukazat nerozhodnutelnost nasledujiciho problému:
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Problém ABKG (Nejednoznac¢nosti BKG)

Instance: Bezkontextova gramatika G

Otézka: Je zadand gramatika nejednoznac¢na? (Tzn. ‘Lze n&jaké slovo

vygenerovat dvémi riznymi odvozenimi (derivacemi) ?”)

Dalsi nerozhodutelné problémy tykajici se bezkontextovych jazykt, které
vyplyvaji ptimo z predchozich jsou napiiklad otazky, zda ‘L(G) = Z* 7’
nebo

zda ‘L(G1) = L(G2) ?’ apod.

Shrnuti:

- Nékteré¢ problémy, a¢ je jejich zadani a formulace pomérné
jednoduchéa

jsou nerozhodnutelné. V praxi to znamena, Zze at’ bychom se snazili
sebevic, tak se nam nikdy nemuze podafit zkonstruovat algoritmus nebo
néjaky pocitacovy program, ktery by dokazal na vSechny pfipustné

instance dané¢ho problému dat spravnou odpovéd'.

99



Nerozhodnutelné problémy

- Zéakladnim takovym nerozhodnutelnym problémem je otazka, zda
se zadany Turinglv stroj M zastavi, ¢i nezastavi na urcité vstupni slovo

w. Tento problém neni rozhodnutelny, ale je ¢aste¢né rozhodnutelny.
Nejptihodnéji nam v této situaci poslouzi Univerzalni Turingiiv stroj
zminény v predchozi kapitole, ktery pomoci simulace chodu zadaného
stroje M je schopen fict, Ze se vypocet stroje M na slové w zastavil a
dokonce nam 1 sd€li vysledek vypoctu. Na druhou stranu, kdyz se M na w
nezastavi, tak i samotna simulace nebude mit konce a tudiz se kyzené

odpovédi nikdy nedockéme.

- N¢éjaky problém je preveditelny na jiny problém, jestlize jsme
schopni navrhnout obecny algoritmus pfevodu instance prvniho problému
na instanci druhého problému, tak aby se zpétn€ dalo usuzovat na feSeni
pfevadéného problému, jinymi slovy, aby odpovédi na otdzky kladené u

jednotlivych problémt byly shodné.

- KdyZz mame jeden zarucené nerozhodnutelny problém, muzeme
pomoci né¢j prokazat nerozhodnutelnost celé tady problémul, na které
budeme schopni tento problém pievést. Kdyby totiz tyto problémy byly
fesitelné, méli bychom v podstaté postup, jak fesit i pavodni nefeSitelny

problém.

- DalSi problém, o kterém mlzeme s jistotou tvrdit, Ze je

nerozhodnutelny, je tzv. Postiiv korespondenc¢ni problém, u kterého jde o
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nalezeni posloupnosti part slov ze dvou seznamti takové, aby po zietézeni

téchto slov vznikly shodné fetézce.

- Z oblasti bezkontextovych jazyki pak mame napiiklad
nerozhodnutelny problém neprazdného priniku dvou bezkontextovych
gramatik, pfipadné problém viceznacnosti bezkontextové gramatiky,

jejichz ne- rozhodnutelnost se snadno prokaze prevedenim PKP na

odpovidajici problém.

Kontrolni otazky:

1. Ukazte, Ze problém zastaveni je ¢astecné rozhodnutelny.

Cviceni:

1. Navrhnéte Turingliv stroj, ktery castecné rozhoduje jazyk

L={a |i=2k k €N} anatomto stroji demonstrujte dikaz pfevodu HP
na IPKP .
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Pojmy k zapamatovani:

problém zastaveni

algoritmicka preveditelnost problému

Postlv korespondenéni problém

inicidlni Postiiv korespondencni problém
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5 Enumerace Turingovych stroju

Cil:
Nyni se zamétime na jazyky, které nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné, k
cemuz ndm dopomiize jisté sefazeni resp. enumerace Turingovych strojl.

Po prostudovani této kapitoly budete:

- znat postup, pomoci kterého je mozno enumerovat vSechny
Turingovy stroje,

- umét nad libovolnou abecedou zkonstruovat jazyk, ktery neni ani
caste¢né rozhodnutelny,

- schopni pomoci Riceovy véty o celé tadé problémiti schopni

prohlasit, zda jsou nerozhodnutelné.

Pruvodce studiem

Dalsi otazka, ktera je pro nas dulezita zabstraktniho pohledu na
rozhodnutelnost je tzv. enumerace Turongovych stroji. V podstaté tim
stroje “indexujeme* a mizeme tak za kazdy strojem vidét jeho konkrétni
,Cislo“. Formulujeme také dulezitou vétu tzv. Riceovu, kterd je
aplikovatelna nejen na TS, ale Ize ji preformulovat pro libovolny jiny

ekvivaletni vypocetni model.
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VSimnéme si nyni, ze vSechny Turingovy stroje (s abecedou {0, 1}) lze
piirozen¢ sefadit (ocCislovat, enumerovat). Uz jsme si uvédomili, ze
Turingovy

stroje (s abecedou {0, 1}) lze kdédovat fetézci nul a jednicek. Kdyz si
uvédomime, Ze pro libovolnou kone¢nou abecedu X (tedy i pro £ = {0, 1})
je mnozina X* nekone¢na spocetna (fetézce lze napi. uspoiadat pomoci
rostouciho

uspotadani, které bylo zminéno v definici 4), je ihned jasné, Ze i1
Turingovych stroji je nejvyse spocetné — samoziejme ovSem nekonecné
spocetné.

Navic ndm zminéné uspofadani fetézct z {0, 1}* automaticky dava pfi-
rozené uspotradani Turingovych stroji (podle jejich kodt v abecede {0,

1}):

je tedy mozné hovofit o enumeraci Mo, M1, My, . . . Turingovych stroji (¢i
jejich kodu). Navic piislusné zobrazeni N — {w € {0, 1}* | w = Kod(M )
pro n&jaky Turinglv stroj M } je bijekce, kterd je (obousmérné)

algoritmicky vy¢islitelna.

Ukoly k zamysleni:

Zamysleme se na chvili nad otdzkou, zda existuji jazyky (v abeced¢ {0,

1}), které nejsou CasteCné rozhodnutelné. Diive uvedend Postova véta
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spolu s faktem, Ze (jazyk) HP (nebo DHP) je ¢asteéné rozhodnutelny a
neni rozhodnutelny, uz poskytuje odpovéd: doplnék jazyka HP (¢i DHP)

neni ¢aste¢né rozhodnutelny.

5.1 Aplikace Cantorovy véty

Zminény fakt, Ze existuji i problémy (jazyky), které nejsou ani ¢aste¢né
rozhodnutelné je mozné ukézat i jinou cestou. Nejprve vSak budeme

potiebovat nésledujici vétu:

Véta: (Cantorova)

Pro libovolnou kone¢nou i nekone¢nou mnozinu M plati:

IM [ <[P(M)|

kde P(M) znaéi tzv. poten¢ni mnozinu - mnozZinu vSech podmnozin M.
Jinymi slovy lze Cantorovu vétu formulovat tak, ze pocet prvkli mnoziny

M je ostfe mensi nez pocet vSech jejich podmnozin.

Diikaz Cantorovy véty muzete najit témét v kazdé knize zabyvajici se

teorii mnozin.
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Jelikoz Turingovych stroji je spocetné mnoho, je také cCasteéné
rozhodnutelnych jazyka (nejvySe, ovSem samoziejm¢ praveé) spocetné
mnoho. Diky pravé uvedené obecné Cantorové véte, je ziejmé, Ze mnozina
vSech jazykl

{L | L € {0, 1}*} je nespocetna. Z toho vyplyva, Ze lze vytvofit vice
jazyka,

Turingovych stroji.  nez kolik existuje Turingovych stroji. Proto musi

existovat jazyky, které nepatti do tfidy jazykl typu O .

Je ilustrativni neodvolévat se na obecnou vétu, ale provést ptimy diukaz
tzv. Cantorovou diagonalizacni metodou; tato metoda je totiz v oblasti

vycislitelnosti a slozitosti velmi uzitecna.

Véta: Pro libovolnou neprazdnou abecedu X existuji jazyky L € X+, které

nejsou ¢asteCné rozhodnutelné.

Dtkaz: (Ilustrace Cantorovy diagonalizacni metody).

Pro libovolnou (napf. vySe uvedenou) enumeraci (vSech) Turingovych
stroji Mo, M1, Mo, . . . a pro libovolné uspotadéani (vSech) slov wo, Wi, Wo,

v abeced¢ X (napf. rostouci uspotadani.) definujme jazyk L

nasledovné:
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pro kazdé i slovo wi patii do jazyka L pravé tehdy, kdyz stroj Mi slovo wi
nepfijima (nezastavi se na n¢j). Tedy L = {wi | =IMi(wi)}. Je ziejmé, ze L

neni pifijiméan zddnym ze strojit M.

5.2 Riceova véta

Nyni si uvedeme dulezitou, tzv. Riceovu, vétu, ktera zahrnuje celou tiidu

nerozhodnutelnych problému. Vyslovime ji nejdiive v ‘obsirngj$im’ znéni:

Jakakoli netrivialni vlastnost Turingovych stroji tykajici se vyhradné
jejich vstupné/vystupniho chovani (tzn. kazdé dva Turingovy stroje, které
realizuji totéz zobrazeni, bud’ oba vlastnost maji nebo oba vlastnost
nemaji; netrivialita spoCivd v tom, ze existuje Turinglv stroj, jenz
vlastnost ma a existuje Turinglv stroj, jenZ ji nema) je nerozhodnutelna (tj.
mnozina vSech kédu (indexd) Turingovych strojii s danou vlastnosti) je

nerozhodnutelna.

NiZe vyslovime totéZz v elegantnéjsi podob&. Piipomenme si nejprve nasi
enumeraci Mo, M1, M2, . . .; o Cisle i budeme hovotit jako o indexu
Turingova stroje M. Dale ptipomenme, ze kazdy Mi realizuje (Castecné)
zobrazeni

{0, 1}» — {0, 1}~ Dale si jest¢ uvédomme, Ze pojem rozhodnutelnosti
(jako
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1 CasteCné rozhodnutelnosti apod.) méme vlastné definovan 1 pro mnoziny
pfirozenych ¢isel — mnozinu N totiz mizeme napi. velmi pfirozené
ztotoznit

s mnozinou fetézct nad jednoprvkovou abecedou.

Véta: (Rice)

Necht A je néjakd mnozina algoritmicky vycislitelnych (Caste¢nych)
zobrazeni typu {0, 1}» — {0, 1}*. Potom mnozinaB ={i e N | M; € A
(tzn. M realizuje zobrazeni patfici do A)} je rozhodnutelna pravé kdyz B

=@ neboB=N.

Diikaz: Vezméme néjakou takovou A, kterd neni prazdnad ani nezahrnuje
vSechny algoritmicky vy¢islitelné funkce. Necht nikde nedefinované
zobrazeni (tzn. zobrazeni, které ma pro kazdy vstup nedefinovany vystup a
tudiz Turingiv stroj, ktery jej realizuje se pokazdé zacykli a nezastavi se)
1 : {0, 1}» — {0, 1}* nepatii do A (opacny piipad se fe$i podobn¢).
Necht’

Mio realizuje L, tedyio ¢ B anecht Mjo realizuje zobrazeni z A (nutné

takovy existuje); tedy jo € B.
Ukazeme, Ze problém DHP je pieveditelny na B (tj. na problém

piislusnosti k B), ¢imz prokazeme nerozhodnutelnost B. Algoritmus PREV

pievodu DHPB pracuje nasledovné:
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K danému stroji (kodu stroje) M (tj. k instanci problému DHP ) algoritmus
P REV nejdiive sestavi stroj M’, ktery je ‘naprogramovén’ tak, Ze jeho
¢innost je nasledovna:

M’ nejprve vpravo vedle svého vstupu (na kterém v této chvili nezalezi)
zapiSe slovo Kod(M) a na né&j spusti (podprogram) M. Pokud tento
(pod)vypocet skonci, smaze M" ptipadny zbytek po tomto vypoctu, najede
na puvodné dany vstup a spusti na n&j Mjo. Po sestaveni tohoto M” spocte

PREV jeho index a ten vyda.

Je ztejmé, Ze kdyZ M se zastavi na Kod(M) (tj. odpovéd’ na onu instanci
DHP je ANO), realizuje M” totéZ zobrazeni jako Mjo a jeho index tedy
patii do B. Kdyz se M nezastavi na Kod(M) (odpovéd” v DHP je NE),
realizuje

M” zobrazeni L, tedy totéZ jako Mio a jeho index tedy do B nepatfi.

Shrnuti:

- Jakmile jsme schopni zakodovat libovolny Turinglv stroj do
pfedem domluveného formatu fetézce symbolli, miizeme hovofit o jisté
enumeraci neboli sefazeni vSech Turingovych stroji. Timto jsme schopni
zjistit pocet Turingovych stroju, ktery je zjevné shodny s poctem
piirozenych Cisel. Jinymi slovy mnoZzina vSech Turingovych stroji je

spocetna.
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- Na druhou stranu mnozina vSech jazykt je podle Cantorovy véty
nespocetnd, coz nam dava jednoduchy vysledek, ze jazyki je vice nez
Turingovych stroji. Musi tedy existovat jazyky, které nejsou pfijimany
Zadnymi Turingovy stroji. Vzhledem k tomu, ze Turingovy stroje ptijimaji

nejobecnéjsi jazyky generované neomezenymi gramatikami (jazyky typu

0), bude se jednat o jazyky bez gramatického zéakladu.

- Jeden z ptikladl jazykt tohoto typu je jazyk pfislusny k dopliku
DHP , tedy jazyk tvoteny kody Turingovych stroji, které se nezastavi na
svij vlastni kod. Dalsi pékny piiklad jazyka nepfijimaného Zadnym
Turingovym strojem dostaneme pouzitim Cantorovy diagonalizacni
metody, k cemuz vyuzijeme vysSe zminénou enumeraci Turingovych stroju

a slov nad jejich vstupni abecedou.
- Riceova véta ndm urcuje celou tfidu nerozhodnutelnych problémil
V z4&- vislosti na Cisté vstupné/vystupnim charakteru chovani Turingovych
stroju. Napiiklad z ni pfimo plyne, ze je nerozhodnutelné urcit, zda dany
stroj realizuje konkrétni zobrazeni.

Kontrolni otazky:

1. Objasnéte princip enumerace Turingovych strojt.

110



Enumerace Turingovych stroji

2. Pomoci Cantorovy véty ukaZzte, ze existuji jazyky, které nejsou

¢astecné rozhodnutelné.

3. UkaZte princip Riceovy véty na praktickém piikladu.

Pojmy k zapamatovani:

- enumerace Turingovych stroji

- Cantorova diagonaliza¢ni metoda

- Riceova véta

111




Model RAM (Random Access Machine)

6 Model RAM (Random Access

Machine)

Cil:

Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e Princip modelu RAM (Random Access Machine)

Naucite se:

e vytvaiet RAM stroje a analyzovat jejich slozitost
Klicova slova této kapitoly:

RAM stroj, Random Access Machine, registr, program.

Pruvodce studiem

Turingiiv stroj je sice genialné jednoduchou a silnou formalizaci, presto
miize na technictéji orientované jedince pusobit prilis abstraktné ci
tezkopadne. Zvlasteé programator je zvykly pracovat na vyssi urovni nez
nabizi model TS a to nejméné na principu procesorii (dnes zdaleka uz
neplati ani to — vyssi programovaci jazyky). Ty neobsahuji pamétové
burnky se znakem abecedy, ale s ¢isly a mezi primo pouZitelné instrukce
patii  tada aritmetickych funkci, které by se museli TS slozite

implementovat (staci si vzpomenout na priklad s inkrementaci cisla).
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DalS§im univerzalnim vypocetnim modelem je RAM (random access
memory) stroj, tedy stroj s nahodnym pfistupem k paméti, ktery se svou

podstatou snazi napodobit praci realného procesoru.

Ackoliv Turingiv stroj a RAM stroj oddéluje Casove par desitek let, jejich
vypocetni sila je ekvivalentni a da se to diky algebraickym prostfedkiim i
dokdzat. Za podobné rysy mulzeme povazovat napf. praci s
vstupnimi/vystupnimi paskami pomoci c¢tecich/zapisovacich hlavach. V

¢em se vSak tyto stroje 1i§i? To nam osvétli ndsledujici tabulka:

113



¢

Random
Access

Machine

Model RAM (Random Access Machine)

TURINGUV STROJ RAM STROJ
Zpracovavany symboly vstupni a
, . cela ¢isla
vstup paskové abecedy
] . . jedna vstupni a jedna
Pasky libovolny pocet a uziti ] ]
vystupni
prochazeni stavového provadeéni instrukci
Provadéni . . )
prostoru pomoci uloZenych v programové
vypoctu

piechodové funkce

jednotce

Druh paméti

pomoci pasek;

sekvencéné

pracovni pamét’;

libovolny ptistup

Aritmeticko-

logické funkce

neni implementovano

integrovana aritmeticko-

logicka jednotka

Pohyb hlav

doprava i doleva (na
zéklad¢ pirechodové

funkce)

sekvencné smérem
doprava (pfi pouziti
instrukce pro ¢teni nebo

zapis)

6.1 Prvky RAM stroje

Celkové se RAM stroj sklada z nékolika casti, které si nyni popiSeme:

e programova jednotka - zde je ulozen program, tvoieny kone¢nou

posloupnosti instrukci (ptikazil). Kazdy konkrétni ptiklad je

reprezentovat jako tento program.
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e neomezena pracovni pamét’ - je tvofena bufikami, kde kazda
buiika mize obsahovat libovolné celé ¢islo. Bunky jsou ocislovany
piirozenymi &isly 0, 1,..., n. Cislo buiiky se nazyvé adresa bunky.

Do bunék je mozno zapisovat i z nich ¢ist.

e vstupni paska - tvofena bufikami (policky), kde kazda buiika
obsahuje jedno celé Cislo. Z této pasky je mozno pouze sekvenéné
Cist. Na aktudlnim policku stoji (Cteci) hlava. Zakladni krok v
¢innosti hlavy spociva v ptecteni obsahu snimané¢ho policka a

posunuti doprava o jedno policko.

e vystupni paska - do jejich bunék se zapisuji cela Cisla. Na tuto
pasku je pouze mozné sekvencné zapisovat (pomoci zapisovaci

hlavy).

e centralni jednotka - obsahuje programovy registr (instruction
counter, IC) ukazujici, ktera instrukce méa byt v daném okamziku
provadéna (programovy registr prost¢ obsahuje potfadové Cislo
piislusné instrukce). Tato instrukce se provede a programovy
registr se piislusné zméni (napf. se zvysi o 1 ¢i se zméni jinak v
ptipad¢ skoku). Podrobny popis jednotlivych instrukci bude popsan
nize. Dalsi soucasti centralni jednotky je aritmeticko-logicka
jednotka (Arithmetic Logic Unit, ALU), umoziujici nékteré
aritmetické a logické operace.

Na obrazku nize mizeme vidét jednotlivé ¢asti RAM stroje a jejich vazby.
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VSTUPNI PASKA
PROGRAMOVA (14| 8 |-1| 7|35/ 0(0]|0]|0]|0 PRACOVNI
JEDNOTKA PAMET
1 [ READ oo
2 | JZERO 10 0|1
3 | STORE *3 02
4 [ADD2 Ic 0|3
5 | STORE 2 ALU 0| 4
6 | LOAD1 0|5
7 [ ADD=1 0|6
8 | STORE1 0|7
9 | JUMP1 0|8

ojojojO0|O|O|O0O|OD|O|O

VYSTUPNI PASKA

Poéateéni nastaveni

e programova jednotka - obsahuje posloupnost instrukci, které maji
své poradové Ccislo. Vypocet zacina prvni instrukci a konci

instrukci HALT (viz nize).
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e vstupni péska - prvnich n ¢isel obsahuje vstupni data uréena ke
zpracovani, nasledujici nekone¢nou sekvenci znaku nula jako
vychozi znak. Pokud vstupni data také obsahuji nulu, program
nepozna, zda se jednd o soucast vstupnich dat nebo prvni znak za

témito daty.

e vystupni paska, pracovni pamét’ - vSechny bunky maji vychozi

hodnotu nulu
Nejdtiv si definujeme, jakym zptisobem mohou byt zapsany operandy.

tvar | hodnota operandu

=i | ¢islo ptimo udané zapisem i
i Cislo, které se naléza v bunce s adresou i

*j Cislo v buiice s adresou i+], kde j je aktualni

obsah indexového registru

Instrukce vstupu a vystupu
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Model RAM (Random Access Machine)

zapis Vyznam

READ | do pracovniho registru se ulozi ¢islo, které je v policku
snimaném vstupni hlavou, a vstupni hlava se posune
o jedno poli¢ko doprava

WRITE | vystupni hlava zapiSe do snimané¢ho policka vystupni

pasky obsah pracovniho registru a posune se o jedno

poli¢ko doprava

Instrukce presunu v paméti
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zapis vyznam

LOAD operand | do pracovniho registru se nacte hodnota operandu

STORE operand | hodnota operandu se piepiSe obsahem pracovniho
registru
(zde se nepfipousti operand tvaru =i, ktery piedstavuje

konstantu)

Instrukce aritmetickych operaci

zapis vyznam

ADD operand Cislo v pracovnim registru se zvysi o hodnotu
operandu

(tedy pficte se k nému hodnota operandu)

STORE operand | od ¢isla v pracovnim registru se odecte hodnota
operandu
MUL operand | ¢islo v pracovnim registru se vynasobi hodnotou
operandu

DIV operand ¢islo v pracovnim registru se celo¢iselné vydéli
hodnotou operandu (do pracovniho registru se uloZi

vysledek ptislusného celociselného déleni)

119



Model RAM (Random Access Machine)

Instrukce skoku

zapis

vyznam

JUMP navésti

JZERO navésti

JGTZ navésti

vypocet bude pokracovat instrukci uréenou naveéstim

je-li obsahem pracovniho registru c¢islo 0, bude vypocet pokracovat
instrukci ur€enou naveéstim; v opacném piipadé¢ bude pokracovat
nasledujici instrukci

je-li ¢islo v pracovnim registru kladné, bude vypocet pokracovat instrukci
urenou navestim; v opaéném piipadé bude pokracovat nasledujici

instrukci

Instrukce zastaveni

zapis | vyznam

HALT

vypocet je regulérné ukoncen

U RAM stroje je nutné si uvédomit, ze postup neni feSen pomoci stavil

jako u Turingova stroje, ale sekvenci instrukci, které¢ se zpracovavaji bud’

sekventné¢ nebo pomoci skokd. Skoky nam nejvice pomdhaji s

problematikou cykli, kdy se potfebujeme vratit na konkrétni misto

pocatku cyklu po jeho pruchodu.
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Nez zatneme psat samotné instrukce, je tieba si rozvrhnout jednotlivé
oblasti programu.
Vyvojovy diagram nam ukéZe jednotlivé oblasti, cykly a skoky.

Druhym nejdtlezitéjsim ukolem analyzy je zjisténi, jaké hodnoty budeme
potfebovat uchovat za bcéhu programu. Na obrazku jsou znazornény

pamétové bunky s jejich indexy.

Y g e

Pamét’ RAM stroje si miizeme rozdélit na 3 ¢asti:

1. funk¢nost nultého a prvni indexu je pro kazdy program stejna.
Burika s nultym indexem slouzi jako pracovni registr, ptes ktery se
provadi veskeré operace. Buika s indexem 1 slouZi jako indexovy
registr, diky kterému se miizeme pohybovat v datech. Tento pohyb
je sekvencni, a tak vice nez pole (s indexy) nam tato konstrukce

slouzi jako jednostranny seznam.

2. druha cast je specifickd kazdému programu. Do této casti si
uklddame dulezit¢ proménné, napi. pomocnd proménnd, soucet,
minimum/maximum, atd.. Diky libovolnému pfistupu si mizeme

na tyto hodnoty sahnout kdykoliv potifebujeme.

3. do treti ¢asti se ukladaji samotnd data, které madme na vstupu. Prvni
index této Casti si mizZzeme predstavit jako odkaz na pocatek
konstrukce seznam (viz vyse).
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z davodu sekvenc¢niho pfistupu na vstupni a vystupni pasce jsou
READ/WRITE operace zatazeny témét vzdy na zacatek (READ) a
konec (WRITE),

jediny zpusob, jak zménit hodnotu kterékoliv builkky v paméti
(vyjma nultého pracovniho registru), je pomoci instrukce STORE.
Takto vime, Ze pokud nacteme néjakou hodnotu, miZzeme s ni
libovoln€ manipulovat v pracovnim registru a piesto pivodni
hodnota zlstdva ulozena na pavodnim mist¢ az do vykondni
instrukce STORE. Stejné tak je jasné, ze pokud chceme néjakou
hodnotu zménit, budeme potiebovat minimalné 3 instrukce, a to
LOAD (nacteni hodnoty), libovolnd aritmeticka funkce (napf.
ADD), a nakonec STORE (pifepsani hodnoty),

pouZziti operandu *i indikuje odkazovani do tieti Casti pracovni
paméti, kterda ma proménlivou délku na zaklad¢ vstupnich hodnot,
a proto jsme schopni se trvale odkazovat pouze na prvni buiiku za

druhou ¢asti pracovni paméti

6.2 Aplikace RAM
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Bubble sort (bublinkové tazeni) si nyni ukdZzeme detailné¢ zpracovany
pomoci RAM. Algoritmus obsahuje vnéj$i a vnitini cyklus. Ten vnitini
prochdzi vzdy z jedné strany na druhou a porovndva kazdé dva sousedici
prvky, zda jsou ve spravném potadi a pokud ne, prohodi je. V piipadé
vzestupného tazeni se kontroluje, zda je hodnota pravého prvku vétsi nez
hodnota levého prvku. Pokud tedy prochazime posloupnost zleva, tak ndm
postupné "probublavd" nejvetsi hodnota az k pravému konci. Tento
(vnitini) cyklus opakujeme pomoci vnéjsiho cyklu, pokazdé vSak mame o
jeden prvek méné, protoze na pravé strané se nam postupné stavi sefazené
hodnoty. Pokud méme n hodnot, pak prvni prichod vnéjsim cyklem

prochazi n prvkd, druhy prichod n-1 prvkd, atd.

M¢gjme nesefazenou posloupnost Cisel 2, 7, 5, 3, 1. Pocet prvki je tedy
n=>5, sefazujeme vzestupné. Porovnavané dvojice jsou oznaceny Cervené a

jiz setfazené hodnoty modie. Nejdiive si ukdZzeme prvni prichod vnéjsSim

cyklem: X X X X
1.prachod: 27531—27531—-25731—-25371—25317

Vidime, ze az na prvni porovndni jsme vzdy museli hodnoty ptehodit a
doprava se postupn¢ presunula hodnota 7. V dalsim prichodu
POFOVRAVAMENLE 5 briichod: 25317—25317—23517—23157
n-1, stejné tak g

3.prachod: 23157—23157—21357

4.prichod: 21357/—12357

prachodu.
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N=I-1

A J

I=T+1

.
T

A
HALT

I=1+1
IPIEI +1

s

~i

A[I]-A[IPT}<0

ANO

HM=N-T+1
I=0

NE

POM=A[I]
X=A[IPT]
A[T=X
A[IPT]=POM

Obrazek obsahuje nazvy proménnych, jejichz vyznam si nyni vysvétlime a

ptifadime jim konkrétni pamét'ové bunky v paméti:

Pamét'ové bunky

2) N - pocet prvka

3) J - indexovani vnéjsiho cyklu

4) HM - Horni mez (pocCet nesefazenych prvkt uvniti vnitiniho cyklu)

5) I - indexovani vnitiniho cyklu
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6) IPJ(1+1) - index nasledujiciho prvku
7) POM - pomocna proménna pii prohozeni
8) X - proménna pro ulozeni hodnoty
9) Pole A s uloZzenymi daty
Nyni si rozebereme cely algoritmus po menSich ¢astech. Prvni ¢ast bude

pro nazornost obsahovat cely vypis pracovni paméti, dalsi ¢asti budou uz

mit jen podstatny zlomek.
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VSTUPNI PASKA

READ

217 (51310
01 LOAD =1 | Nastaveni index.
02 STOEE 1 |registruna l.
» 03 READ Ukladani

— 04 JZER.O 10 | vstupnich hodnot.
05 STORE *8 | Zacitek pamétove
06 LOADI1 ¢dsti pro vstupni
07 ADD =1 data na butice 2
08 STORE 1 | B+D).
09 JUMP 3

[ & 10L0OADI1 ..
11SUB =1 Ulozeni poétu

12 STORE 2

prvku N.

» Skoky (JUMP, JZERO.IGTZ )

* ulozeni dopaméti ( STORE )

o ATIIMETICKA TUnKCE | Alrl),

Prvni ¢ast je jednoducha. Nejdiive si pfipravime indexovy registr
pro cyklus nacitani vstupu. Pak postupné nacitdme hodnoty. Pokud je na

vstupu hodnota 0, provedeme skok. Nakonec vyuzijeme hodnoty v index.
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registru k ulozeni hodnoty poctu prvkia. Tuto hodnotu musime snizit o

jedna, nebot’ pfi poslednim priichodu cyklem se hodnota zvysila na 6.

13 LOAD3 s T2 [N
14 ADD=1 | Zwétieni hodnotyJ

15 STOEE 3 | ojedna. Pokud se 11313
16 LOAD 2 | J=N (N-]1=0), pak

17 5UB 3 skok na vystup.

18 JZERO 58

V této Casti zaCina a zaroven konc¢i samotny fadici algoritmus. Jedna se o
nastaveni a kontrolu itera¢ni hodnoty vnéjsiho cyklu znaceného jako J.
Pokud je J stejné jako pocet prvka N, pak vime, Ze se provedlo n-1

prachodii vnéjsiho cyklu, a proto je jisté, ze posloupnost je jiz sefazena.

19 ADD =1 Nastavi homi mez.

20 STORE 4 \
21 LOAD =0

Nastavi iteracni hodnotu 0 S|4 HM
22STORES |(Dprovmitinieyldus. |~ =7
23LOAD 5 -

24 ADD=1 | Zvétsenilo jedna. 0+l AN
25 STORE 5

26 ADD =1 . 1+1

57 STORE 6 Nastaveni I+1.

28L0AD 4 | Kontrola, zdajsme na

29SUB 5 konci vnitintho cyklu, tj.

30JZERO 13 | HM-I=0.

Z ptedchozi ¢asti ndm v pracovnim registru ziistal rozdil N-J, pfi prvnim
prichodu 5-1=4, coz znaci 4 potiebné prichody k dokonceni. Pfi¢tenim 1
dostaneme hodnotu pocet prvka pro nasledujici prichod nazvanou horni
mez. Jelikoz zaCiname novy vnitini cyklus, je tfeba nastavit a ulozit si jeho

itera¢ni hodnotu. Od instrukce ¢.23 uz pokracujeme ve vnitinim cyklu,
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navysenim hodnoty I a IPJ o jedna. Hodnota | tedy zacina jednic¢kou a pti
kontrole na instrukci ¢.30 nam opét vyjde vysledek 4, coz je tentokrat
pocet porovnani sousedicich dvojic. Po dokonceni téchto porovnani se

vracime k instrukci ¢.23 (viz nize).

710 PR
3ILOADS | Nattenil doindex]
30 STORE 1 | registru. ——IR=I ST R
33 LOAD *8 | UloZeni hodnoty A[I] do
34STORE 8 | X. IR=IP] [1 15 1
35 .0AD6 | NatteniIPJ do index.
36 STORE 1 | registru. 216 IPJ
37L0OADE | Porovndni X s hodnotou
38S5UB*8 | I+1. Pokudje X vatsit. X=A] " 28] X
X-A[IPIT]=0, skok na
39 IGTZ 41 thgzi_ 29 [ A
Skok pro dal&i krok _ | X<AP
40JUMP 23 vn.itfnri}lm cvklu ) (el 7 [10] A2

Nyni jsme uz v samém srdci algoritmu, kde se porovnavaji sousedici
dvojice hodnot. Nejsme schopni se odkazovat do dvou mist tfeti ¢asti
pracovni paméti zaroven, protoze indexovy registr je schopny pojmout
pouze jednu itera¢ni hodnotu, proto si nacteme prvni hodnotu do hodnoty
X. Poté stac¢i nacit iteraci nasledujiciho prvku (IPJ) a ted uz mame
moznost porovnat oba prvky. V prvnim piipad€ porovnani nam vychazi, ze

2 a 7 jsou ve spravném poiadi, proto ptfechazime k dalsi dvojici. V
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opatném piipad¢ bychom provedli skok instrukce ¢. 39 na prohazovaci

Cast algoritmu, ktera je popsana na obrazku.

41 LOAD S | NafteniI doindex.
42 STORE 1 | registru.
43 LOAD *8 | UloZeni hodnoty A[I] do
44 STORE 7 | pomocné proménné POM
451L0AD 6 | Nafteni IPTdoindex.
46 STORE 1 | registru.
47 LOAD *8 | UloZeni hodnoty A[IPT]
48 STORE & | doX. POM=A[I]
491.0ADS5 | Nactenil doindek. X=A[IP]]
50 STORE 1 | registru | A[l=X
51LOADE | UloZeni hodnoty X do A[IPTI=POM
52 STORE *§ | A[l]
33L0OAD 6 | Naéteni IPJ doindex.
54 STORE 1 | registru. L
33LOAD7T | Ulezeni hodnoty POM do
36 STORE *8 | A[IPT].
Konec prohozeni skok na
STIUMP 23| 414t ok vmitfniho cyklu,

vvvvvv

vyuzil popis tohoto procesu z vyvojového diagramu, ktery tento postup
dostatecné vysvétluje. Opét musime pracovat s dvéma hodnotami zaroven,
proto se musi ndlezité¢ prohazovat hodnota iteraci mezi prvnim a druhym
prvkem dané dvojice. Na konci této ¢asti si miizeme povSimnout skoku,

ktery sméfuje na stejné misto jako skok instrukce ¢.40 v ptedchozi ¢asti.
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IR=1

IR=1FR+1

WRITE

¥ ]

PR

¥ ]

¥ ]

N

Al

10

Al2]

11

A[3]

(¥ ]

12

A

13

A

38 LOAD =1 | Nastaveniindex. registru na
59 STORE1 | L.
—»| 60 LOAD *8 | Zapsani hodnoty A[IR]na
61 WRITE vystup.
62 LOAD 2 | Porovniani N=IE tj. N-IR=0.
63 SUB1 Pokud se rovna nule, skok
64 JZERO 69 | na ukonceni.
65 LOAD 1
66 ADD =1 | NavyseniIR ojedna.
67 STORE 1
68 TUMP 60 Skok'k zapisu dalii hodnoty
do vvstupu.
69 HALT KONEC
112 3|5]7]0],
VYSTUPNI PASKA

Posledni ¢ast zajisStuje zapis sefazenych hodnot na vystupni pasku po

ukonceni fadiciho algoritmu. Nejdfive nastavujeme iteracni hodnotu pro

cyklus zapisu. Poté zapisujeme hodnoty na vystupni pasku. Pokud jsme

zapsali vSechny hodnoty, podminka na instrukci se vyhodnoti kladn¢ a

provedeme skok na posledni instrukci (HALT), ktera zastavi program.

wewr

Nejdiilezitéjsi probrané pojmy:

- RAM

- Vstupni a vystupni paska
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- Pamétova jednotka

- ALUalC
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7 Rekurzivni funkce

Cil: Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e Princip modelu rekurzivnich funkci

Naucdite se:

e Vvytvaret rekurzivni funkce
Klicova slova této kapitoly:

Rekurzivni funkce, identicka nula, naslednik, substituce, rekurze.

Pruvodce studiem

Vypocetni modely mohou byt nejen algoritmicky orientované — coZ je spiSe
bliz8i praktickému informatikovi, ale také zcela zaloZzené na funkcich jako
matematickém pojmu. Uvidite, Ze vSe co lze naprogramovat RAM nebo TS

Ize popsat jako slozeni zakladnich funkci pomoci jednoduchych operatori.

Turinglv stroj je nejen jednoduchou a ptitom zcela exaktni formalizaci
pojmu algoritmus, ale na druhé strané je i lehce pochopitelny ”selskym
rozumem”. Je mozné si jej opét jako konecny automat predstavit i jako
fyzicky stroj vykonavajici instrukce (program). Lze pomoci n&j i
nahlédnout na zajimavé obecné vlastnosti programu. Jednim z nich je totiz
existence tzv. UNIVERZALNIHO TURINGOVA STROJE (UTS). Tento

UTS dokaze simulovat libovolny jiny Turingtv stroj (pokud se omezime
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na jednoduchou abecedu, coz ale nesnizuje obecnost). Pokud si opét misto
TS piedstavime naptiklad program v Pascalu, pak ndm to dava tvrzeni, Ze
existuje univerzalni pascalovsky program, ktery dokéaze simulovat viechny
napsané programy v Pascalu. Simulaci se zde mysli, Ze takovy univerzalni
program dostane na vstup kéd simulovaného programu, provede ho ptesné
jako by byl program proveden sam a vrati vystupy totozné ocekavanym
vystuptim programu. Sestrojit takovy univerzalni pascalovsky program je
samoziejm¢é pomerné slozité (i kdyz je to jen otazka Casu a usili), ale prave
jednoduchost formalizace TS umoziiuje sestrojit takovy UTS pomérné

rychle a snadno.

7.1 Zakladni funkce a operatory

Pojem algoritmu je samoziejmé mozno formalizovat 1 jinymi
nazvany jako PRIMITIVNE (OBECNE) REKURZIVNI FUNKCE
(PRF/ORF). Tato formalizace bude mit pravdépodobné puvab pro ty
Ctenafe, ktefi jsou vice orientovani na algebraické pojeti vycislitelnosti
funkci na mnozin€ ptirozenych ¢isel. Jejich idea se opira o dvé zakladni
definice (pro zacatek budeme mluvit pouze o primitivné rekurzivnich
funkcich a pozdéji pfidame pojem obecné rekurzivni funkce):

1. Za zakladni povaZzujeme tyto funkce:

*0:N — N, Vx: 0(x)=0 (funkce, ktera vraci pro jakykoliv argument O
-identicka nula)

*s: N — N, Vx : s(x)= x +1 (funkce, ktera vraci pro jakykoliv

argument jeho nasledujici hodnotu -néslednik)
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(n)(n)
l;: Nn—>N, Vx1,X2, ..., xn : I; (x1,x2, ..., xn)= xi (funkce, ktera vraci i-

ty argument -vybér -je nutna pro tvorbu funkei vice proménnych)

2. Dalsi funkce miizeme sklddat pomoci operatorti:
Operétory substituce S_ = f='S_"(g, hl, ..., hm), kde plati f(x1,x2, ...,

xn)= g(hl(x1, ..., xn), ..., hm(x1, ..., xn)) (operator, ktery umoziuje skladat

funkce)

Operétory primitivni rekurze R f= Rn(g, h), kde plati f(0,x2, ..., xn)=
g(x2, ..., xn)a f(k+1,x2, ..., xn)= h(k, f(k, x2, ..., xn),x2, ..., xn) (operator,
ktery definuje rekurzivni funkci na zakladé funkce g -zarazka rekurze pro

k = 0, h -nasledujici krok rekurze pro k + 1 definovany pomoci k)

Z téchto zakladnich funkci muizeme pomoci postupné aplikace

vvvvvv

Priklad:

Zkusme se podivat na ptiklad funkce f(x1,x2)= x1 + x2. Podobn¢ jako
Turingliv stroj je tento formalismus pomérné primitivni, takze i takto
jednoduchou funkci zde musime sestavit. MySlenka spociva v tom, Ze
pouZijeme rekurzi (kterd ndm nahrazuje cyklus) a pomoci rekurze vzdy
vytvofime néslednika hodnoty az k nule, kdy dosadime hodnotu druhého
argumentu.

Sekvence vypada nasledovné:
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fl=s f2=1,13=S, (s I,)f4 =1, f=R(f43)

pricemz jednotlivé funkce vyjadiuji:

f -je funkce, kterou jsme chtéli vytvofit (s¢itani dvou argumentt),
piicemz jsme museli aplikovat rekurzi nasledujicim zptsobem; f(0,x2)=
x2,f(k+1,x2)= f(k, x2)+1; coZ znamend, Ze x1 -krat zvySime hodnotu x2 o
jedna a pouzijeme k tomu upravenou funkci naslednika

f4 -je funkci vybéru prvniho argumentu z jednoho, kterou potiebujeme,
abychom spravné nadefinovali zarazku rekurze funkce f

f3 -je upravena funkce naslednika pro druhy argument ze tii (pouzije
se v rekurzi dle formalni definice operatoru); f3(x1,x2,x3)=x2 +1

f2 -je potiebna pro vytvoreni naslednika druhého argument v f3; jde o
vybér druhého argumentu ze tii 2(x1,x2,x3)= x2

f1 -je zékladni funkci naslednik pro jednu proménnou (f1(x1)=x1 + 1)

Na tomto jednoduchém piikladé jste vidéli, Ze notace primitivné
rekurzivnich funkci umoziiuje moznd ponckud slozité, ale zejména
exaktn¢ symbolicky odvodit jakoukoliv funkci. I kdyz je tato konstrukce
zna¢né odlisnad od formalizace algoritmické vy¢islitelnosti pomoci TS, v
kone¢ném disledku muzeme realizovat ptesn¢ Turingovsky vycislitelné
funkce pouze pokud k definici primitivné rekurzivnich funkci ptiddme
jeden operator tzv. operator minimalizace, ¢imZ dostaneme obecné
omezime se na jeho vysvétleni laické. Jde o operator, ktery umoziiuje
vytvorit funkci, kterd vraci nejmensi hodnotu prvniho argumentu, kdy je

funk¢ni hodnota 0. Naptiklad, kdybychom potiebovali pti vystavbeé urcité
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funkce znat nejmensi hodnotu funkce f(x1)=5 — x1 aplikovali bychom
operator minimalizace, ktery by vytvofil funkci vracejici vzdy 5.
Samoziejme by to asi v takto jednoduchém piikladé neddvalo smysl, ale
tento operator 1ze definovat pro libovolny pocet proménnych a libovolnou

slozitost formule.

7.2 PL-programy

Dalsi velice zajimavou formalizaci pojmu algoritmu jsou takzvané PL-
programy. Zminujeme se 0 nich ihned po rekurzivnich funkcich nikoliv
nahodou. Jak uvidite, 1 kdyZ jde opét

o formalizaci z naprosto jiného pohledu, Ize jednoduse ukazat, Ze jejich
vypocetni sila je totozna. PL-programy (jak jiZz ndzev napovida) jsou
formalizaci, kterou zfejmé oceni spiSe programatorsky orientovani ctenafi.
PL-program je sekvence ptikazli, které mohou obsahovat identifikatory
(proménné). Jazyk je opét velmi jednoduchy, v zasadé mame pouze tyto
ptikazy a elementy:

Ptitazovaci piikaz X := 0 (Ize pfifadit nulu libovolnému identifikatoru)

Ptikaz inkrementace INC X (X =X + 1)

Ptikaz cyklu LOOP X [seznam piikazii] ENDLOOP (provede seznam
ptikaza X-kréat)

Navesti L, které urcuje bod programu

Ptikaz skoku GOTO L (provede v programu skok do bodu L)

Specifikace vstupti a vystupu INPUT X1,X2, OUTPUT Y

Priklad:
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Napiiklad funkci f(x1,x2)= x1 + x2 lze zapsat nésledujicim PL-
programem:

{INPUT X1, X2} Y := 0; LOOP X1 INC Y; ENDLOOP LOOP X2
INC Y; ENDLOOP {OUTPUT Y}

Pravdépodobné se Vam zda, Ze tento zpiisob zapisu ma podobné prvky
jako rekurzivni funkce. Zamyslite-li se na jednotlivymi elementy, zjistite
naptiklad Ze:

Ptitazovaci piikaz je v podstaté identicka nula

Ptikaz inkrementace je vlastn¢ funkci naslednika

Ptikaz cyklu mize beze zbytku nahradit rekurzi

Také lze ukéazat, ze bez piikazu GOTO budou PL-programy mit
stejnou vypocetni silu jako PRF, jinak jsou ekvivalentni ORF. Dale lze
jednodu$e simulovat libovolny PL-program pomoci Turingova stroje.
Vlastné bychom jen na pasce TS vyhradili misto pro hodnoty proménnych
a postupné¢ naprogramovali v TS vSechny ptikazy (viz ukdzka TS -
naslednik).

Vsechny tyto vlastnosti nejsou jen matematickou teorii, ktera
zastteSuje pojmy a metody, které vyuzivame v informatice. Studium téchto
formalizaci vam umozni pochopit, ze zptsobl zapisu algoritmu je mnoho
a 1 pfes jejich rtiznorodost mohou mit stejnou vyjadrovaci/vypocetni silu.
Je to podobné jako, kdyZ jeden programator rad piSe své programy v
jazyce Pascal a jiny v jazyce C. | kdyZ techniky v jednotlivych jazycich se
mohou liSit, oba programatoii mohou vytvofit plnohodnotné programy,

které se budou chovat identicky. Také diky objevovani téchto teoretickych

137

ALy
ac)
J|\\




Rekurzivni funkce

otazek miizeme hloubéji pochopit pro¢ rekurze a cyklus jsou dva navzajem

zaménitelné néstroje algoritmického feseni problémil. Dilezité je, Ze tyto

notace jsou pomeérn¢ pochopitelné a lze si k nim vytvaret mnoho

vvvvvv

zpusoby formalizace a tim vytvafet lepsi uroven “informatického

mysleni”. Pod timto pojmem si predstavujeme schopnost navrhovat

efektivni algoritmické feSeni problémi, coz je uvazovani, které by mélo

byt specifickym rysem kazdého informatika.

Nejdiilezitéjsi probrané pojmy:

rekurzivni funkce

zékladni funkce — identicka nula, naslednik, projekce

operatory — substituce, rekurze, minimalizace

Koresponden¢ni ukol:
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1.

2.

Sestrojte TS nebo rekurzivni funkci pro realizaci
funkce f(x,y) = x+y. (pozn. TS muze pracovat
s Cisly libovolné soustavy, nejjednodussi bude
binarni a vysledna paska bude obsahovat pouze
hodnotu funkce)

Sestrojte  RAM stroj pro vypocet odchylek od

prumeéru pole Cisel.



Rekurzivni funkce

139



Slozitost

8 Slozitost

Cil:
Zatimco v predchozi Casti jsme se zabyvali otazkou co Ize a co nelze fesit,
nyni se zaméfime na to, jak je feSeni rozhodnutelnych problému slozité. Po

prostudovani této casti dokazete:

- vysvétlit zékladni ukoly teorie sloZzitosti,

- rozliSovat mezi raznymi typy slozitosti,

- urcit slozitost algoritm®i implementovanych Turingovymi stroji,
- pouzivat rizné typy odhadi slozitosti,

- odhadnout slozitosti nékterych zakladnich problémii,

- zaradit problémy do odpovidajicich ttid slozitosti,

- charakterizovat tfidu prakticky zvladnutelnych problémd,

- specifikovat tzv. N P -0pIné problémy,

- identifikovat zaru¢en¢ nezvladnutelné problémy

Pruvodce studiem

Druhou casti teorie algoritmit (Vycislitelnosti a sloZitosti) je otazka
slozitosti. Poté, co jsme uspokojivym zpiisobem zodpovédeli otizku ‘Co
viechno je algoritmicky resitelné (vycislitelné)?’, zauvazujme o zékladni
otazce sloZitosti: Jak je reseni (vycislovani) algoritmicky resitelnych

problémii slozite?
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ZkuSenost nam ftika, Ze tentyz kol (problém) lze feSit riznymi metodami
(algoritmy), které maji riznou slozitost. Navic je intuitivné také ziejmé, ze
kazdy problém ma urcitou ‘vnitini slozitost” (odpovidajici, zhruba feceno,
slozitosti toho nejoptimalnéjSiho algoritmu feSiciho dany problém) a
rovnéz

problémy lze tedy urcitym zpisobem porovndvat podle jejich (vnitini)
slozitosti. Rovnéz uz asi mame zkusenost s tim, Ze nékteré problémy jsou

sice algoritmicky fesitelné, ale v praxi nezvladnutelné.

Z t&chto intuitivnich Givah lze jiz odvodit zakladni ukoly teorie slozitosti:

precizovat pojmy sloZitost algoritmu, sloZitost problému a pokud mozno
vymezit tiidu (prakticky) zvladnutelnych problémt. To vSe lze udélat
riznymi zpusoby, jde ovSem o to, aby zvoleny zplsob daval rozumné
vysledky pro praxi a aby pfitom zvolené pojmy byly dostate¢né

jednoduché a ‘prtihledné’.

Zacneme u pojmu slozitosti algoritmu; roli algoritmi budou pro nas, ve
svétle predchazejici Casti, hrat Turingovy stroje (misto Turingovych stroji
si muzete predstavovat programy ve vaSem oblibeném programovacim
jazyce a v8e niZze uvedené si patficné ‘piekladat’); v této souvislosti je

ovSem dilezita poznamka, kterd je uvedena na zaver textu.
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8.1 Slozitost Turingova stroje

Co si predstavovat pod pojmem slozitost Turingova stroje (programu)
stroje neni jednozna¢né. V jistém kontextu to muze byt napif. pocet
instrukci, hloubka ‘vnotenych cykli’ apod. Nam zde ovSem hlavné ptijde o
casovou (pfipadné¢ pamétovou) narocnost vypocti daného stroje.
Poznamenejme hned, ze v ptipadé¢ nekonecnych vypolth slozitost
nedefinujeme — to v dalSim textu nebudeme uvadét (implicitné budeme
piedpokladat, Ze relevantni vypocty jsou kone¢né, tj. ze dojde k zastaveni

Turingova stroje).

Definice Casova sloZitost vypoétu Turingova stroje M nad slovem w se
definuje jako pocet elementarnich kroka (instrukci), kter¢é M nad w

vykona, nezZ se zastavi.

Casova slozitost stroje M by se ted’ dala chéapat jako funkce typu * — N
(kde X je abeceda stroje a N je mnozina piirozenych ¢isel). Tento pojem je
ale ptilis detailni a navic se explicitné¢ odkazuje k abeced¢ daného stroje.

Lépe se osvédcuje nasledujici definice:

Definice: Casovou slozitosti Turingova stroje M rozumime funkci TM : N
— N, kde TM (n) znamena ¢asovou slozitost vypo¢tu M nad vstupem
délky n v nejhor§im ptipade (tj. TM (n) = max{k | k je casova slozitost

vypoctu M nad w, kde |w| = n}).
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8.2 Odhady slozitosti

Pti analyze Casové slozitosti konkrétniho Turingova stroje (¢i programu,
chcete-li) M nam v praxi vétSinou nejde o piesny popis funkce TM , ale
jen o jeji odhad. Navic se vétSinou zanedbavaji konstantni faktory, coz

vede k nasledujicimu znaceni:

Neostry horni odhad

. Znacenim f € O(g), nebo f (n) € O(g(n)), rozumime, Ze ex. k a ng
tZ.

Vn>no: f(n)<kegn)

Ostry horni odhad

. f € 0(g), nebo f (n) € o(g(n)), znamena, Ze pro kazdé (reélné) k > 0

ex.no tz.vn>n0: f(n) <keg(n).

Asymptoticka rovnost

. f € ©(g), nebo f (n) € O(g(n)), znamena, ze f € O(g) a zaroven
g € O(f).

Dolni odhad

. f € Q«(g), nebo f (n) € Qoo(g(n)), znamena, Ze ex. k > 0 a

nekone¢né  dolni odhad mnoho n tz. f(n) >k * g(n).
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Nejbeznéjsi funkce vyskytujici se v odhadech jsou funkce log n, n, nelog n,
n2, n3 2" apod. (log se vétsinou chape se zakladem 2; uvédomte si, ze diky

zanedbavani konst. faktoru na tom nezaleZzi).

Ted” uZz je napf. jasné, co to znamena, ze Casova slozitost né&jakého
Turingova stroje je v O(n?), ¢i v O(n * log n) apod. Viimnéme si, ze O
hraje roli (neostrého) horniho odhadu, o roli ostrého horniho odhadu, Q.
predstavuje urcity dolni odhad a ® je vlastné horni 1 dolni odhad zaroven
(slozitost je v tom piipadé ‘pfesné¢’ urCena — samoziejmé az na

zanedbavané faktory).

Ukoly k zamysleni:

Na rozdil od sloZitosti algoritmu (Turingova stroje), je pojem sloZitosti

pro- blému htife definovatelny (zamyslete se nad tim!).

8.3 SloZitost problému

Definice: Tiidou (Casové) slozitosti T (f ) pro funkci f : N — N
rozumime tfidu téch probléma, které jsou rozhodovany (vycislovany)

Turingovymi stroji s Casovou slozitosti v O(f).

Vsimnéme si, Ze urcité plati napf.
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T cST(nelogncTM)cT ()T (2

(Z hlubSich vysledka teorie slozitosti, které zde nebudeme zminovat,

plyne, Ze kazda z uvedenych inkluzi je vlastni.)

Cast teorie, ktera se nékdy nazyva konkrétni sloZitost, studuje sloZitost
konkrétnich problému (a algoritml), resp. ptislusné horni a dolni odhady.
My se zde dotkneme spiSe tzv. strukturdlni slozitosti, jez ma za ukol
zkoumat strukturu tiid slozitosti problému. Podotknéme ovSem, Ze obé
zminéné partie se samoziejm¢ prolinaji a ovliviiyji. Jednim z
charakterizovat tfidu zvladnutelnych problému (tj. tfidu problémi, pro

které existuji ‘dostatecné rychlé’ algoritmy).

Jako nejrozumnéjsi aproximace tfidy zvladnutelnych problémi se (zatim)
ukazala tfida oznacovana P T IM E, nebo jen P (ze slova ‘Polynomial’),

definovana nasledovné
-
PTIME = | ] T(n*)
k=0

To znamena, Ze pojem ‘rychly algoritmus’ je ztotoZiiovan s pojem

‘polynomidalni algoritmus’ (tj. algoritmus s polynomialni casovou
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slozitosti). To neni samoziejm¢ idedlni (napt. algoritmus s casovou
sloZitosti zhruba n'%%% t&7ko 1ze povazovat za rychly), zatim je vSak tato
charakterizace shledavana jako vyhovujici (poznamenejme, Ze se ukazuje,
Ze existuje-li pro problém ‘z praxe’ polynomialni algoritmus, pak exponent

v polynomu je velmi maly — feknéme mensi nez 5).

Nepochybuji o tom, ze jist¢ znate spoustu zvladnutelnych problému
(prvktt P T IM E), pozdéji ukédzeme (rozhodnutelné) problémy, o kterych

je dokazano, Ze zvladnutelné nejsou (jsou mimo P T IM E).

Podobnou roli jako algoritmicka pteveditelnost pro (ne)rozhodnutelnost
problémti pfinasi tzv. polynomialni pfeveditelnost pro (ne)zvladnutelnost
problémti (definice je v podstaté stejnd, jen u algoritmu pievodu je
vyZadovana

polynomialni ¢asova slozitost — tzn. slozitost v O(n¥) pro n&jaké k € N ):

8.4 Polynomidlni preveditelnost

Definice: Problém P1 je polynomialné preveditelny na problém P2,
oznaéme P1 R2, jestlize existuje Turinglv stroj M s polynomialni ¢asovou
slozZitosti, ktery pro libovolnou instanci | problemu P1 sestroji instanci

problému P2, ozna¢me ji M (I), pficemz plati, Ze odpovéd na otazku
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problému P1 pro instanci I je ANO pravé tehdy, kdyz odpovéd’ na otazku
problému P2 pro instanci M (1) je ANO.

Ukoly k zamysleni:

Je ziejmé, ze jestlize oznaéme P1 A2 a P2 je v PTIME, pak i P1 je v
PTIME. Naopak, kdyZ P1 neni v PTIME, ani P2 neni v PTIME. Zamyslete

se nad tim!

Exponencialni ¢asova sloZitost

Jednou ze silnych motivaci pro rozvoj strukturalni slozitosti je fakt, Ze u
mnoha konkrétnich praktickych problému nejsme (zatim) schopni
prokézat, zda jsou ¢i nejsou v PTIME. O téchto problémech vétSinou vime,

ze jsou v tfidé EXPTIME, kde
EXPTIME = | JT(2Y).
k=0

Jsou zndmy konkrétni problémy, které jsou v EXPTIME, ale ne v

PTIME, o spousté z nich ale neptisluSnost k PTIME prokazana neni.
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KdyzZ si napt. celkem piimocate zavedeme tiidy PSPACE, EXPSPACE

zaloZené na prostorové (pamét'ové) slozitosti, 1ze snadno ukézat, Ze

PTIME < PSPACE € EXPTIME € EXPSPACE

nevi se ovsem, které inkluze jsou vlastni. Napf. je jasné, Ze jedna z inkluzi
PTIME < PSPACE, PSPACE < EXPTIME musi byt vlastni.

7da se sice, ze vlastni jsou obé&, nicméné stale neni vylouc¢ena moznost PT
IME = PSPACE! Ptitom o spousté praktickych problému se vi, ze jsou v
PSPACE, ale neumi se prokazat nepiislusnost k PTIME. Mnoho téchto
problému je specidlniho charakteru: jsou rozhodnutelné v polynomialnim

¢ase nedeterministickym Turingovym strojem.

8.5 Slozitost nedeterministickych Turingovych stroju

Definice:  Dany problém  (typu ANO/NE) je rozhodovan
nedeterministickym Turingovym strojem M , jestlize vSechny vypocty M
jsou kone¢né a vydavaji ANO nebo NE, pti¢emz pro libovolnou instanci |
daného problému existuje (alespont jeden) vypocet M nad I vydavajici

ANO prave kdyz (spravnd) odpoveéd na I je ANO.

Slozitost takového nedeterministického Turingova stroje M pro slovo w je
pak definovdna jako délka nejkratsiho mozZného vypoctu nad w
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vydavajiciho ANO - pokud takovy existuje; v opaéném piipadé lze vzit

délku nejkrat$iho vypoctu (vydavajiciho NE).

Nedeterministicka polynomialni ¢asova slozitost

DalSi definice lze jiz standardné doplnit, takze by mélo byt jasné, co se
mysli tfidou (problémi typu ANO/NE) oznacovanou NPTIME, nebo
nékdy jen NP (N ze slova ‘nondeterministic’).

Da se celkem snadno ukazat, Ze

PTIME € NPTIME € PSPACE.

Takto jsme se dostali k velmi znamé dosud oteviené otazce, zda
PTIME=NPTIME (dané otazce se Casto fika P — N P problém).

Poznamenejme, Ze podobné¢ 1ze dodefinovat tfidu NPSPACE apod. Savitch
ukazal elegantni dtikaz rovnosti PSPACE = NPSPACE.

O spousté praktickych problémt (jednim z nich je tzv. ‘problém
obchodniho cestujiciho’, dale se jesté zminime o problému splnitelnosti
booleovskych formuli) se snadno ukéze, Ze jsou v NP , ale nikdo pro né

nezna (deterministicky) polynomialni algoritmus. Tyto problémy jsou

A4
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Definice: M¢jme tfidu slozitosti C. O problému P fekneme, Ze je C-tézky,
jestlize pro libovolny P” € C plati "/ . Je-li navic P € C, fikame, Ze P je
C-uplny.

Specialné pro tiidu NP dostaneme, Ze problém P je NP-Uplny, pokud je ve

tiidé NP a pokud plati, ze libovolny problém z této tfidy je na n¢j

preveditelny.

8.6 NP-Uplné problémy

Podle definice 1ze (vcelku piimocate, i kdyz pomérné pracné) dokazat tzv.

Cookovu vétu:

Véta: (Cook) Problém splnitelnosti booleovskych formuli je NP-Uplny.

Problém SAT (Splnitelnost booleovskych formuli)

Instance: Booleovska formule [obvykle pfedpokladdme v konjunktivni

normalni formé].

Otazka: Existuje ohodnoceni proménnych, pii némz je formule pravdiva?
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KdyZz uz mame k dispozici jeden NP-uplny problém, da se NP-Uplnost

dal$ich problémt prokazat vyuzitim nésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni: Jestlize P1 A2 a P1 je NP-tézky, pak P2 je rovnéz NP-tézky.
Speciélng, kdyz P2 je v NP (P1 je pak rovnéz v NP), pak P2 je NP-
uplny.

Ukoly k zamysleni:

Tohoto tvrzeni Ize vyuzit pti dokazovani NP-tiplnosti né¢jakého problému

podobnym zpusobem, jako jsme vyuzili vétu pro dokazovani

nerozhodnutelnosti nékterych problému.

8.7 DalSi NP-uplIné problémy

Mezi dalSi NP-UplIné problémy se tadi naptiklad tyto nasledujici

. Problém 3-SAT

Instance: Booleovskd formule v konjunktivni normélni formé, jejiz

vSechny klauzule maji pravé tti literaly.

Otazka: Existuje ohodnoceni proménnych, pii némz je formule pravdiva?
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. Problém CLI (Klika v grafu)

Instance: Neorientovany graf G, ¢islo k.

Otéazka: Existuje k-klika v G (Uplny podgraf velikosti k) ?

. Problém IS (Nezavisla mnozina v grafu)

Instance: Neorientovany graf G, Cislo k.

Otazka: Existuje nezavisla mnozina vrcholi v G velikosti k? (v ne- zavislé

mnozin¢ nesmi existovat hrana mezi zadnymi dvémi vr- choly z této

mnoziny)

. Problém 3-COL (Barveni grafu)

Instance: Neorientovany graf G.

Otéazka: Je mozno obarvit vrcholy grafu G tfemi barvami tak, aby zadné

dva vrcholy, které jsou spojené hranou nebyly obarveny stejnou barvou?
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. Problem SALESMAN (Problém obchodniho cestujiciho)
Instance: Neorientovany ohodnoceny graf G piedstavujici mnozinu mést

propojenych cestami zadané délky a povolené délka cesty d.

Otéazka: Existuje zplsob, jak navstivit pravé jednou vSechna mésta, jestlize
ma cesta skoncit ve stejném mésté jako zacala a celkova vzdalenost nema

prevysit d?

8.8 Nezvladnutelné problémy

Jestlize prok&dZeme NP-tplnost n¢jakého problému, znamena to pro nas, ze
je prakticky nezvladnutelny (tzn. napiSeme-li program, ktery dany problém
piesné rozhoduje, budeme ho moci skutecné¢ pouzit jen na velmi mala
vstupni data) — teoreticky ovSem poiad jesté moznost rychlého algoritmu
existuje. Podobn¢ to plati i pro PSPACE-tplné problémy (jako je tfeba
problém, zda dané dva regularni vyrazy jsou ekvivalentni [tj. pfedstavuji
tentyZ jazyk]). Je-li ovsem né&jaky problém napt. EXPSPACE-Uplny, je uz
urcité¢ (dokazateln€) nezvladnutelny; ptikladem je problém ekvivalence

regularnich vyrazii s mocnénim (je mozno psat (a)? misto a » a).

v Vv
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Mezi n¢ patii naptiklad problém rozhodovani Presburgerovy aritmetiky

(rozhodovani pravdivosti formuli teorie s¢itani).

Ukoly k zamysleni:

Zamysleme se nyni nad robustnosti uvedenych pojmu a vysledkd — nejsou
nahodou zavislé na nami zvoleném modelu algoritmu, tj. na Turingovych
strojich? Uvahy tohoto typu jsou uréité opravnéné: ackoli se nam napf.

R se slozitosti

nepodaii navrhnout stroj pro rozpoznavani slov typu ww
mensi nez fadové n?, v piipadé modelu Turingova stroje s dvéma hlavami
je slozitost daného problému ziejm¢ linearni. Oba modely se ovSem
vzajemné simuluji s polynomialni ztratou, takze definice tiid P, NP atd.
jsou pro n¢ stejné. Zakonceme vSe konstatovanim, Ze vSechny ‘rozumné’
(realistické) modely algoritmd jsou polynomialné ekvivalentni
Turingovym strojim (vzajemné se simuluji s polynomiélni ztratou). Pro né
jsou tedy vySe uvedené tuvahy (tykajici se napi. NP-Uplnosti apod.)

totozné.

Shrnuti:

- Hlavni otazkou teorie slozitosti je, jak naro¢né je vycislovani
fesitelnych
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probléml.. Neni naprosto jednoznacné urcit kritéria, podle kterych se
obtiznost konkrétnich problémi mé urcovat. Pro praxi se vSak jevi jako
nejpiinosnéjsi tfidéni problémt podle jejich casovych a prostorovych

narokd.

- V souvislosti se slozitosti problému uvazujeme o jeho tzv. vnitini
slozitosti, ktera by se dala charakterizovat jako sloZitost toho
nejoptimalnéjsiho algoritmu, ktery dany problém fesSi. SloZitost
konkrétniho algoritmu malokdy potiebujeme znat piesn¢ definovanou jako
funkci v zavislosti na vstupnich hodnotach, ale mnohdy se bohaté
spokojime s tzv. odhady O, o, ®, resp. Q funkce urcujici sloZzitost v

zavislosti na velikosti vstupu.

- Hlavnim ukolem, ktery si teorie vycislitelnosti klade je najit tfidu
prakticky zvladnutelnych problémi. V praxi se ukazuje, ze onou tfidou je
pravé tiida P T IM E, tedy skupina obsahujici problémy s polynomialni

¢asovou slozitosti.

- Podobn¢ jako jsme méli zavedeny pojem algoritmické
preveditelnosti problému, zavadime pojem polynomialni pfeveditelnosti s
tim, Ze od algoritmu transformujiciho instanci problému se poZaduje, aby
byl polynomialni. Kdyz jsme schopni né&jaky zarucené tézky problém
pfevést na jiny problém, tak mame zaruceno, Ze i ten bude pfinejmensim

tak narocny. Naopak, kdyZ néjaky problém dokazeme pievést na néco
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jednoduchého, tak tim vlastné¢ mame nalezeno jednoduché feSeni pro dany

problém.

- Casto diskutovanou skupinou problémt je tiida NPTIME
rozhodovana v polynomialnim ¢ase pomoci nedeterministickych
Turingovych stroji. Specidlni podmnozinu problémi, které jsou jistym
zname rychlé (polynomidlni) nedeterministické feseni, ale zatim se
nikomu nepodafilo najit polynomialni algoritmus, ktery by alespon jeden z
nich rozhodoval deterministicky. Na druhou stranu se jest¢ nepodatilo
dokazat, Ze takovy algoritmus neexistuje. Je to stale otevieny a znamy P —

N P problém.

Kontrolni otazky:

1. Vysvétlete pojem vnitini slozitosti problému.

2. Objasnéte zakladni ukoly teorie slozitosti.

3. Vysvétlete vztah mezi konkrétni a strukturalni sloZzitosti.
4. Co to znamena, ze je néjaky problém N P -Uplny?
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5. Vyjmenujte a vysvétlete nékteré nejznaméjsi N P -Uplné problemy.
Cviceni:
1. Urcete casovou slozitost Turingova stroje rozpoznavajiciho jazyk

L ={a"b"c" |n>0} uvedeného v prikladu.
2. Upravte algoritmus uvedeny v jiz zminéném ptikladu tak, aby jeho

slozitost byla v O(n ¢ log n) a navrhnéte k nému odpovidajici Turingtiv

stroj.

Pojmy k zapamatovani:

- slozitost algoritmu

- vnitini slozitost problému
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éasova slozitost

prostorova slozitost

tiida Casové a prostorové slozitosti

PTIME,NPTIME,EXPTIME

P SP ACE, N P SP ACE, EXP SP ACE

N P -UplIné problémy
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