UCEBNI TEXTY OSTRAVSKE UNIVERZITY

Prirodovédeckd fakulta

Vycislitelnost a slozitost 1

Mgr. Viktor PAVLISKA

Ostravska univerzita 2002






Vycislitelnost a slozitost 1
KIP/VYSL1

texty pro distancni studium

Mgr. Viktor PAVLISKA

Ostravska univerzita v Ostravé, Prirodovédecka fakulta

Katedra Informatiky a pocitact



Jazykova korektura nebyla provedena, za jazykovou stranku odpovida

autor.

© Viktor PAVLISKA, 2002



OBSAH

Obsah
Uvod

Zakladni pojmy
Mnoziny . . . . . . . .
Abeceda, slovo, jazyk . . . . . . ...

Usporadani a kédovani slov . . . . . ... ... ... . L.

I Vydislitelnost

1 Problémy

1.1 Vlastnosti probléma . . . . . . . ... ...

2 Turingovy stroje

2.1 Zakladni vlastnosti Turingovych stroja . . . . . .. . ... ..
2.2 Formalni definice Turingova stroje . . . . . . . . . .. ... ..
2.3 Kodovani Turingovych stroja . . . . . .. .. ... ... ..
2.4 Ekvivalenty a modifikace Turingova stroje . . . . . . ... ..

2.4.1 Vicepaskové Turingovy stroje . . . . . ... .. .. ..

2.4.2 Nedeterministické Turingovy stroje . . . . . .. .. ..
2.5 Univerzadlni Turinglv stroj . . . . . .. .. .. ... .. ...

2.6 Jazyky prijimané Turingovymi stroji a neomezené jazyky . . .

3 Nerozhodnutelné problémy
3.1 Problém zastaveni . . . . . . ... ... ... ... ... ...
3.2 Prevody problémt . . . . ... .. ... 0oL

3.3 Postuv koresponden¢ni problém . . . . . ... ..o



ii OBSAH

3.3.1 Nerozhodnutelnost PKP . . . .. .. ... ... .... 45

3.4 Dalsi nerozhodnutelné problémy . . . . . . .. ... ... ... 49

4 Enumerace Turingovych stroju 53
II Slozitost 59
5 Slozitost algoritmu 60
5.1 Odhady slozitosti . . . . . . . . ... ... 60

6 Slozitost problému 61
7 Polynomialni preveditelnost 62
8 NP-uplné problémy 64
8.1 Dalsi NP-tuplné problémy . . . . . . .. . ... ... .. .... 65

9 Nezvladnutelné problémy 66
Zavér 71

Literatura 73



VYCISLITELNOST A SLOZITOST 1 1

Uvod

Vazeni ¢tenafi,

mate pfed sebou studijni text distanc¢niho vzdélavani, ktery je adresovan
vSem zajemcim a studentiim predmétu Vycislitelnost a slozitost 1. Pokusim
se Vam na tomto omezeném prostoru priblizit alespon ty nejzakladnéjsi in-
formace a znalosti o tomto pfedmétu. Hned na tvod je potieba fict, Ze se
jedné (alespoii dle mého nézoru) o jednu z nejkrasnéjsich disciplin teoretické
informatiky. Tento nazor mam zajisté i proto, ze jsem mél to stésti a kdyz
jsem byl jesté studentem, tak mé ucil vynikajici odbornik Doc. Petr Jancar,
kterému bych velice rad touto cestou podékoval za nadseni pro tento pred-
mét, se kterym vedl vyuku a které se z néj preneslo i do mne samého. Mym
cilem pri psani tohoto textu po celou dobu bude, aby se mi podafilo néco
podobného udélat i pro Vas.

Zamérem tohoto studijniho materidlu je, abyste po jeho nastudo-
vani, zvladnuti vSech predepsanych aktivit a vypracovani tkolt plné pocho-
pili hlavni myslenky teorie vycislitelnosti a slozitosti. I kdyz se jedna o oblast
teoretickou, uvidite, Zze ma dalekosahlé uplatnéni v praxi, prevazné pfi na-
vrhovani algoritmt a jejich optimalizaci. Napiiklad uvidite, ze pro nékteré
problémy viibec pocitacové resp. algoritmické feseni neexistuje. Dostaneme
se i k problémtim, pro které jsou uz algoritmické postupy znamé, ale jejich
vypocty trvaji prilis dlouho na to, aby byly pro praxi akceptovatelné. V tako-
vychto pripadech Vas jisté budou napadat otazky, jestli by ‘to’ pfeci jen neslo
néjak napsat, pripadné jestli by to neslo napsat tak, aby to bézelo rychleji, ji-
nymi slovy, aby vypocet trval kratsi dobu. Naucite se zptisoby, podle kterych
poznate, jestli dany problém ma ¢i nema feseni a pokud ho mit bude, tak by
jste méli byt schopni urcit alespon ramcové kolik ¢asu nebo pripadné kolik

pamétového prostoru bude dany algoritmus potfebovat k vyfeSeni zadéni.

Predpokladem tspésného zvladnuti tohoto studijniho materialu jsou i né-
jaké Vase pocatecni vstupni znalosti. Jedna se pfedevsim o zdkladni matema-
tické pojmy o funkcich, algebraickych strukturach a operacich. Pfedpokladam
rovnéz Vasi alespon zakladni znalost z teorie mnozin a logiky. Déle budete
potiebovat znalosti z teorie forméalnich jazykt a automati, které bych Vam

doporucoval dostatecné si zopakovat a osvojit.

Cile tohoto textu

Vstupni znalosti



2 UVOD

Pieji Vam, at je pro Vas studium tohoto textu pfinosné. Motto této pu-
blikace je: ,,Af se d&je cokoli, drzte se hesla ze stopafova privodce po gala-
xii [1] - NEPROPADEJTE PANICE !¢

Viktor PAVLISKA



Zakladni pojmy

Cil:
Cilem této kratké uvodni ¢asti je, abychom se domluvili na spole¢ném znaceni

a abychom si nadefinovali zakladni pojmy, které budeme pouzivat.

Mnoziny

Zapisem A C B budeme znac¢it mnozinovou inkluzi, jinymi slovy A je pod-
mnozinou B. Symbol C pouzijeme pro oznaceni ostré mnozinové inkluze, tj.
A C B praveé tehdy, kdyz A je podmnozinou B a existuje prvek mnoziny B
nepatiici do mnoziny A. Kardinalitu mnoziny S (tj. po¢et prvki) mnoziny

budeme znacit |S]|.

Definice 1 (Potencni mnoZina)
Potencni mnozina mnoziny M je mnoZina obsahujici vSechny podmnoZiny

mnoziny M. Budeme ji znacit: P(M).

Priklad:

Napfiiklad pro kone¢nou mnozinu M = {a, b} dostaneme

P(M) = {{0}, {a}, {b}, {a, b}}

Abeceda, slovo, jazyk

Jelikoz budeme casto pracovat s funkcemi, které budou mit jako parametry
mnoziny slov, bude dobré, kdyz si pfedem ujasnime, co budeme pod témito

pojmy myslet.
Definice 2 (Abeceda, slovo, jazyk)

1. Abecedou budeme nazyvat libovolnou konecnou mnozinu symboli. Nej-

castéyr budeme pro oznaceni abecedy pouZivat symbol 3.

2. Konecnou posloupnost symboli nad abecedou Y budeme nazyvat slo-
vem. Budeme uvaZovat i prazdné slovo, které budeme znacit symbolem

€.

Poten¢éni mnozina

Abeceda, slovo,
jazyk



Lexikografické
usporadani

4 ZAKLADNI POJMY

3. Délku slova w budeme psdt jako |w| a znamend pocet symboli, ze kte-

rych je dané slovo utvoteno. Délka prazdného slova |e| = 0.

4. Symbol X" budeme pouzivat pro oznaceni mnoziny vsech slov délky n
nad abecedou Y. MnoZinu vsech slov nad abecedou Y oznacime X*.
Poznamenejme jeste, Ze do X* patri rovnez ! Jinak miuzZeme také psdt
s = | i kde X0 = ¢.

i=0

5. Jazykem L nad abecedou Y budeme rozumét libovolnou mnoZinu slov
vytvorenych ze symbolu z 3, jinymi slovy libovolnou podmnoZinu X*.
Budeme tedy psat L C X* Vzhledem k zavedenému pojmu potencni

mnozina, muzeme rovnéz psdt, Ze kazdy jazyk L € P(X*).

Priklad:

Jako abecedu si v tomto ptikladu mizeme zvolit mnozinu: ¥ = {a, b, ¢} Z této
abecedy miizeme skladat rtizna slova.

Napriklad aab, bc, ¢ jsou tii slova vytvorena z dané abecedy.

Y2 piedstavuje mnozinu: {aa, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc}

Pro jazyk L C X* nad abecedou X tvoreny slovy délky 2 a 3 mtizeme pouzit
zapis: L = X2 U X3

Usporadani a kodovani slov

Na mnoziné slov miizeme definovat usporadani. Predpokladejme, Ze je dano

uspotradani prvkta abecedy .

Definice 3 (lexikografické usporddant)
V lexikografickém wuspordaddni prvki ze X* slovo o predchazi slovo 3, kdyZ
bud « je prefizem (cdstecnym usekem) (3, anebo pruni pismeno zleva, které

je rozdilné v téchto slovech, je mensi v a.

Priklad:
Vezméme jako abecedu mnozinu cifer, tedy ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

s tim, ze 0 < 1 < --- < 9. Podle pravé definovaného lexikografického uspora-
dani naptiklad plati, ze 379313 predchazi 387 a to pfedchézi 38782.
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Nékdy je vyhodnéjsi pouzivat jiny typ uspotradani, tzv. rostouct uspord-

dand.

Definice 4 (rostouci usporddant)
Pri tomto usporaddni slovo kratsi délky predchdzi slovo vétsi délky a stejné

dlouhd slova jsou uspordadana lexikograficky.

Priklad:

Rostouci usporadani se pouziva prevazné tehdy, kdyz potiebujeme procha-
zet ‘celou’ mnozinu ¥* a chceme, aby se po konecném poctu krokt ‘do-
stalo’ na kazdé konecné slovo. Uvazujme nyni opét mnozinu ¥ = {a,b, c}.
Kdyz bychom ¥* usporadali ¢isté lexikograficky, tak bychom dostali tako-
vouto posloupnost: €, a, aa, aaa, aaaa . . ., kde je hned na prvni pohled patrné,
ze kdyz ji budeme prochéazet od nejmensiho prvku, tak se nikdy nedosta-
neme k prvku b. Zatimco kdyz usporadame prvky pomoci rostouciho uspo-
raddni, dostaneme: ¢, a, b, ¢, aa, ab, ac, . . ., ¢ili nejprve vSechna slova délky 0,

pak vsechna slova délky 1, 2, atd.

Dalsi diilezitou vlastnost, kterou méa rostouci usporadani je, ze pro libovol-
nou abecedu ¥ urcuje bijekci mezi mnozinami N a X* (N oznacuje mnozinu
v8ech celych nezapornych ¢isel). Jinymi slovy ndm umoziiuje ke kazdému
slovu prifadit ¢islo, néco jako index slova vzhledem k danému usporadani,
respektive jeho ¢iselny kéd. A na druhou stranu k danému pfirozenému ¢islu

umime timto zptsobem najit odpovidajici slovo.

Ukoly k zamysleni:

Zamyslete se nad zkonstruovanim algoritmt, které budou schopny k zada-
nému indexu sestrojit slovo nad danou abecedou a naopak k daném slovu

vypocist jeho index v rostoucim usporadani.

Kontrolni otazky:

1. Objasnéte pojem Potencéni mnozina P(M) a urcete, kolik méa prvkia

pro pripad, ze mnozina M je kone¢na a ma n prvku.

2. Vysvétlete pojem Jazyk.

Rostouci
usporadani

Kéd slova

*~




3. Vysvétlete v ¢em spociva hlavni rozdil mezi lexikografickym uspotradéa-

nim a rostoucim usporadanim.

Pojmy k zapamatovani:

potenc¢ni mnozina

abeceda, slovo, jazyk

lexikografické usporadani

rostouci usporadani

index a kéd slova
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Vycislitelnost

Cil:

Nejdiive se budeme vénovat oblasti vycislitelnosti. Jedna se o rozsahly celek -

a proto bude rozdélen do nékolika casti, které na sebe plynule navazuji a
uzce spolu souviseji. Po prostudovani tohoto oddilu a jeho ¢asti byste méli

byt schopni:

- vysvétlit ¢im se zabyva teorie vycislitelnosti,

- charakterizovat rizné typy problémii,

- vysvétlit co to znamend, ze dany problém je rozhodutelny, castecné
rozhodnutelny nebo nerozhodnutelny.

- rozliSovat mezi problémy vycislitelnymi a nevycislitelnymi,

- vysvétlit pojem algoritmické nerozhodnutelnosti,

- vyjmenovat nékteré nerozhodnutelné problémy,

- objasnit a dokdzat pro¢ nekteré problémy nelze algoritmicky Tesit.

Zéakladni otézka, na kterou budeme v této ¢asti hledat odpovéd, zni: Otéazka teorie
vyd¢islitelnosti
Co vsechno je a co nend algoritmicky vycislitelné (vesitelné) ?

Jinak Feceno

Ke kterym problemim existuji algoritmy, jeZ je Tesi a ke kterym pro-

bléemim takové algoritmy neexistuji ?

1 Problémy

Cil:

Jak uz samotny nazev kapitoly naznacuje budeme se v ni zabyvat problémy =

samotnymi. V této sekci se naucdite:

- rozliSovat mezi riznymi typy problémi,
- jak formalné zapisovat problémy, jimiz se budeme ve zbyvajici c¢asti

textu zabyvat,



Rizné typy
problému

Schéma zapisu
problému

Format vstupi a
vystupi

8 1 PROBLEMY

jakym zptisobem budeme zadavat vstupy a format vystupd,

jak spolu souvisi zobrazeni, tak jak je znate z matematiky a problémy,

o kterych budeme hovorit,

rozliSovat mezi typy problémii, co se tyce jejich rozhodnutelnosti,

jak souvisi formalni jazyky s urc¢itou skupinou problém1.

Jiz jsme nakousli otdzku toho, co je a co neni algoritmicky feSitelné.
Abychom takovou otazku mohli rozumné zodpovédét, je mj. tfeba podrob-
néji specifikovat, co rozumime pod slovem problém. Vyznam tohoto slova
v plirozeném jazyce je velmi Siroky (muZe se jednat jak o problém feSeni
kvadratické rovnice, tak napf. o problém jak hréat lépe squash apod.). Zde
se pochopitelné soustiedime na problémy, jejichz podstata umoziuje vibec
uvazovat o potenciadlnim nasazeni algoritmickych metod, potazmo pocitaco-
vych programi. (Proto je ndm zde blizsi spiSe problém kvadratické rovnice

nez druhy zminény problém.)

Je rozumné se shodnout na tom, ze kazdy uvazovany problém lze popsat

nasledujicim schématem:

Problém XY (oznaceni, ¢ vystizny nazev problému)

Instance: zde je popsano, co mize byt zaddnim (vstupem) u naseho

problému (napf. libovolné kvadratické rovnice)

Vysledek: zde je popsano, jak vypadaji vysledky (vystupy) a jak se
zadany vysledek ma vztahovat k zadané instanci (napf. to maji byt

kofeny zadané rovnice)

Budeme predpokladat, ze vysledek je jednoznacné urcen zadanou instanci
(nebudeme tedy pfipoustét vysledek typu ‘né&jaky z kofent dané rovnice’

apod.).

Daéle budeme (celkem piirozené) predpokladat, ze jakoukoli instanci pro-
blému, stejné jako jakykoli vysledek, lze zadat fetézcem (posloupnosti sym-
boll) v néjaké koneéné abecedé (obsahujici napf. pismena, dislice, inter-

punkéni znaménka a pripadné dalsi symboly).

Ukoly k zamysleni:

Vsimnéme si, ze v tomto smyslu neni uvedeny problém kvadratické rovnice



jesté jednoznac¢né specifikovan (jak zadame koneénym fetézcem libovolné re-
alné ¢islo?). Pokud se napf. omezime na racionalni koeficienty a kofeny bu-
deme uvazovat zaokrouhlené na urcity pocet desetinnych mist, nabizi se uz

bézny popis koeficientti a kofenti v desitkové soustave.

Pozastavme se jesté nad problémem abecedy — mnoziny symboli, pomoci
nichz jsou popsany instance a vysledky. Je mozné napt. ke kazdému problému
uvazovat jeho specifickou abecedu. Je ale také mozné vzit jednu (univerzalni)
abecedu a v ni popisovat instance a vysledky kteréhokoli problému. Napf. je
mozné se omezit na znaky ASCII. Od této predstavy je uz jen krucek k uve-
doméni si, ze jako ona univerzalni muize vlastné stacit dvouprvkova abeceda
{0, 1}! Zapisy v ni sice pro nas asi nebudou pfijemné ¢itelné, nicméné jisté tu-
Site, jak zkonstruovat jednoduché algoritmy (programky) prevadéjici Fetézce
(texty) z nasi oblibené abecedy do abecedy {0,1} a zpét — pro studované
otazky algoritmické rozhodnutelnosti tedy nic neztratime, omezime-li se na

onu dvouprvkovou abecedu.

Na problém ve vyse uvedeném smyslu se lze divat jako na zobrazeni typu
¥* — 3* pro danou abecedu X (ve svétle predeslého odstavce si zde vzdy
lze za ¥ dosadit abecedu {0,1}), které kazdé (povolené) instanci problému
(resp. jejimu popisu v dané abeced€) pritazuje zadany vysledek (resp. jeho
popis v dané abecedé). K fetézci ze ¥*, ktery nepfedstavuje (povolenou)
instanci problému, je mozno pfifadit néjaky specidlni vysledek (znamenajici
‘Nekorektni zadani’). Je mozné ale tohle neudélat a pro nepovolené instance
prosté vysledek nedefinovat. Piislusné zobrazeni ¥* — ¥* se pak chape jako
Castecné (tj. nedefinované pro vSechny fetézce ze ¥* — na rozdil od obvyklého

totalniho zobrazeni definovaného vsude).

Priklad 1.1

Jako priklad problému, ktery realizuje ¢astecné zobrazeni muiize poslouzit:

Problém SQRT (Druha odmocnina)

Instance: Celé cislo zadané ve dvojkové soustaveé, pricemz zaporna ¢isla
budeme zapisovat tak, ze jako prvni znak dame 0 a pak binarni tvar

absolutni hodnoty c¢isla. Tedy napt. 0101 predstavuje ¢islo —5

Vysledek: Celd ¢ast z druhé odmocniny zadaného ¢isla

Abeceda vstupu a
vystupu

Univerzalni
abeceda

Problém jako
zobrazeni




Problém typu
ANO/NE

Korespondence
mezi jazyky a
problémy

Algoritmickéd
feSitelnost

Nekorektni zadani

10 1 PROBLEMY

Specialnimi problémy budou problémy typu ANO/NE, kde zadany vy-
sledek (pfislusny k povolené instanci) je prvek dvouprvkové mnoziny (napi.
{ANO,NE}, & {1,0}). Takovy problém se nejcastéji zadava nasledujicim

schématem.

Problém XY (oznaceni, ¢ vystizny nézev problému)

Instance: zde je popséno, co mize byt zaddnim (vstupem) u naSeho

problému (napf. libovolné kvadratickd rovnice)

Otdzka: zde je otazka (vztahujici se k instanci), na niz je vzdy odpo-
véd ANO nebo NE (napf. existuje alespori jeden redlny kofen zadané

rovnice?)

Problém tohoto typu se casto ztotoznuje s mnozinou pravé téch retézci
v dané abecedé, které popisuji ty instance problému, jimz je prifazena od-
povéd ANO. Jedna se tedy vlastné o urcity jazyk v abecedé ¥. Na druhou
stranu Ize u kazdého jazyka uvazovat o problému prislusnosti zadaného slova

k jazyku. Tedy o problému, zda slovo do jazyka pat¥i, ¢i nepatii.

1.1 Vlastnosti problémaii

Nyni, po upfesnéni toho, co rozumime pod pojmem ‘problémy’, vymezime

jejich vlastnosti, které nas zde zajimaji.

Definice 1.1 (Algoritmicka tesitelnost)

O daném problému Tekneme, Ze je algoritmicky Fesitelny (neboli odpovidajici
(¢astecné) zobrazeni ¥* — 3* je algoritmicky vyd¢islitelné ), jestliZe existuje
algoritmus, ktery je schopen jako vstup prigmout libovolnou instanci daného
problému a jeho vypocet pro libovolny takovy vstup vZdy skonci, pricemz vy-

stupem bude poZadovany vysledek.

Je-li problém chapan jako vyse zminéné cdastecné zobrazeni X% — X*
pak se z technickych divoda obvykle pozaduje, ze prislusny algoritmus se
pro nekorektni zadani (tj. pro Fetézec, jenz nepopisuje instanci problému)
nezastavi (a jeho vystup neni v tomto pfipadé definovan).

My se budeme hlavné zajimat o problémy typu ANO/NE, se kterymi

se snadnéji pracuje a na néz se ivahy o obecnych problémech daji prevést.

Pojem algoritmické fesitelnosti pro né vyjadiujeme nasledovné:
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Definice 1.2 (Algoritmickd rozhodnutelnost) Algoritmicki
O daném problému typu ANO/NE vekneme, Ze je algoritmicky rozhodnu- rozhodnutelnost
telny, pro strucnost rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus, ktery je scho-
pen jako vstup prigmout libovolnou instanci daného problému a jeho vypocet
pro libovolny takovy vstup vzdy skonci, pricemz vystupem bude poZadovand

odpoved ANO ¢i NE.

Celkem prirozene lze tato definice prenést na jazyky, tedy mnoziny retézct

v dané abecedé:

Definice 1.3 Jazyk L v abecedé ¥ je rozhodnutelny, t5. mnozZina L C ¥X* je  Rozhodnutelné

rozhodnutelnd, jestlize problém prislusnosti k L je rozhodnutelny (Instance: jazyky a mnoziny

w € X*; Otdzka: Plati w € L?).

Budeme ptredpokladat, Ze pro libovolny uvazovany problém P s ‘popis-
nou’ abecedou X je nasledujici ANO/N E problém dany schématem Instance:
w € ¥*; Otazka: Je w (korektnim) popisem instance problému P? rozhod-
nutelny. Pak je ziejmé, ze ANO/NE problém je rozhodnutelny pravé tehdy,
kdyz jemu pfislusny jazyk (sestavajici ze vSech instanci na které je odpovéd
ANO) je rozhodnutelny (tzn. Ze v tomto smyslu nedefinovanost problému

pro piipadné nekorektni instance nehraje roli).

Bude se nam hodit i souvisejici pojem c¢astecné rozhodnutelnosti:

Definice 1.4 (Cdstecnd rozhodnutelnost) Céstecnd
O daném problému typu ANO/NE ftekneme, Ze je ¢astetné rozhodnutelny rozhodnutelnost
(neboli prislusny jazyk v abecedé ¥ je ¢astecné rozhodnutelny, tj. dand pod-
mnozina mnoZiny 3* je Castecné rozhodnutelnd ), jestlize existuje algoritmus,
jehoZ vypocet skonci praveé pro takové vstupy, které odpovidaji instancim da-

ného problému s odpovédi ANO.

Ukoly k zamysleni: N

Kazdé tvrzeni tykajici se (¢asteéné) rozhodnutelnosti problémi lze pieformu- =

lovat pro jazyky, tedy mnoziny a naopak. Tuto dilezitou véc je potieba mit
neustale na paméti (dikladné uvédomit si to mizete napf. na nasledujicich

tvrzenich, kterd jsou explicitné formulovéna jen pro mnoZiny).

Vsimnéme si nasledujicich vztahti mezi uvedenymi pojmy.
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Tvrzeni 1.1 Je-li mnoZina A C X* rozhodnutelnd, pak je i ¢dstecné rozhod-

nutelnd.

Tvrzeni 1.2 MnoZina A C X* je rozhodnutelnd prdvé kdyz A (dopinék A,
tj. X*\ A) je rozhodnutelna.

Véta 1.3 (Post) MnoZina A C ¥* je rozhodnutelnd prdve kdyz A i A jsou

castecné rozhodnutelnée.

Diikaz obou tvrzeni a tim i dikaz jednoho sméru Postovy véty, by mél
byt nabiledni. Pro opac¢ny smér Postovy véty si stac¢i uvédomit, ze potiebny
algoritmus (rozhodujici A) prosté ‘paralelné spusti’ (tj. napt. st¥idavé krok
po kroku simuluje) dva piislusné algoritmy (¢aste¢né rozhodujici A a A),

‘pockd’ az jeden z nich skonci a poté vyda prislusnou odpoved.

Nyni uz méa pro nas zakladni otazka formulovana
Které problémy jsou algoritmicky tesitelné (¢i rozhodnutelné)?

podstatné konkrétnéjsi smysl. Opird se ovSem stale o intuitivni pojem ‘algo-

ritmus’, ktery je pro nase tivahy nutné formalizovat, zpfesnit.

Privodce studiem:

Vsimnéte si, ze Postovu vétu jsme prokazali bez dalsiho zpfesnéni pojmu
‘algoritmus’. Opirali jsme se zde konkrétné napriklad o to, ze ke kazdjym
dvéma algoritmtm lze navrhnout tfeti algoritmus, ktery ty dva ‘paralelné’
(¢i ‘stfidavé sekvencné’) provadi — to jsme vzali jako intuitivné zfejmy fakt.
Ve skutecnosti se uz dostavame na trochu nebezpec¢nou ptidu a meli bychom

si za¢it uvédomovat, proc asi je zpfesnéni pojmu ‘algoritmus’ potiebné.

Shrnuti:

- V této kapitole jsme si ukazali, Ze existuje cela fada problémi. Nékteré
z nich ma smysl TeSit pomoci pocitacl, u nékterych je algoritmické
feSeni zjevné nemyslitelné. VSechny problémy, o kterych budeme v na-
sledujicich kapitolach uvazovat se daji formulovat v jednotném tvaru
(schématu). Staci se dohodnout na formulaci zadani a specifikovat tvar
vystupi. Jako abecedu, ve které budeme zapisovat instance problémi

si muZzeme zvolit univerzalni abecedu tvofenou pouze symboly {0, 1}.
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Na vSechny problémy lze nahlizet jako na zobrazeni tvaru ¥X* — X%,
které ke kazdé instanci problému pfifazuje jeji feSeni. Toto zobrazeni
mize byt bud totalni anebo pouze ¢asteéné, pokud existuji instance

daného problému, pro néjz neni vystup definovan.

Specidlnimi pro nas budou problémy typu ANO/NE, u kterych je
otazka formulovana tak, aby se na ni dalo jednoznac¢né odpovédét ANO
¢i NE. Ke kazdému problému takovéhoto typu se vaze jazyk, ktery se-
stava z téch instanci problému, na néz je odpovéd ANO. Naopak lze
na kazdy jazyk nahlizet ve svétle problému ptislusnosti slov do daného

jazyka.

Problém je algoritmicky fesitelny, pokud existuje algoritmus, ktery
ke kazdému korektnimu zadani problému vzdy v konecném case jed-
noznacné urci pozadovany vysledek. Podobné je pro problémy typu
ANO/NE zaveden pojem algoritmické rozhodnutelnosti. Rozhodnu-
telné jazyky a mnoziny jsou pravé ty, pro které je problém ptislusnosti

k danému jazyku ¢i mnoziné rozhodnutelny.

Problém je ¢astecné rozhodnutelny, pokud zname algoritmus, ktery se
zastavi a vyda vysledek, pouze pokud je odpovéd na danou otazku
ANO. Pokud je spravna odpovéd N E, tak se ji nikdy nedozvime, pro-

toze prislusny algoritmus se nikdy nezastavi.

Kontrolni otazky:

S N R

Charakterizujte typy problémi, o kterych ma smysl hovorit v souvis-

losti s algoritmickym nebo pfipadné pocitacovym nasazenim.

. Popiste schéma zéapisu obecného problému a uvedte alespori tii kon-

krétni priklady z praxe.

Vysvétlete, co rozumime pod pojmy forméat vstupu a vystupu.
Objasnéte, jak lze na problém nahlizet z pohledu funkéniho zobrazeni
V ¢em jsou specifické problémy typu ANO/NE?

Jak spolu souvisi jazyky a problémy?

Uvedte dva mozné piistupy k vyporadani se s nekorektnim zadanim.

Vysvétlete, v ¢em jsou odlisné pojmy ‘algoritmicka fesitelnost’ a ‘algo-

ritmické rozhodnutelnost’.




14

9. Uvedte ptiklad rozhodnutelného jazyka.
10. Kdy je jazyk castecné rozhodnutelny?

11. Pteformulujte Postovu vétu pro jazyky.

Pojmy k zapamatovani:

abeceda vstupu a vystupu

- univerzalni abeceda

- Castecné a totalni zobrazeni

- problém pfislusnosti slova k jazyku
- algoritmicka Fesitelnost

- algoritmicka rozhodnutelnost

- rozhodnutelné jazyky a mnoziny

- Castecnd rozhodnutelnost
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2 Turingovy stroje

Cil:

V této kapitole se budeme zabyvat formalizaci pojmu algoritmus, kterou pro
nas bude pfedstavovat Turingliv stroj. Po tispésném absolvovani této kapitoly
budete:

- znat zakladni vlastnosti Turingovych stroji,

- védét v ¢em spociva hlavni rozdil Turingovych stroji oproti kone¢nym
a zasobnikovym automattim,

- umét formalné definovat Turingtv stroj,

- védét, jak Turingovy stroje realizuji zobrazeni a prijimaji jazyky,

- védét, co jsou to rekurzivni a rekurzivné spocetné jazyky,

- umét navrhovat své vlastni Turingovy stroje,

- schopni zakdédovat libovolny Turingtv stroj do abecedy {0, 1},

- umét navrhovat a pouzivat nékteré modifikace Turingova stroje,

- schopni vymezit vypocetni silu Turingovych strojt spolu s jejich modi-
fikacemi,

- chapat souvislost mezi Turingovy stroji a algoritmickymi postupy,

- umét navrhnout univerzalni Turingiv stroj,

- schopni uréit tfidu jazykl rozpoznatelnych Turingovymi stroji a

spravné ji zaradit do Chompského hierarchie generativnich jazyki.

vz

Nejdtlezit€jsim motivem pro zpfesnéni pojmu algoritmus je snaha pro-
kazat algoritmickou nerozhodnutelnost konkrétnich problémi — zde se jiz bez

zminéné formalizace nemtzeme obejit.

O avizovanou formalizaci se pokusil v 30. letech mj. anglicky matematik
Alan M. Turing, pro jehoz formalizaci pojmu algoritmus se brzy vzil nazev
‘Turinguv stroj’ . Turingovy stroje jsou podobné kone¢nym automatim v tom,
ze jsou tvoteny 7idicim mechanismem a vstupnim tokem (informacemi), ktery
si predstavujeme jako pdsku nekonecné délky. Rozdil je v tom, ze Turingovy
stroje mohou pohybovat svymi ¢tecimi/zdpisovymi hlavami vpied i vzad a
mohou na pasku zapisovat i ¢ist z ni. Ukazeme, zZe tyto vlastnosti vyrazné

zvysl mocnost stroju.

Motivace

Formalizace pojmu
algoritmus
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Specidlni znaky

Préazdné policko
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2.1 Zakladni vlastnosti Turingovych stroju

Ridici mechanismus miize byt v daném okamziku v libovolném stavu z koned-
ného poctu stavi. Jeden z téchto stavi se nazyva pocdtecni a reprezentuje
stav, v némz vypocet zacina. Jiny stav je oznacCen jako koncovy; jakmile
stroj prejde do tohoto stavu, vypocetni proces konéi. (Touto vlastnosti se
lisi Turingovy stroje od konecnych a zasobnikovych automati, které mohou
pokracovat v ¢innosti i po dosazeni koncového stavu). Poc¢atecéni stav tedy ne-
miize byt zaroven koncovym stavem a kazdy Turingiiv stroj musi mit alespon

dva stavy.

Vv

ze Turingovy stroje mohou ze vstupni pasky c¢ist i zapisovat na ni. Paska
je zleva ukoncena, na pravé strané vsak pokracuje do nekonec¢na. Turingtv
stroj ji miZe vyuzivat jako pamét stejnym zptisobem, jakym pouZziva zasob-
nikovy automat zasobnik, ale neni omezen operacemi pop a push pri pristupu
k ulozenym dattim. Mutze preskocit cast dat na své pasce, pricemz néktera

z nich modifikuje a jin& nechéva nezménéna.

Pouziva-li Turingtv stroj pasku jako pamét, je vhodné, aby pouZzival spe-
cialni znacky k oznaceni riznych casti pasky. Proto se zavadéji znaky , které
nepatii do vstupni abecedy. Budeme tedy rozliSovat mezi konecnou mnozi-
nou symbold, zvanou vstupni abeceda, kterymi jsou zapisovana vstupni data
a potencialné vétsi (kone¢nou) mnozinou symbold, zvanou pdskovd abeceda,

kterou stroj umi ¢ist a zapisovat.

Zvlastnim symbolem této abecedy je blank, ktery predstavuje prazdné
policko na pasce. Dale v textu bude blank oznac¢ovan symbolem #. Pfedpo-
kladame, ze symboly # jsou ulozeny na pasce, pokud na daném misté nebylo
zapsano néco jiného. Napi. pokud bude Turingtv stroj pokracovat ve ¢teni
pasky za vstupnim fetézcem, bude dale rozpoznavat na pasce symboly +#.
Mazéani pasky se provadi zdpisem symbolu # na péasku. Casto byva symbol

# prvkem vstupni abecedy; my ho do ni vSak zahrnovat nebudeme.

Jednotlivé akce provadéné Turingovym strojem spocivaji v operacich
zapisu nebo posuvu. Operace zapisu je ddna nahrazenim symbolu na pésce
jinym symbolem a pfechodem do nového stavu (ktery mize byt stejny jako
ptvodni stav). Operace posuvu je ddna presunutim hlavy o jedno misto do-
prava nebo doleva a pfechodem do nového stavu (ktery opét muize zustat

stejny jako predesly stav). Volba akce, ktera bude provedena, zavisi na ak-
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tualnim symbolu, ktery je na misté pravé pod ¢teci hlavou a na soucasném
stavu fidictho mechanismu stroje. Akce zdpisu i posuvu lze provadét zaro-
ven v jednom kroku stroje. Tedy napt. lze prepsat aktudlni ¢teny symbol a

pritom posunout hlavu doprava.

Zpisob, kterym se mé zménit stav, prepsat obsah policek a posunout
hlava, udava prechodova funkce ¢. Turingiv stroj pracuje tak, ze opakované
provadi prechody, dokud nedosédhne koncového stavu. Za urcitych podminek

vypocet nikdy neskonci, protoze program ‘uvazl’ v nekone¢ném cyklu.

2.2 Formalni definice Turingova stroje

Definice 2.1 (Turingiv stroj)
Formalné lze psdt, Ze Turingiv stroj je Sestice (Q,%, 1,6, qo, F'), kde

Q je konecnd mnozina stavi,

Y. je konecnd mnozina symboli, ktera neobsahuje #, zvand vstupni abe-

ceda stroje,

I' je konecnd mnozina symbolu obsahujici mnoZinu %, zvand mnozina pds-
kovych symbolii,

d je prechodovd funkce tvaru 6 : (Q\ F) xI' — Q x I' x {L, R, N}, je
to tedy zobrazent, které urcuje chovani stroje. V zdwvislosti na stavu, ve
kterém se stroj nachdzi a na cteném symbolu toto zobrazeni urcuje, do
kterého mového stavu md stroj prejit, jaky symbol md zapsat na misto
puvodniho a kam md posunout ctect hlavu — L znamend vlevo, R vpravo
a N je pro urcent toho, Ze md zustat na miste.

qo je pocdtecni stav a

F je mnoZina koncovijch stavi.

Definice 2.2 (Konfigurace Turingova stroje)
Konfigurace Turingova stroje je libovolné slovo uqu, kde q € Q, u,v € X*.
Pocatecni konfigurace bude qgow, kde w € (X \ {#})*

Pruvodce studiem:

Pojem konfigurace Turingova stroje se nam bude velmi ¢asto hodit, proto je

Prechodova funkce

Konfigurace

Turingova stroje




Jeden krok stroje

Koncova
konfigurace

Zastaveni stroje
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nezbytné nutné spravné pochopit, co tento pojem znamené. Jedna se v pod-
staté o zakédovani aktualniho nastaveni stroje béhem vypoctu, které lze plné

popsat obsahem pasky, pozici hlavy na pasce a vnitinim stavem stroje.

Priklad 2.1

Napriklad konfigurace stroje abggcaab znamena, ze stroj se nachéazi ve vniti-
nim stavu qg, na pasce ma ulozeno slovo abcaab a hlavu méa umisténu nad

tretim symbolem zleva, coz v tomto pripadé je symbol c.

Definice 2.3 (Bezprostredni nasledovini)

Pro konfigurace lze zavést relaci bezprostiedniho nasledovani . Konfigurace
Ky bezprostredné ndsleduje konfiguraci Ky, coZ zapisujeme K1 F Ky, jestliZe
pro néjoké q, ¢ € Q, wx,y,z € X, u,v € X* plati:

K1 =uxqyv a ddle plati jedna z nasledugicich moznosti:

1. (Ky =uq'vz2v) A (6(q,y) = (¢, 2, L))

2. (Ky=uxq'zv) A (6(q,y) = (¢, z,N))
8. (Ky=uxzqv) A (0(q,y) = (¢, 2z, R))

Definice 2.4 (Nasledovani)

Relace F* oznacuje reflexivni a tranzitivnd uzdver relace - (K1 H* Ky zna-
mend, Ze Ko lze dostat konecné mnoha kroky z K, kdyz napiseme K; F" K,
budeme tim mit na mysli, Ze se z konfigurace Ky lze dostat do Ky presné po

n-krocich).

Definice 2.5 (Koncovd konfigurace)
Koncova konfigurace je libovolnd konfigurace uqw, kde q € F'. Z technickych
duvodu budeme predpokladat, Ze v koncové konfiguraci tvori neprazdné znaky

na pdsce vZdy souvisly usek.

Definice 2.6 (Zastaveni Turingova stroje)

Rekneme, Ze Turingiiv stroj M se zastavi naw € ¥*, znacime !M(w), jestlize
qw F* K, kde K je koncovd konfigurace. Jinymi slovy pokud existuje vypo-
cet Turingova stroje nad slovem w, ktery po konecném poctu kroku dospéje

z pocdatecni konfigurace do nejaké koncové konfigurace.

Uvedme nasledujici pfirozené definice (vyuzivajici predchozi tmluvu).
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Definice 2.7 Turingiv stroj M s abecedou ¥ realizuje (¢astecné) zobrazeni
M ¥ — ¥* definované ndsledovné pro libovolné w € ¥*: zastavi-li se
M pro vstup w (tedy skonci-li jeho vipocet, zacne-li se slovem w na pdsce),
pak M(w) je definovano a rovnd se Tetézci (souvislému useku neprazdnich
znaki), ktery je obsahem pdsky v prislusné koncové konfiguraci; nezastavi-li

se M na w, pak M(w) definovdno neni.

Turinguv stroj M prijiméa (akceptuje, ¢astené rozhoduje) jazyk (mnozinu)
L C ¥*, jestlize pro libovolné slovo w € L se zastavi a pro libovolné slovo

w ¢ L se nezastavi.

Turinguv stroj M rozhoduje jazyk (mnozinu) L C ¥*, jestliZe pro libovolné
slovo w € ¥* se zastavi a rozhodne (napriklad koncovym stavy qane, Gne), 2da

w € L ¢ nikoliv.

Ukoly k zamysleni:

Nékdy je vyhodnéjsi pracovat s Turingovymi stroji, které maji pouze jeden
koncovy stav. V takovém priipadé pak stroj dava najevo svou odpovéd o pii-
jeti/zamitnuti slova stavem pésky po skonceni vypoctu. Zamyslete se nad

tim, ze tento fakt nic neméni na vypocetni sile takovychto stroju.

Je vhodné fici, ze jako synonymum k pojmu ‘turingovsky vycislitelné
(zobrazeni)’ se uziva pojem cdstecné rekurzivni (funkce), synonymem k ‘tu-
ringovsky rozhodnutelny jazyk (mnozina)’ je rekurzivni jazyk (mnoZina) a
misto ‘turingovsky ¢asteéné rozhodnutelny jazyk (mnozina)’ se uziva rekur-

zivn€ spocetny jazyk (mnoZina).

Ukoly k zamysleni:

Vsimnéte si, ze v definicich 1.1, 1.2, 1.3 mizeme pojem ‘algoritmus’ nahra-
dit pojmem ‘Turingtv stroj’; dostaneme pak definice ‘turingovsky vy¢isli-
telnych (Casteénych) zobrazeni’, ‘turingovsky rozhodnutelnych jazykd (mno-

zin)’, apod.

Priklad 2.2

Navrhneme Turingtv stroj M pfijimajici jazyk L = {a"b"c"” | n > 0}. Bu-

deme pracovat s modifikaci stroje, u kterého je levy konec pasky oznacen

Prijiméani jazyka

Rozhodovani
jazyka

Rekurzivni a
rekurzivné
spocetné jazyky
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symbolem >. Stroj nejdiive posouvéa svoji hlavu az na konec vstupu a kontro-

luje, zda Tetézec zapsany na péasce je ve tvaru {a*b*c*}. Pfitom viibec neméni

obsah pasky. Kdyz narazi na prvni prazdné policko, zacne se posouvat doleva

az na levy konec pasky. Nasleduje cyklus, ve kterém hlava piepise symbolem

X vzdy jeden symbol a, jeden b, jeden c¢ a vrati se na levy konec pasky. Kdyz

vstupni fetézec patii do jazyka L, tak stroj nakonec prepise vSechny symboly

a, b, c symbolem X a pfijme slovo. V opacném pripadé vstup zamitne.

Necht M = (Q, %, 1,9, qo, I), kde

Q = {9, ¢, 9, 43, 94, G5, 96, Qano> Gne }
¥ ={a,b,c}

I'=XU{>,# X}

F = {uno, Gne }

Prechodova funkce je urcena nasledujici tabulkou:

> a b c # X
% | (90, > R) (q0,a,R) (q1,0,R)  (q2,¢,R) (g3, X, L) -
T - (Gne»— =) (q1,0,R)  (g2,¢,R) (g3, X, L) -
7 - (me: = =) (tne; — =) (@2,¢,R) (g3, X, L) -

qs (94, I>7R) ((]3,&, L) <q37b7 L) (q3aca L)

qa - (q57X7 R) (QTL67_7 _) (QTL67_7 _)
g5 - (q57a7 R) (Q67X7 R) (QTL67_7 _)
3 - - (Q67 b7 R) (q37 Xa L)

(Q37X7 L) (q37X7L)

(Qanou _7_> (Q4,X7 R)
(Qnea_u_) (Q57X7 R)
(Qnea_a_) (Q67X7 R)

Symbol — v tabulce vyjadiuje, Ze neni podstatné, co se zapiSe na uvedené

misto (mizeme tam doplnit cokoli vyhovujici definici). Vypocet stroje M pro

vstup a?b*c? je

(qo > aabbec#) F (>goaabbcc#)
(>>aaqobbee#) F o (>aabgqibec#)
(>>aabbegsc#) T (>quaabbec#t)
(>XaXgsbec#) F2 (>XaXqsbXc#)
(SX X XbXc#)  F2 (XXX XqgeXcH)
(> (

WXXXXXXX#) F' (XXXXXXXqu#)

(>>agoabbee##) +
(>aabbceqa#)

F (>Xgsabbecdt) H2
(>quXaXbXc#)
(> XX XXX X#) F°
(

(XXX XXX Guno X XH)
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2.3 Koddovani Turingovych stroju

Existuje mnoho riiznych zptsobt, jak kdédovat Turingovy stroje. Ukazeme si
jednu z moznych variant. Pro jednoduchost se omezime na stroje se vstupni
abecedou {0, 1} a jednim koncovym stavem. Nas uvedeny tvar kédu bude mit
tu vlastnost, ze nam k zakédovani posta¢i opét pouze dva symboly {0, 1}.

Méjme tedy Turingiv stroj

M =(Q,{0,1},{0,1,#},6,q1,{q2})

déle bez tjmy na obecnosti predpokldadame, ze @ = {q1, 42, -, ¢n} je mno-

Zina stavi a ze ¢, je jediny koncovy stav.

Je vhodné pojmenovat symboly 0, 1 a # synonymy X, X5, X5. Obdobné
také hodnoty pro pohyb hlavou L, R, a N pojmenujeme D, Do, D3. Pak
obecny tvar pro pfechod 6(¢;, X;) = (qx, Xi, Dy) zakédujeme bindrnim fe-

tézcem
0°10710%10'10™. (1)
Binarni kéd Turingova stroje M je
111 kod;y 11 kods 11---11 kod, 111, (2)

kde kazdy kod; je fetézec ve tvaru (1) a kazdy prechod z M je zakédovan
jednim kod;. Pfechody nemusi byt v zddném specialnim potadi, takze kazdy
Turinglv stroj ma ve skutecnosti vicero rtiznych kédia. Kazdy z téchto kédia
stroje M bude znacen (M).

Kazdy binarni fetézec mtize byt interpretovan jako kéd pro nejvyse je-
den Turingtiv stroj; mnoho binarnich fetézci neni kédem zadného Turingova

stroje.

Dvojice M a w je reprezentovana Fetézcem ve tvaru (2) nasledovanym

slovem w. Kazdy z takovychto fetézct bude oznacen (M, w).

Priklad 2.3
Mé.]me Turingﬁv StI’Oj M = ({qlv q2; Q3}7 {07 1}7 {Oa L, #}a 67 i, {QQ}), ktery




Prehlednéjsi forma
kédovani
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ma nasledujici prechody:

(g1, 1) = (43,0, R)
0(g3,0) = (@1, 1, R)
(g3, 1) = (2,0, R)
0(gs, #) = (g3, 1, L).

Pro dvojici (M, 1011) dostaneme nésledujici kéd

111010010001010011000101010010011
000100100101001100010001000100101111011

Pravé uvedeny typ kédovani mél tu vlastnost, ze pouzival pouze symboly
{0,1}, coz je vhodné zejména v nékterych situacich, pfi praci s Turingovymi
stroji. Ukadzeme si jesté jeden typ kédovani, ktery je o néco ‘privétivejsi’,
alespon co se tyce prehlednosti vysledného kédu. Pii zpracovavani korespon-
denc¢niho tkolu Vam doporucuji pouzit pravé tento druhy zpisob kédovani,
pfipadné si muzete navrhnout svij vlastni format kédu Turingova stroje.
Meéli by jste si byt védomi, Ze rtzné druhy koédovani jsou ve své podstaté
ekvivalentni v tom smyslu, Ze musi existovat jednoduché algoritmické pte-
vody mezi nimi. Tedy, Ze kdyz mame libovolné dva rizné formaty kédovani
Turingovych stroji, tak zjevné existuje algoritmicky postup, ktery jako vstup
dostane kod Turingova stroje v jednom z dohodnutych formati a jako vystup
vyda transformaci tohoto kédu do druhého formatu, pficemz musi ztstat za-

chovana stejna funkcnost stroje.

Budeme kédovat stroj M, ktery spliuje stejné pozadavky jako v predcho-
zim piipadé. Pro jiz avizovanou piehlednost pouzijeme k zakédovani stroje
rozsifenou abecedu sestévajici z néasledujicich symbola: {#,0,1, L, R, N, ¢}.
Vyuzijeme toho, ze mame stavy Turingova stroje sefazeny a ze z kazdého
stavu existuji maximalné t¥i mozné prechody v zavislosti na tom, ktery ze tii
moznych symbolt z mnoziny {0,1,#} je zrovna umistén pod ¢teci hlavou.
Kazdy stav stroje budeme tedy kédovat trojici po sobé jdoucich zakdédova-
nych prechodt pro jednotlivé symboly oddélenych znakem ¢. Cely kdd stroje
bude tedy sestaven z takovychto tii-clennych skupin. Pro technické usnadnéni

prace s kédem stroje obklopime tento jesté z kazdé strany dvémi symboly
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¢. Na zacéatku i konci kédu budeme mit sekvenci tii symbold ¢ a uprostied
kédu se vyskytuji dva ¢ po sobé pro oddéleni jiz zminénych trojic. Jednotlivé
(gs,0, R) zakédu-

jeme na druhé pozici (protoze se ¢te symbol 1) v prvni skupiné (protoze se

prechody mtzeme kédovat napiiklad néasledovné: (¢1,1) —

kéduje prechod z prvniho stavu) jako fetézec 111 R0, kde prvni t¥i jednicky
urcuji, ze se pujde do tfetiho stavu, symbol R pifimo znaci posun hlavy do-
prava a posledni symbol urcuje co se mé zapsat na pasku. Pokud prechod

neni definovan, tak jej zakédujeme jako symbol #.

Priklad 2.4
Vezméme stejny Turingliv stroj, jako v pfedchozim piikladé M =

(a1, @2, 93},10,1},{0,1

JH#} 0, q1,{q2}), ktery mé nésledujici prechody:

o(q1,1) = (3,0, R)
(g3, 0) = (q1, 1, R)
6(qs,1) = (42,0, R)
0(gs, #) = (Q371>L)-

Pro dvojici (M, 1011) dostaneme nasledujici kéd

$E¢#E 111 ROG A #¢ 44 4¢¢1R1¢11R0$111L1¢¢¢ 1011

2.4 Ekvivalenty a modifikace Turingova stroje

Riiznych jinych formalizaci pojmu algoritmus se v 30. letech a pozdéji obje-
vilo vice (napf. Postovy systémy, Markovovy algoritmy, kalkul ¢astecné re-
kurzivnich funkci atd.; nam je dnes asi nejblizsi ztotoznéni pojmu algoritmus
s pojmem pocitaovy program — napf. program v jazyce Pascal). VSechny
tyto formalizace se ukazaly byt ekvivalentni (uméji realizovat tataz zobra-
zeni ¥* — 3* | resp. pfijimat (rozhodovat) tytéz jazyky — podmnoziny ¥*).
Tato ekvivalence se vétsinou da ukazat predvedenim schopnosti simulovat
jeden prostifedek jinym. V tomto kursu si to ilustrujeme prokadzanim ekviva-

lence rtznych modifikaci zakladniho modelu Turingova stroje.
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2.4.1 Vicepaskové Turingovy stroje

V tomto odstavci se budeme zabyvat Turingovymi stroji, které maji vice nez
jednu pasku. Takové stroje se oznacuji k-paskové Turingovy stroje, k je priro-
zené Cislo, které udava pocet pasek v pripadech, kdy je pocet pasek dilezity.
Kazda paska ma levy konec, zprava je nekonecna a prislusi ji vlastni hlava,
kterda miize ¢ist i zapisovat. Volba prechodu, ktery se v daném okamziku
provede, zavisi na aktualnich symbolech vSech pasek a na aktualnim stavu

stroje.

Akce, které se pri prechodu provedou, jsou obdobné jako u zékladniho
Turingova stroje. V jednom kroku miize stroj pfejit do jiného stavu, pre-
psat symboly, nad kterymi jsou umistény jednotlivé ¢teci hlavy stroje a po-
sunout tyto hlavy doleva, doprava, ¢i nechat je na misté (neni nutné, aby
se v8echny hlavy posunovaly ve stejném sméru). Pfechodova funkce takto
modifikovaného stroje bude mit nésledujici tvar (pro jednoduchost mizeme

predpokladat, Ze na vSech péaskich pouzivame stejnou abecedu I'):
§:(Q\F)xTF - QxTF x {L,R N}

Testovani, zda vicepaskovy Turingiiv stroj prijme dany fetézec symboli,
zacind z pocatecniho stavu, kdy je vstupni fetézec zapsan na prvni pasce
(ve stejném tvaru jako u klasického jednopaskového stroje). Ostatni pasky
jsou prazdné hlavy jsou umistény nad nejlevéjsim mistem. Retézec je piijat,

jestlize stroj prejde z pocatecni konfigurace do koncového stavu.

Dalo by se ocekavat, ze vicepaskovy Turingtv stroj bude mit vétsi silu,
nez jeho jednopaskovy protéjsek. Nasledujici véta vsak ukaze, Zze to neni
pravda. Uziti vicepaskového stroje miize byt v nékterych pripadech vhod-
néjsi, ale mnozina jazykt prijimanych Turingovym strojem se timto zpiso-

bem nezveétsi.

Véta 2.1 Ke kazdému vicepaskovéemu Turingovu stroji M existuje jednopas-
kovy Turingiv stroj M' tak, Ze L(M) = L(M').

Dukaz: Pouze naznacime princip provedeni dikazu. Predpokladejme, ze M
je k-paskovy Turingtv stroj, ktery pfijima jazyk L. Budeme postupovat tak,
ze ukazeme, ze obsah k-pasek lze zobrazit na jednu pasku tak, aby akce stroje
M byly simulovany jednopéaskovym strojem M’. Predstavme si pasky stroje

M paralelné pod sebou, zarovnané podle jejich levého konce. Dostaneme tim
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v podstaté tabulku o k-fadcich a nekoneénym poctem sloupcti, které po-
kracuji smérem doprava. Na kazdy sloupec se nyni muzeme divat jako na
usporadanou k-tici, pficemz je zfejmé, ze vSech moznych takovychto k-tic je
kone¢nd mnoho - konkrétné jich je |T'|* (kdyz do I' pocitdme i symbol #).
Pro zakédovani konfigurace k-paskového stroje M je jesté zapotiebi ulozit
informaci o tom, kde se nachazeji jeho ¢teci hlavy. To mizeme udélat rozsire-
nim péskové abecedy stroje o mnozinu novych symbolia I' = {Z | pro z € T'}
pricemz novy symbol  bude pouzit pro znazornéni toho, ze ¢teci hlava je
zrovna na pozici symbolu z. Paskova abeceda stroje M’ bude tedy obsaho-
vat uspofadané k-tice ve tvaru (zy,xs,...,Tx) pro x; € (F Uf) (pfi¢emz
kazda k-tice reprezentuje jeden samostatny symbol!) a navic jesté prazdny
symbol #.

Napiiklad pro £ = 3 a I' = {0,1,#} dostaneme jako jednu z moznych

konfiguraci ve tvaru:

1/1]of0]1]o0]1 ol1l1|1]o|#
olofl1lo|1]1]|T]|o0 0 1| # | #
1ottt |ol1l1|of1]1]0]0]|#

V tomto piipadé je paskova abeceda stroje M’ tvorena usporadanymi tro-
jicemi tvaru (21, s, 23), kde z; € {0,1,#,0,1,#} a prazdnym symbolem
#.

Vypocet jednopéaskového stroje M’ nad slovem w bude probihat tak, Ze
nejprve toto slovo ‘prelozi’ do vicepaskového formatu, nastavi pozice vsech
hlav na nejlevéjsi pozici a zapo¢ne samotnou simulaci k-paskového stroje.
Jeden krok k-péaskového stroje bude muset simulovat posloupnosti nékolika
dil¢ich krokti. Nejprve zjisti, které symboly jsou ulozeny pod ¢tecimi hlavami
a pak aktualizuje symboly na pasce podle prislusné prechodové funkce. Jesté
se museji dotesit ‘technické’ detaily jako je tieba, Ze kdyz stroj narazi na
symbol #, tak jej vzdy pfevede na symbol (#, #, #) atd. O

2.4.2 Nedeterministické Turingovy stroje

Nedeterministicky Turingtiv stroj se lisi od tradicniho Turingova stroje
tim, Ze jeho c¢innost neni Uplné determinovanad neboli v jednom okamziku
muze existovat vice nez jeden proveditelny prechod pro aktualni dvojici

stav/symbol. Jestlize nedeterministicky Turingtv stroj prejde do stavu,

k-tice jako symboly

Simulace vypoctu

Nedeterministické
Turingovy stroje
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v némz pro aktualni symbol neni proveditelny zadny prechod, stroj zrusi
vypocet. Jestlize nedeterministicky Turingtiv stroj prejde do stavu, v némz
je pro dany aktualni symbol proveditelnych vice pfechodi nez jeden, vybere
stroj nedeterministicky jeden z nich a pokracuje ve vypoctu zvolenym pre-

chodem.

Formalné je nedeterministicky Turingliv stroj definovan jako Sestice
(Q,%,T,0,q, F) stejné jako deterministicky Turingtv stroj, s tim rozdilem,
ze 0 je podmnozina kartézského soucinu ((Q\ F) xT') x (@ xT'x {L, R, N})
misto funkce z (Q \ F) x I" do Q x I'{L, R, N}. Z toho vyplyva, Ze nedeter-
ministické Turingovy stroje tvori tiidu obsahujici deterministické Turingovy
stroje, které jsme doposud zkoumali. Rikdme, Ze Fetézec w je piijat nedeter-
ministickym Turingovym strojem M, jestlize je mozné, aby stroj M presel
do koncového stavu, zacne-li vypocet se vstupem w. Slovni obrat ‘je mozné’
chapeme v tom smyslu, Ze pokud stroj nedosahne koncového stavu, miize
to byt vysledek Spatného rozhodnuti pfi volbé pfechodu a nikoli odezva na
vstupni fetézec. Mnozinu vSech fetézct pfijimanych nedeterministickym Tu-
ringovym strojem M definujeme jako jazyk L(M). Retézec w patii do L(M)
tehdy a jenom tehdy, jestlize existuje posloupnost prechodi stroje M, ktera

vede pii vstupu w k dosazeni koncového stavu.

Nedeterministicky Turingtiv stroj je zobecnénim tradi¢niho Turingova
stroje a proto kazdy jazyk prijimany tradi¢nim Turingovym strojem, je ptiji-
man také nedeterministickym Turingovym strojem. Diilezitéjsim poznatkem
je vSak to, ze nedeterministické Turingovy stroje nejsou schopny prijimat vice

jazykt nez deterministické.

Véta 2.2 Ke kazdému nedeterministickému Turingovu stroji M existuje de-
terministicky Turingdv stroj D tak, Ze L(M) = L(D).

Dukaz: Predpokladejme, ze M je nedeterministicky Turingtuv stroj, ktery
ptijima jazyk L(M). Musime dokazat existenci deterministického Turingova
stroje, ktery pfijima stejny jazyk. Navrzeny stroj bude fungovat tak, Ze na
zacatku vypoctu ‘ozavorkuje’ vstupni slovo specidlnimi symboly (napf. ¢,
ktery neni soucasti paskové abecedy ptivodniho stroje). Vzhledem k tomu,
Ze paska je zleva konecna, provede to tak, ze vstupni slovo w posune o jeden
symbol doprava a teprve pak zapiSe znacku na prvni pozici pasky zleva a za
posledni znak slova w. Z technickych divodu takto upravené slovo ozavor-

kujeme jesté dalsim novym symbolem nevyskytujicim se v ptvodni abecedé
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(napf. $). Dostaneme tedy slovo ve tvaru $¢w¢$. Déle rozsifime péaskovou
abecedu stroje o mnozinu I' obdobné jako pii ditkazu véty 2.1. Pomoci sym-
bolii z této mnoziny budeme opét zaznamenavat aktualni pozici hlavy v si-

mulovanych konfiguracich ptivodniho nedeterministického stroje M.

Na zacatku vlastniho vypoctu oznacime prvni symbol slova w symbo-
lem pro umisténi ¢teci hlavy a simulace miize zac¢it. Simulace bude ‘sledovat’
prechodovou funkci nedeterministického stroje s tim, ze kdyz narazi pfi vy-
poctu na situaci, ve které ma vice moznosti, tak provede ‘zduplikovani’ dané
konfigurace tolikrat kolik moznosti ma (resp. vytvori o jednu kopii méné,
protoze bude déle pracovat také s origindlem dané konfigurace). Duplikaci
provede jednoduse tak, Ze zkopiruje danou konfiguraci, (kterou ma ozavor-
kovanou mezi symboly ¢) mezi posledni ¢ a $, ktery je umistén az na samém
konci pasky vpravo. Na pasce bude tedy postupné béhem vypoctu nartistat
pocet moznych konfiguraci, které budou simulovany zdroven ! Tato paralelni
simulace mtze byt naptriklad provadéna tak, ze se budou prochazet vsechny
vytvorené konfigurace na pasce zprava do doleva a v kazdé se provede jeden
‘elementarni’ krok. Pokud se béhem vypoctu v nékteré z konfiguraci dojde
do koncového stavu pivodniho nedeterministického stroje, tak se vSechny
ostatni konfigurace smazou a tato se presune na zacatek pasky. Jesté je za-
potfebi pamatovat na ‘technicky’ detail, kdyz se béhem simulace dojde do
stavu, Ze pozice hlavy je na konci slova predstavujiciho konfiguraci (tedy pred
pravym symbolem ¢ aktualni konfigurace), tak se musi zbyvajici ¢ast pasky
za hlavou posunout doprava a na misto ptivodniho symbolu ¢, ktery se také

posunul doprava zapsat #. O

Ukoly k zamysleni:

Zamyslete se nad tim, jaké potencialni nebezpeci by hrozilo, kdyby se pri

simulaci prochéazely konfigurace v opac¢ném poradi - tedy zleva doprava!

Ukoly k zamysleni:

Specialni vyznam ma pro nas fakt, ze libovolny Turingtv stroj M lze simu-

lovat jednopaskovym Turingovym strojem M’ s abecedou {0,1}.

Prokazani zminénych ekvivalenci a dalsi velmi dobré divody néas vedou

k pfijiméni tzv. Churchovy (¢i Church—Turingovy) teze, Ze t¥ida jazykt pfiji-
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manych Turingovymi stroji predstavuje vrchol hierarchie strojové rozpozna-

telnych jazykt.

Teze 2.3 (Church—Turing) Ke kaZdému algoritmu je mozné zkonstruovat
s nim ekvivalentn? Turingtv stroj (p7i vhodném vyjadreni vstupi a vystupi
jako Tetézci v urcité abecedé). Ekvivalenci zde rozumime podminku, Ze algo-
ritmus 1 Turingiv stroj se zastavi (tj. jejich béh, vypocet po koneéném poctu
kroki skonci) prave pro tytéz vstupy, pricemz pro tyto vstupy budou prislusné

vystupy totozZne.

Pruvodce studiem:

Pokud tedy zname néjaky postup k vyfeSeni zadaného problému, mizeme

vzdy sestrojit Turingtv stroj, ktery tento postup bude realizovat.

Jinymi slovy: kazdy rozhodnutelny problém (piipadné jazyk, mnozina) je
turingovsky rozhodnutelny (tj. rekurzivni). Podobné kazdy ¢astecné rozhod-
nutelny problém (jazyk, mnozina) je turingovsky ¢astecné rozhodnutelny (t;j.

rekurzivné spocetny).

Ukoly k zamysleni:
Vsimnéte si, ze jelikoz kazdy Turingtv stroj je prikladem algoritmu, je obra-

cené tvrzeni ziejmé.

Churchovu tezi neni mozné dokazat jako matematickou vétu (pravé kvuli
‘intuitivnimu charakteru’ pojmu algoritmus); jelikoz vSak mame velmi dobré
divody k jejimu pfijeti, ¢asto pojmy ‘rekurzivni’ a ‘rozhodnutelny’ ztotoz-
nujeme. Nize zminime dikazy algoritmické nerozhodnutelnosti konkrétnich
problémi; ve skutecnosti exaktné dokazeme jen to, Ze nejsou rekurzivni (tj.
turingovsky rozhodnutelné) — v tvrzeni se tedy implicitné odvoldvame na

Churchovu tezi, ¢ehoz bychom si méli byt stale védomi.

Ukoly k zamysleni:

V textu se budeme drzet ‘vSeobecnéjsich’ pojmit jako je ‘rozhodnutelny’,
‘Castecné rozhodnutelny’ i tam, kde by z hlediska matematické exaktnosti
mélo byt radéji ‘rekurzivni’, ‘rekurzivné spocetny’. Bude dobré, kdyz si toto

aspon na nékolika pripadech dikladné promyslite. Dobrym cvic¢enim miize
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byt ptfiklad Postovy véty 1.3. Promyslete si jeji znéni ve vztahu ke znéni
‘Mnozina A je rekurzivni pravé kdyz A i A jsou rekurzivné spocetné’. (Cim
se lisi dikazy véty v jednotlivych znénich? Proc¢ jde vlastné o jednu a tutéz

vétu?)

Ve svétle predchozich tvah bychom nyni méli chapat, ze budeme-li dale
otazky teorie vycislitelnosti studovat na Turingovych strojich, dostaneme
vysledky, které jsou robustni — nezavislé na volbé tohoto konkrétniho mo-
delu (ke stejnym vysledktim bychom napf. dospéli, pokud bychom pouzivali

je ziejmy jiz z porovnéani definic Turingovych stroji a Pascalu]).

O jaké (robustni) vysledky jde? Pfedev§im samoziejmé puijde o proka-
zani nerozhodnutelnosti konkrétnich problémi. Jesté predtim si ale ukazeme

vysledek tykajici se existence urcitého, tzv. univerzdlniho, algoritmu.

2.5 Univerzalni Turinguv stroj

Ukoly k zamysleni:

Predstavte si, Ze Vam nékdo predlozi zadani Turingova stroje M (v dohodnu-
tém formatu. De facto se urcité jedna o fetézec v urcité dohodnuté abecedé,
byt napsany napft. ve vice fadcich na papife) a néjaké jeho vstupni slovo w.
dotycny Vas vyzve, at predvedete (simulujete) vypocet stroje M na slové w.
To, co pak budete provadét, bude zajisté naprosto mechanicky (algoritmicky)
postup, ktery jste schopni aplikovat na libovolny Turingtv stroj a libovolné

jeho vstupni slovo. Realizujete tedy urcity konkrétni algoritmus!

Ukoly k zamysleni:

Vsimnéte si, ze zastavi-li se M na w, coz budeme znacit M (w), vaSe ¢innost
po né&jakém case skon¢i — odhlizime ted od ¢asu a prostoru, ktery byste k dané
simulaci potfebovali — a jste schopni vydat ‘vystup’ totozny s (neprazdnym)
obsahem pasky v koncové konfiguraci stroje M dosazené pii vypoc¢tu nad w.
Tento obsah pasky (koneény fetézec) znac¢ime M (w) (v souladu s definici 2.7)
nebo prosté M(w). Pokud se M na w nezastavi, tj. =!M(w), vase simulace

je potenciadlné nekone¢na (a o néjakém ‘vystupu’ pak nebudeme hovofit).

‘Robustnost’
vysledk
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Tento algoritmus, ktery vykonavate pii zminéné simulaci Turingovych
strojii, musi ovSem podle Churchovy teze byt rovnéz realizovan néjakym
konkrétnim Turingovym strojem! Jisté Vés proto neptekvapi nasledujici véta.
Zde Kod(M) bude predstavovat dohodnutou formu zapisu Turingova stroje
M. Meélo by byt zfejmé, ze také zde miuzeme predpokladat, Zze uzijeme jen

abecedu {0, 1}, tj. Kod(M) € {0, 1}*.

Véta 2.4 (O univerzalnim Turingovu stroji)

Lze sestrojit Turinguv stroj U takovy, Ze pro libovolny Turinguv stroj M
s abecedou {0,1} a libovolné slovo w € {0,1}* plati:

1) ' M(w) < WU (Kod(M) -w) a

2) jestlize \M(w), pak M(w) = U(Kod(M) - w)

Pruvodce studiem:

Co vlastné tika tato véta? Jednoduse feceno se v ni tvrdi, ze lze sestrojit
takovy wuniverzalni Turingtv stroj U, ktery je schopen jako vstup prijmout
kéd jiného stroje M spolu s jeho vstupem w a zZe pak tento univerzalni
stroj dokaze simulovat chod zadaného stroje M. Pficemz se pozaduje, aby
po skonceni simulace (samoziejmé pouze pokud bude vypocet koneény) byl
stav pasky stroje U totozny s vystupem, jaky bychom dostali, kdybychom
primo spustili zadany stroj M na slovo w.

Koresponden¢ni ukol:

Sestrojte takovy konkrétni stroj U. Vyzaduje to samoziejmé urcity cas, ale de
facto se jedna o naprogramovani jednoduchého algoritmu, ktery dobie znate
— musite ovSem programovat v jazyce hodné ‘nizké arovné’. VAS univerzalni
stroj mize samoziejmé pouzivat pro jeho naprogramovani co nejvyhodnéjsi

formu kédu neomezujici se na abecedu {0, 1}.

Ukoly k zamysleni:

Uvédomte si ale, ze byste méli byt schopni rutinné upravit vas U pro piipad
Kod(M) € {0,1}* a navic by slo pozadovat, aby U mél také jen abecedu
{0,1}. Mimo jiné to znamend, Ze jej lze aplikovat i na svuj vlastni kéd —

zamyslete se nad tim!
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Ukoly k zamysleni:

Predchozi véta 2.4 mluvi o univerzalnim Turingovu stroji (schopném ‘prova-
dét praci’ libovolného Turingového stroje). Z hlediska diive zminéné robust-
nosti nasich vysledkl existuje takovy univerzalni ‘program’ v libovolné for-
malizaci algoritmti. Obecné tedy mtizeme hovofit o univerzdlnim algoritmu.
Promyslete si, pro¢ se na pocitac¢ lze divat jako na zafizeni realizujici onen

univerzalni algoritmus.

2.6 Jazyky prijimané Turingovymi stroji a neomezené

jazyky

TFida neomezenych jazykiu (jazyky typu 0) je generovana gramatikami, je-
jichz pfepisovaci pravidla nemusi mit zadny specialni tvar. Leva i prava
strana pravidla miize byt tvorena libovolnym koneénym retézcem terminala
a neterminall, pokud je v levém fetézci alespon jeden neterminal. Nékdy se

takovéto gramatice fikd Obecnd generativni gramatika.

Tiida neomezenych jazykti mtze byt generovana ‘gramaticky’, tj. jejich
fetézce mohou byt analyzovany cestou vyhledavani frazi vétné formy. V této
sekci budeme charakterizovat neomezené jazyky jako jazyky prijimané Tu-
ringovymi stroji. Pfesnéji feceno, tiida neomezenych jazykt odpovida prave
tfidé jazykt, prijimanych Turingovymi stroji. Dikaz tohoto tvrzeni prove-
deme ve dvou krocich. Nejdiive ukdzeme, Ze kazdy jazyk pfijimany Turin-
govymi stroji, je neomezenym jazykem. Pak dokazeme, Ze kazdy neomezeny

jazyk je prijiman Turingovymi stroji.

Véta 2.5 Kazdy jazyk prijimany Turingovymi stroji patri do tridy neomeze-

nych jazyki.

Dikaz: Pro nasledujici ivahy budeme pouzivat Turingiv stroj, ktery bude
mit jediny koncovy stav qx a po skonceni vypoctu nad zadanym slovem w
bude jeho stav pasky Y ### ... pti piijeti slova w a N### ... p¥i nepfi-

jmuti slova w.

Dikaz véty spociva v konstrukci gramatiky, kterd geneguje stejny jazyk,
jaky prijimé dany Turingiiv stroj. Pii této konstrukci vyuzijeme notace pro
konfiguraci Turingova stroje, tak jak jsme ji uvedli v definici 2.2. S pouzitim

této notace budeme obsah pasky stroje reprezentovat fetézcem paskovych

Jazyky typu 0
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symbolll uzavienym v zévorkach. Levy konec pasky znazornime symbolem [,
potom bude nasledovat fetézec symboli na pasce pocinaje nejlevéjsim mis-
tem, obsahujici alespon jeden prazdny symbol za poslednim neprazdnym a
nakonec uzavieme fetézec zévorkou |. Paska s obsahem xaxyx### ... bude
reprezentovana jako [raxyx#| nebo napt. [rxyx#H##H#F#] a pasku obsahujici
[#H#HraHyx#Ha#H#7#] lze reprezentovat posloupnosti [#H#HxeHyrHrH#HFH].
Aby byla reprezentace konfigurace stroje tplna, vlozime symbol oznacujici
aktualni stav stroje pravé vlevo od aktualniho symbolu v nasi reprezen-
taci pasky stroje. Je-li p jednim ze stavi stroje, potom [xpryzz#] bude
reprezentovat konfiguraci stroje, ktery je pravé ve stavu p a stav jeho pasky
je xTyxx##. (Mizeme predpokladat, ze symboly pouZité pro reprezentaci

stavl stroje jsou rtzné od péaskovych symboli stroje.)

Nasim tkolem bude ukazat, ze ke kazdému jazyku L prijimanému Turin-
govymi stroji mizeme sestrojit neomezenou gramatiku, ktera generuje jazyk
L. Zvolime Turingtv stroj M, ktery prijima fetézce zastavenim s konfiguraci
pasky Y### ... a pro n&jz L(M) = L.

Pro takovy stroj definujeme gramatiku G timto zpisobem: Neterminaly
v G budou S (pocétecni symbol gramatiky), [, |, symboly reprezentujici stavy
stroje M a paskové symboly M vcetné # a Y. Terminaly gramatiky G budou
symboly vstupni abecedy stroje M.

Jedinym pfepisovacim pravidlem, které obsahuje startovaci symbol bude

S — [qrY #]

kde qx je koncovy stav stroje. Toto pravidlo zarucuje, ze vSechny derivace
v této gramatice zacnou od konce néjaké posloupnosti konfiguraci stroje.

Zavedeme také pravidlo

# — ##],

které nam umozni rozsitit derivaci fetézec [qx Y #| na libovolnou délku. Déle
zavedeme pravidla simulujici pfechody v obraceném poradi. Pro kazdy pfe-

chod tvaru §(p, z) = (¢q,y, N) vytvofime pfepisovaci pravidlo

qy — pT.

(Napt. [zqy+#] lze prepsat na [zpx#], coz odrazi skutecénost, Ze stroj pie-
jde z konfigurace [zpx+#] aplikaci pfechodové funkce §(p,x) = (¢,y,N) do
konfigurace [zqy#].) Pro kazdy prechod tvaru d(p,x) = (q,y, R) zavedeme
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pravidlo
Yyq — px.

(Napt. [yqyz+#]) lze prepsat na [pryz#].) Pro kazdy prechod tvaru é(p, z) =
(¢,vy, L) a kazdy péaskovy symbol z stoje M, zavedeme pravidlo

qzy — ZpeT.

(Napt. [qzy#7#] 1ze prepsat na [zpx#+]) Seznam piepisovacich pravidel do-
plnime tfemi pravidly, ktera umozni za urcitych podminek odstranit neter-

minaly [, go, # a ]. Jsou to pravidla:

[qo# — ¢
##| — ]
#] — e

(Jestlize derivacemi ziskdme pocatecéni konfiguraci [qoryr##+] miZeme od-
stranit netermindly tak, ze dostaneme Tetézec ryz.)

Nakonec ukazeme, ze L(M) = L(G). Je-li w Fetézec patfici do L(M),
musi existovat posloupnost konfiguraci stroje M pocéinajici [gow#] a konéici

[qx Y #]. Mizeme proto vytvorit derivaci Fetézce w ve tvaru
S = [axY#] = - = [u#] = wH#] = w

Zacneme jednoduse aplikaci pravidla S — [¢xY #] a potom budeme opako-
vané aplikovat pravidlo #| = ##] dokud Tetézec [qxY ## ... #] nebude tak
dlouhy jako jedna z konfiguraci v posloupnosti, ktera reprezentuje vypocet
stroje M. Dale aplikujeme v opacném poradi prepisovaci pravidla odpovida-
jici pfechodiim v pivodni posloupnosti konfiguraci. Timto ziskdme vétnou

formu [gow#+# . . . #], kterou mizeme redukovat na w pomoci pravidel

##] — #]
#] — e
[qo# — €

Z toho vyplyva, ze w patii do L(G). Obracené, je-li dan fetézec z L(G), jeho
derivace predstavuje posloupnost konfiguraci, kterd naopak ukazuje, jak je

fetézec pfijiman strojem M. Proto kazdy fetézec z L(G) je také v L(M). O

Posun hlavy
doprava

Posun hlavy
doleva

Odstranéni
neterminalu
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Véta 2.6 KazZdy neomezeny jazyk je prijiman Turingovymi stroji.

Diikaz: Zacneme tim, Ze si vSimneme, ze je-li dikaz véty 2.1 aplikovan
na nedeterministicky vicepaskovy Turingiv stroj, ziskdme nedeterministicky
jednopéaskovy stroj M’, ktery bude pfijimat stejny jazyk jako vicepaskovy
stroj. Toto zjiSténi ndm umozni provést ditkaz tim, ze ukazeme, ze ke kazdé
gramatice G existuje nedeterministicky dvoupaskovy Turingtv stroj N tak,
ze L(G) = L(N). Stroj N muze byt potom simulovan nedeterministickym
jednopaskovym Turingovym strojem, ktery lze dale simulovat tradi¢nim Tu-

ringovym strojem podle véty 2.2.

Nyni ukazeme, jak lze kazdé prepisovaci pravidlo gramatiky implemen-
tovat Turingovym strojem. Pfesnéji feceno, jestlize se na pasce stroje nékde
objevi fetézec symboli v a gramatika obsahuje pravidlo v — w, kde w repre-
zentuje (potencialné préazdny) Fetézec terminali a neterminali, potom muize
stroj pomoci levych a pravych posunt spolu s operacemi zapisu nahradit
fetézec v fetézcem w. Nyni vytvorime nedeterministicky dvoupaskovy stroj,
ktery pracuje takto: Pasku 1 vyuzije k ulozeni vstupniho fetézce, ktery se
bude testovat. Zapise startovaci symbol gramatiky na pasku 2. Potom opako-
vané nedeterministickym zptisobem aplikuje piepisovaci pravidla na Fetézec,
ktery je na pasce 2. (Rikdme nedeterministickym zpfisobem, protoze v da-
ném okamziku muze existovat vice nez jedno pouzitelné pravidlo.) Kdyz se
na pasce 2 objevi fetézec pouze z terminalii, srovna tento retézec se vstupnim
fetézcem ulozenym na pasce 1. Jsou-li fetézce identické, zastavi; kdyz budou

fetézce rizné, vstoupi do nekonecné smycky.

P1i tomto vypoctu se vyuziva paska 2 k tomu, aby se na ni postupné vy-
tvarely derivace podle prepisovacich pravidel gramatiky. Jestlize lze vstupni
fetézec ziskat derivacemi podle dané gramatiky, je mozné, ze bude vygenero-
van na pasce 2. V tomto pripadé stroj prijme vstup tak, ze zastavi. Jestlize
vstupni fetézec nelze derivovat podle dané gramatiky, fetézec generovany na
pasce 2 nebude nikdy odpovidat vstupnimu a stroj nebude moci fetézec pfi-
jmout. Z toho plyne, Ze jazyk priijimany strojem je pravé jazyk generovany

gramatikou. O

Shrnuti:

- Nejen proto, abychom mohli prokazat nerozhodnutelnost nékterych

konkrétnich problémt, musime nejprve formalizovat a presné definovat
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pojem algoritmu. My budeme pojem algoritmu ztotoznovat s Turingo-

vym strojem, ktery navrhl ve 30-tych letech Alan M. Turing.

- Turingovy stroje jsou jistym zptsobem podobné konecnym automattim
s tim, ze maji jistym zpusobem rozsifenu instrukcni sadu akci, které
mohou provadét. Kazdy krok stroje je urcen tzv. prechodovou funkci,
ktera v zavislosti na aktualnim ¢teném symbolu a vnitinim stavu stroje
urcuje chovani stroje, do kterého nového vnitfniho stavu ma prejit, co
zapsat na pasku a kam pohnout hlavou. Vypocet stroje vzdy konci

prechodem do nékterého z jeho koncovych stavi.

- Turingovy stroje se daji pouzivat bud k realizaci zobrazeni nebo k roz-
hodovani a prijimani jazykt. V této souvislosti pak hovorime o rekur-

zivnich a rekurzivné spocetnych jazycich.

- Kazdy Turingtv stroj je mozno zakédovat v predem domluveném for-
méatu nad zvolenou abecedou. V tomto kédu je ulozeno celé chovani
stroje vcetné poctu stavi a prechodové funkce, tak aby bylo mozno
pri zadani tohoto kddu spolu se vstupem rekonstruovat resp. simulovat
vypocet tohoto stroje nad zadanym vstupnim slovem. Piesné tohle je
uloha tzv. Univerzalniho Turingova stroje. Jedna se v jistém smyslu
o univerzalni algoritmus, ktery je schopen realizovat libovolné zobra-

zeni, které dostane zadano ve formé kédu Turingova stroje.

- I kdyz povolime Turingovu stroji pouzivat vice pasek, respektive zave-
deme nedeterministické chovani tim, ze povolime stroji, aby si v jednom
okamziku sam zvolil jednu z moznych akci jeho vypocetni sila se ne-
zvétsi. Tyto i jiné dalsi divody nas vedou k presvédceni o platnosti
Church—Turingovy teze, ktera tvrdi, ze kazdy algoritmicky postup je
realizovatelny Turingovym strojem.

- Turingovy stroje jsou schopny pfijimat jazyky, které jsou v Chomp-
ského hierarchii generativnich jazykt reprezentovany jazyky typu 0,

tyto jsou generovany gramatikami, na které nejsou kladeny zadna ome-

zeni. Proto se témto jazykim také nékdy rikd neomezene jazyky.

Kontrolni otazky:

1. Popiste slovné co to je Turingiv stroj a porovnejte ho s konecnymi

automaty.
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2. Vysvétlete v jakém smyslu miize Turingtiv stroj pouzivat pasku jako
pamét.

3. Objasnéte, jak jsou Turingovy stroje schopny realizovat zobrazeni.

4. Vysvétlete rozdil mezi pojmy ‘pfijiméni jazyka’ a ‘rozhodovani jazyka’.

5. Jaky je rozdil mezi deterministickym a nedeterministickym Turingovym

strojem?
6. Jaky je prakticky ptfinos Curch—Turingova teze?
7. Objasnéte ¢innost Univerzalniho Turingova stroje.

8. Charakterizujte tfidu jazyki rozpoznatelnych Turingovymi stroji.

Cviceni:
1. Navrhnéte Turingtv stroj, ktery realizuje zobrazeni
w— ww prow € {a,b}”

2. Navrhnéte Turinguv stroj, ktery rozhoduje jazyk

L= {ww® | w e {a,b}*}

3. Zakoédujte stroj z ptedchoziho cvi¢eni pomoci Vami zvoleného kédovani.

4. Navrhnéte Nedeterministicky Turingiiv stroj, ktery rozhoduje jazyk

L ={ww|we{a,b}"}

Pojmy k zapamatovani:

Turingtv stroj

prechodova funkce

konfigurace Turingova stroje

relace néasledovani

pocatecni a koncova konfigurace
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zastaveni Turingova stroje

realizace zobrazeni Turingovym strojem
prijimani jazyka

rozhodovani jazyka

rekurzivni jazyk

rekurzivné spocetny jazyk
nedeterministicky Turingtiv stroj

Univerzalni Turingtiv stroj
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3 Nerozhodnutelné problémy

Cil:
V této sekci se budeme vénovat problémim, o kterych si ukdzeme, ze jsou

algoritmicky nerozhodnutelné. Po jejim prostudovani byste méli:

- byt schopni ukéazat, ze existuji problémy, které nejsou rozhodnutelné,

- znat postup, pomoci kterého se ukaze nerozhodnutelnost dalsich pro-
blémi,

- umét vyjmenovat nékolik zakladnich nerozhodnutelnych problémii a

byt schopni jejich nerozhodnutelnost dokazat.

3.1 Problém zastaveni

Je nacase uvést priklad problému, ktery algoritmicky rozhodnutelny neni.

Problém HP (Halting Problem) - Problém zastaveni

Instance: Turinguv stroj M — resp. jeho kéd Kod(M) v abecedé {0, 1}
a slovo w € {0, 1}*.

Otdzka: Zastavi se M na w (plati !M(w)) ?

Véta 3.1 Problém HP neni rozhodnutelny.

Dikaz: Dukaz je vedeny sporem. Predpokladejme, Ze existuje Turinguv
stroj H, ktery se pro libovolny vstup u € {0, 1}* tvaru u = Kod(M) - w pro
néjaky stroj M a slovo w zastavi a rozhodne, zda M (w) ¢ nikoliv (skonci
napt. bud ve spec. stavu gu,, nebo v ¢y,.). U stroje H je mozné predpokladat
abecedu {0, 1}. Sestrojme nyni stroj H' s abecedou {0,1}, ktery se chova
nasledovné: vstupni slovo v € {0, 1}* nejprve zdvoji (vytvoii slovo vv) a
na to ‘spusti’ (jako podprogram) stroj H. Jestlize (podprogram) H skond¢i
ve stavu @uno, stroj H' prejde do nekone¢éného cyklu (a tedy se nezastavi);
jestlize H skonéi ve stavu g, stroj H' se zastavi (stav g,. bude také jeho
koncovym stavem). KdyZ ovSem nyni prozkoumame, zda se H' pfi spusténi
na svij kéd Kod(H') zastavi ¢i nezastavi, dospé&jeme pii obou moznostech

k logickému sporu (zastavi se a nezastavi se zarovetl). O

Jelikoz HP je ziejmé Castecné rozhodnutelny (¢astetné ho rozhoduje

napt. univerzalni Turinguv stroj), dostavame:

Problém zastaveni

HP je castecné
rozhodnutelny
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Dausledek 3.2 Problém HP je prikladem problému (¢i jazyka), ktery je éds-

tecné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

Pruvodce studiem:

Je uzitecné si vsimnout, ze pii dikazu nerozhodnutelnosti problému H P jsme

vlastné ukazali nerozhodnutelnost jeho podproblému, ktery oznacime DH P

Problém DHP (Diagonal Halting Problem)
Instance: Turinguv stroj M dany svym kédem Kod(M)

Otdzka: Zastavi se M na svtj kéd (tj. na slovo Kod(M))?

Véta 3.3 Problem DHP je cdastecné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

3.2 Prevody problémti

Mame-li dokazanu nerozhodnutelnost jednoho problému, je mozno ji vyu-
zit k prokazani nerozhodnutelnosti dalsich problému. Napi. z nerozhodnutel-
nosti problému P ihned plyne nerozhodnutelnost jeho doplikového problému
(ANO, NE prehozeny). Srovnejte Tvrzeni 1.2. Vice uzite¢ny je ovSem nésle-

dujici pojem:

Definice 3.1 Problém P1 je (algoritmicky) preveditelny na problém P2,
oznacme P1 ~» P2, jestlize existuje algoritmus A, ktery pro libovolnou in-
stanci I problému P1 (chdpanou jako jeho vstup) sestroji (tzn. skonci svij
vypocet a jako vystup vydd) instanci problému P2, oznacme ji A(I), pFicemz
plati, Ze odpovéd na otdzku problému P1 pro instanci I je ANO prdvé tehdy,
kdyz odpovéd na otazku problému P2 pro instanci A(I) je ANO.

Privodce studiem:

Je dilezité, aby se Vam pravé uvedena definice dostala takiikajic pod kizi,
protoze v podstaté cela teorie vycislitelnosti a posléze i teorie slozitosti je za-
lozena na prevodech jednoho problému na druhy. K prevodiim mezi problémy
se vaze pékna historka o jednom informatikovi. Byl s nim délan rozhovor a

jen tak mimochodem se ho zeptali, jak si vaii kdvu. Jednoduse odpovédél,
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ze napusti vodu do konvice, postavi na vari¢ a az voda zacne viit, tak si
kafe zaleje. Jednomu z pfihlizejicich to nedalo a zeptal se, jak by postupoval,
kdyz by uz néjaka voda v konvici byla. On mu na to s naprosto vaznou tvari
odpovédeél: , To je jednoduché, vodu bych vylil a pak bych postupoval stejné
jako v pfedchozim pfipadé“ Vidite, kde vSude se da znalost algoritmické

preveditelnosti pouzit! :-)

Ukoly k zamysleni:

Nemeélo by Vas prekvapit, ze pojem rekurzivni preveditelnosti se definuje
obdobné s tim, Ze pojem algoritmus se nahradi pojmem Turingtv stroj. Pri-
pomenme, ze pii ptijeti Churchovy teze jsou pojmy rekurzivni a algoritmické

preveditelnosti totozné.

Jelikoz problému typu ANO/N E koresponduje dfive uvedenym pfiroze-
nym zpusobem urcity jazyk (sestavajici ze vSech fetézcii popisujicich instance
s odpovédi ANO), dostavame takto rovnéz pojem (algoritmické) preveditel-

nosti jazykiu.

Uzitecnost uvedeného pojmu algoritmické preveditelnosti pro nase ucely

vyslovuje nasledujici tvrzeni, jehoz diikaz by mél byt ziejmy.

Tvrzeni 3.4 Je-li P1 ~~ P2 a problém P1 je nerozhodnutelny, je i problém

P2 nerozhodnutelny.

Pruvodce studiem:

vvvvvv

bec, proto je nezbytné nutné ji do diisledku promyslet a pochopit. Je dilezité
davat pozor na poradi problémi, ktery prevadime na ktery. Nejcastéjsi chyba
pri pouzivani této véty spociva v tom, ze kdyz nekdo chce prokazat nerozhod-
nutelnost néjakého problému P, tak se ho snazi prevést na problém, o kterém
jiz vime, Ze je nerozhodnutelny. Pozor!!! Déla se to presné naopak! A je to i
logické. Postup je tedy takovy, ze vezmu néjaky problém P1, o kterém vim,
ze je nerozhodnutelny a tento problém pfevedu na problém P2, jehoZ neroz-
hodnutelnost se snazim prokazat. Hlavni myslenka spociva v tom, ze kdyby

problém P2 byl rozhodnutelny, tak bych vlastné mél navod, resp. postup, jak
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fesit problém P1, o kterém vim, Ze je nerozhodnutelny a tedy fesit nelze, coz

samoziejmé dava spor. U

Priklad 3.1

Takto se napt. prokaze nerozhodnutelnost problému UH P

Problém UHP (Uniform Halting Problem)
Instance: Turingtiv stroj M dany svym kédem Kod(M)

Otdzka: Zastavi se M na kazdy vstup (tj. plati Yw: M (w)) 7

Budeme tedy postupovat tak, ze pfevedeme H P na UH P. Pii prokazani
HP ~ UH P stac¢i navrhnout algoritmus, ktery k zadanému (M, w) sestroji
stroj M’, jenz nejdfive otestuje vstup a v pfipadé, Ze jde o w, ‘spusti’ (pod-
program) M a v opa¢ném piipadé se ihned zastavi. Je vidét, Ze kdyz nové
vytvoreny stroj M’ dostane jako vstup slovo odlisné od w, tak se vidy zastavi,
¢ili jedinou moznost se nezastavit ma pouze tehdy, kdyz na vstup dostane
slovo w. V tomto pripadé se zastavi pravé tehdy, kdyz se na slovo w zastavi

i pavodni stroj.

3.3 Postiuv korespondenc¢ni problém
Uvedeme ptiklad jiného diilezitého nerozhodnutelného problému:

Problém PKP (Posttiv korespondené¢ni problém)

Instance: Dvojice seznamii uy, Ug, . . ., Uy & U1, Ve, . .., U, (pronéj. n > 1)

neprazdnych fetézci (slov) v néjaké abecedé.

Otazka: Ma PKP pro danou instanci feseni? Tj. existuji indexy

01,09, ooy ipy 7 > 0, tak, Ze wj Uy ... u;, = VU .0 7 (Jestlize i = 1,

T

hovofime o inicidlnim FeSeni.)

Priiklad 3.2

Mgjme ¥ = {0, 1} a dale dva seznamy fetézct U a V. Kazdy z nich obsahuje
tii fetézce: U = (uq,ug,uz) a V= (v1,vg, v3), piicemz u; = 1, us = 10111,
uz = 10 a v; = 111, vy = 10, v3 = 0.
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Seznam U | Seznam V
i U; V;
1)1 111
2| 10111 10
3|10 0

V tomto pfipadé PK P ma néasledujici feseni: r = 4,1, = 2,15 = 1,13 =
1,14 = 3. Pak

U2U1 U U3 = V2V1V1V3 = 101111110

Priklad 3.3

Méjme ¥ = {0, 1} a déle dva seznamy Tetézct U a V. Kazdy z nich obsahuje
tii Tetézce: U = (uq,ug,uz) a Vo = (v1,vq,v3), piicemz u; = 10, uy = 011,
ug = 101 a v; = 101, v, = 11, v3 = 011.

Seznam U | Seznam V
i U; V;
1110 101
21011 11
3| 101 011
Predpokladejme, ze tato instance PK P mé TeSeni i1,1%9,...,%y,. Je zlejmé,

ze iy = 1, protoze zadny Tetézec zacinajici na uy = 011 nemtze byt shodny
s Tetézcem zacinajicim na vy = 11; obdobné pro us = 101 a v3 = 011.
Napiseme tetézec ze seznamu U nad odpovidajici fetézec ze seznamu V.

Takze méame:

10
101

Dalsi vybér z U musi zacinat symbolem 1. Tedy i; = 1 nebo i; = 3. Ale
12 = 1 nebude fungovat, protoze zadny fetézec zacCinajici na u;u; = 1010 se

nemtze rovnat fetézci zac¢inajicim na vyv; = 101101. Pro i3 = 3 mame

10101
101011
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Vzhledem k tomu, Ze fetézec ze seznamu V' opét presahuje fetézec ze seznamu
U o jeden symbol 1, musi z obdobnych divodt 13 = iy = --- = 3. Vidime
tedy, ze existuje jen jedna mozné posloupnost vybért indexi, kterd generuje
pripustné fetézce. Pro tuto posloupnost bude fetézec vytvoreny ze seznamu

V vzdy o jeden symbol delsi. Proto tento PK P nema feseni.

Pruvodce studiem:

Diikaz nerozhodnutelnosti problému P K P lze provést napriklad prokazanim
preveditelnosti HP ~~ IPKP ~~ PKP, kde problém [PKP je zadan ob-
dobné jako PK P, jen otazka se pta, zda existuje inicialni feseni pro danou
instanci. Hlavni myslenka preveditelnosti HP ~~» I PK P spociva v nasledu-
jicim: k danému M, w se sestroji prvni ¢leny seznamii u; = $, v; = $qow$
(kde qo je pocéate¢ni stav M). Dalsi dvojice se voli tak, aby jedind mozna
cesta k ziskani inicidlniho feseni spocivala v urcité simulaci vypoctu M na w

s tim, Ze TeSeni existuje pravé kdyz M se zastavi na w.

Dukaz: (IPKP ~~ PKP)

Pro provedeni dikazu je zapotiebi zkonstruovat algoritmus prevodu instance
I PK P na instanci PK P, tak aby platilo, ze [ PK P ma inicidlni feSeni praveé
tehdy, kdyz PK P ma libovolné feseni. Musime tedy navrhnout postup, kte-
rym ke kazdé instanci /[ PK P budeme schopni zkonstruovat instanci PK P.
Necht

U=wuy,ug,...;,ur a V =v1,09,...,0

je zadani IPK P. Déle necht ¥ je abeceda obsahujici vSechny symboly vy-
skytujici se v Fetézcich seznamt U,V a nechf ¢ a $ nejsou obsazeny v X.
Vytvoime z; z u; vlozenim symbolu ¢ za kazdy znak ve slové u;, podobné vy-
tvofme y; z v; vloZzenim symbolu ¢ pfed kazdy znak ve slové v;. Déle vytvoirme

nova slova

Ty = ¢1, Yo = U1
Tpr1 = 8, Yrt1 = ¢3
Nyni vytvorime nové seznamy X = xg,zl,...,Zkr1 2 Y = Yo, Y1, -, Ykt1,

které budou vstupem pro PK P. Napriklad pro seznamy U,V z predchoziho
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prikladu dostaneme nasledujici seznamy X, Y:

IPKP PKP
Seznam U | Seznam V' Seznam X | Seznam Y

i u; Vj i Ti Yi
1)1 111 0 ¢1¢ $1¢1¢1
2 | 10111 10 114 $1¢1¢1
3110 0 2 | 1¢06161¢1¢ | ¢1¢0

3| 1¢0¢ ¢0

4% ¢$

Je zfejmé, ze pokud ma vytvoreny P K P feseni, tak musi zacinat dvojici slov,
s indexem 0, protoze pouze tato jedina dvojice ma prvni spoleény symbol ¢.
Tato dvojice jistym zptisobem koresponduje s prvnimi slovy z ptivodniho
IPK P. Dale je vidét, ze kdyz najdeme feSeni vytvoreného PK P se seznamy
X,Y, tak budeme umét najit i feseni ptivodniho I PK P prostym vynecha-
nim specidlnich symboli ¢ a $§. Podafilo se nam tedy ukazat, ze kdyz existuje
algoritmus rozhodujici PK P, dokazeme vytvorit algoritmus pro rozhodovani
I PK P tim, ze prevedeme libovolnou instanci /PK P na PK P pravé uvede-

nym zpusobem. 0

3.3.1 Nerozhodnutelnost PKP
Nyni jiz mtzeme pristoupit k ditkazu nerozhodnutelnosti PK P
Véta 3.5 Postuv korespondencni problém je nerozhodnutelny.

Dikaz: Diuikaz provedeme jiz diive naznacenym zptisobem tj. pfevodem
HP ~ IPKP ~» PKP. Vzhledem k tomu, ze ptevod IPK P ~» PKP jsme
jiz ukazali, sta¢i nyni prokazat prevod HP ~» IPK P. Musime tedy zkon-
struovat algoritmus, ktery ke kazdé instanci HP (tedy Turingovu stroji M
respektive jeho kédu Kod(M) a slovu w) sestroji dva seznamy slov U, V', které
budou vstupem pro I PK P, tak aby platilo, ze vytvorena instance I PK P ma
feseni praveé tehdy, kdyz Turingtv stroj M pfijima slovo w. Pro dany Turin-

guv stroj a slovo zkonstruujeme instanci [ PK P takovou, ze kdyz bude mit

Prevod HP
na IPKP
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feSeni, tak bude ve tvaru:

#HqwHarq1 B4 - - - #Fonqe Sr#,

kde Tetézce mezi po sobé jdoucimi symboly # jsou po sobé jdouci konfigurace
Turingova stroje M se vstupem w a koncovym stavem g;. Dostaneme tak
vlastné zakédovanou celou posloupnost vypoctu Turingova stroje M nad
slovem w od pocatecni konfigurace gow az po nékterou koncovou konfiguraci
arqrPr (pokud ovSem néjaky takovy konecny vypocet existuje, pokud se dany
Turingiiv M stroj na slovo w zacykli, tak zjevné takto konstruovany /P K P
nebude mit FeSeni, coz je pfesné to, co jsme potfebovali). Formalné jsou
dvojice Tetézcii vytvarejicich seznamy U,V uvedeny nize. Kromé prvniho
paru, ktery musi byt pouzit prvni, je poradi ostatnich part nepodstatné a

nijak neovliviiuje existenci reSeni. Pary proto uvedeme bez indexi.

Prvni vytvoreny par je:

Seznam U Seznam V

i HFaow

Zbyvajici pary miizeme nasledovné seskupit do skupin:

Skupina I

Seznam U Seznam V
X X pro kazdé X € I

i i

Skupina II. Pro vSechny ¢ € Q\ F,p e Q a XY, Z €I

Seznam U Seznam V

qX Yp jestlize 6(q, X) = (p, Y, R)
ZqgX pZY jestlize d(q, X) = (p,Y, L)
q# Yp#  jestlize 0(q,#) = (p, Y, R)
Za#  pZY#  jestlire 5(q.#) = (p,Y, L)

Skupina III. Pro vSechna g € F, a X,Y €I

Seznam U Seznam V
XqY q
Xq q
qY q
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Skupina IV

Seznam U Seznam V

qHH # pro kazdé q € F

Ukoly k zamysleni:
Promyslete si, ze takto zkonstruovana instance I P K P ma feSeni pravé tehdy,

kdyz existuje konecny vypocet stroje M na sloveé w.

Cely postup si pfedvedeme na nasledujicim ptikladu.

Priklad 3.4

Vezméme M = ({QIu q2, Q3}7 {07 1}7 {07 1}7 67 q1, {Q3})7 pﬁéemi pfeChOdOVé
funkce 0 je definovana néasledovné:

¢ | 3(¢:,0) | gi1) | 8(a #)
q1 (q2717R) (q2707L) (q2717L)
q2 (q3707L) (Q1707R) (Q2707R)
qs — - —

Jako vstupni slovo pouzijeme w = 01. Zkonstruujeme instanci /PKP se
seznamy U, V. Prvni par je # pro seznam U a #q,01# pro seznam V. Ostatni

pary jsou:

Skupina 1

Seznam U Seznam V
0 0
1 1

i i
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Skupina I1

Seznam U Seznam V
¢10 1go 2 6(q1,0) = (q2, 1, R)

0g11 q200

5(q1,1) = (o, 0, L
g1 o} #Jn D= (@00

1

091# q20 # } 7 5(q1’#) _ (q2,1,L)
lg1# 114
0g20 q300

0(q2,0) = (g3,0, L
1420 o} #900=(@0.0)
q21 Oql Z 5(q27 1) - (qlvovR)
QQ# OQQ# Z 5(q27 #) = (q2707 R)

Skupina 111

Seznam U Seznam V

0g30 qs
0gs3l qs
1g30 qs
1gs1 s
0gs q3
1gs qs
30 qs
g3l q3

Skupina IV

Seznam U Seznam V

G3HHf i

Poznamenejme, ze M prijima vstupni slovo w = 01 posloupnosti konfiguraci:
qul, 1QQ1, 10(_]1, 1(]201, Q3101

Podivejme se, jestli existuje feseni [ PK P, ktery jsme pravé zkonstruovali.
Prvni par dava ¢asteéné feseni (#, #¢101#). Po blizsim prozkouméni dvojic
fetézci vidime, ze jedina cesta, jak ziskat delsi ¢astecné TeSeni, je pouzit
jako dalsi par (¢;0,1¢qs), coz odpovida prechodu Turingova stroje ze stavu

q1 do stavu qy. Vysledné astecné feseni je (#q10, #q01#1¢,). Cast, ktera
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nyni nadbyva v druhém fetézci je 1#1qo. Dalsi tfi pouzité pary musi byt

(1,1), (#,#), (1,1). Castecné feseni pak bude (#q101#1, #q01#1q2141).
Ptebytek je nyni go1#1. Dalsim postupem dojdeme az k c¢astecnému teseni

(ya yl#q310)7 kde
y = #q10141g219 101 #1920

Protoze q3 je koncovy stav, mizeme nyni pouzit pary ze skupin I, III a IV

k nalezeni feseni instance I PK P. Vybér pari je

(17 1>> (#7 #)7 <QB17 Q3)7 (07 0)7 (17 1)7 (#7 #)7 (Q307 Q3)
(17 1>> (#7 #)7 <QB17 Q3)7 (#7 #)7 (Q3##7 #)

Tedy nejkratsi slovo, které miize byt vytvofeno odpovidajicimi fetézci ze

seznamt U, V' zacéinajici prvnim parem je

#Hq101#1q21#10q1 #162014q3101#q301# g3 1H# gz #F#

3.4 Dalsi nerozhodnutelné problémy

S pouzitim véty 3.4 je mozno PK P pouzit k dikazu nerozhodnutelnosti né-
kterych problémi v teorii formalnich jazykt. Napi. lze PK P snadno prevést

na nasledujici problém:

Problém IBKJ (Neprazdného priniku dvou BK.J)
Instance: Dvé bezkontextové gramatiky G, Go

Otdzka: Plati L(G1) N L(G3) # 0 7 (Tzn. ‘Lze néjaké slovo vygenerovat

obéma gramatikami?’)

Véta 3.6 Problém neprazdného priniku dvou bezkontextovych jazyki je ne-

rozhodnutelny.

Dikaz: Dtkaz provedeme prevodem PKP ~~ IBK.J. K zadané instanci
PKP

U=uy,us,...,u, a V =v1,v9,...,0,

sestrojime instanci problému IBKJ, tj. dvé bezkontextové gramatiky G,

a (G5. Budeme pozadovat, aby tyto nové zkonstruované gramatiky genero-

Nejkratsi mozné
feSeni

Problém
neprazdného
pruniku



Zkonstruované
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valy jazyky s neprazdnym prinikem pravé tehdy, kdyz PK P bude mit fe-
seni. Predpokladejme, Ze nové zavedené symboly aq, as, . . ., a, se nevyskytuji
v zadném z Fetézcli seznamii PK P. Potom bezkontextové gramatiky G a

G5 muzeme navrhnout nasledovneé:

Gi: S—uSay|---|uySayle
Gy: S —wvSay|---|v,Sayle
Nové zavedené symboly aq,as, ..., a, zajistuji, aby pro potencialni shodna

slova generovana obéma gramatikami musela existovat v obou gramatikach
odvozeni slozena praveé ze stejnych posloupnosti vybéru pravidel. Tedy aby
byla zajisténa korespondence odpovidajicich part slov ze seznamt instance
PKP. OJ

Velmi podobné se da ukdzat nerozhodnutelnost nasledujiciho problému:

Problém ABKG (Nejednoznacnosti BKG)
Instance: Bezkontextova gramatika G

Otdzka: Je zadana gramatika nejednoznacna? (Tzn. ‘Lze né&jaké slovo

vygenerovat dvémi riznymi odvozenimi (derivacemi) 7’)

Dalsi nerozhodutelné problémy tykajici se bezkontextovych jazyku, které
vyplyvaji pfimo z pfedchozich jsou naptiklad otézky, zda ‘L(G) = X* 7" nebo
zda ‘L(G1) = L(G3) 7 apod.

Shrnuti:

- Nékteré problémy, ac je jejich zadani a formulace pomérné jednoduché
jsou nerozhodnutelné. V praxi to znamen4, ze at bychom se snazili se-
bevic, tak se ndm nikdy nemiize podarit zkonstruovat algoritmus nebo
néjaky pocitacovy program, ktery by dokazal na vsechny piipustné in-

stance daného problému dat spravnou odpovéd.

- Zakladnim takovym nerozhodnutelnym problémem je otazka, zda se
zadany Turinglv stroj M zastavi, ¢i nezastavi na urcité vstupni slovo
w. Tento problém neni rozhodnutelny, ale je ¢astecné rozhodnutelny.
Nejpiihodnéji nam v této situaci poslouzi Univerzalni Turingiiv stroj

zminény v predchozi kapitole, ktery pomoci simulace chodu zadaného
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stroje M je schopen Tict, Ze se vypocet stroje M na slové w zastavil a
dokonce nam i sdéli vysledek vypoctu. Na druhou stranu, kdyz se M
na w nezastavi, tak i samotna simulace nebude mit konce a tudiz se

kyzené odpovédi nikdy nedockame.

- Néjaky problém je preveditelny na jiny problém, jestlize jsme schopni
navrhnout obecny algoritmus pievodu instance prvniho problému na
instanci druhého problému, tak aby se zpétné dalo usuzovat na feseni
prevadéného problému, jinymi slovy, aby odpovédi na otazky kladené

u jednotlivych problémi byly shodné.

- Kdyz méame jeden zarucené nerozhodnutelny problém, miizeme pomoci
néj prokazat nerozhodnutelnost celé rady problémt, na které budeme
schopni tento problém prevést. Kdyby totiz tyto problémy byly resi-
telné, méli bychom v podstaté postup, jak Tesit i ptivodni nefesitelny

problém.

- Dalsi problém, o kterém miizeme s jistotou tvrdit, Ze je nerozhodnu-
telny, je tzv. Postiv korespondencni problém, u kterého jde o nalezeni
posloupnosti part slov ze dvou seznamii takové, aby po zietézeni téchto

slov vznikly shodné fetézce.

- 7 oblasti bezkontextovych jazykd pak mame napiiklad nerozhodnu-
telny problém neprazdného priniku dvou bezkontextovych gramatik,
pripadné problém viceznacnosti bezkontextové gramatiky, jejichz ne-
rozhodnutelnost se snadno prokaze prevedenim P K P na odpovidajici

problém.

Kontrolni otazky:

1. Ukazte, ze problém zastaveni je ¢astecné rozhodnutelny.

2. Vysvétlete princip dikazu tvrzeni 3.4.

Cviceni:
1. Navrhnéte Turingiv stroj, ktery c¢astecné rozhoduje jazyk

L=1{d"|i=2kkecN}
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a na tomto stroji demonstrujte diitkaz prevodu HP na [PKP.

2. Dokazte, ze problém nejednoznacnosti bezkontextovych gramatik je ne-

rozhodnutelny.

Pojmy k zapamatovani:

problém zastaveni

algoritmicka preveditelnost problému

Postiiv korespondené¢ni problém

inicialni Posttv korespondenc¢ni problém
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4 Enumerace Turingovych stroju

Cil:
Nyni se zamérime na jazyky, které nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné, k ce-
muz nam dopomuze jisté sefazeni resp. enumerace Turingovych stroji. Po

prostudovani této kapitoly budete:

- znat postup, pomoci kterého je mozno enumerovat vsechny Turingovy
stroje,

- umeét nad libovolnou abecedou zkonstruovat jazyk, ktery neni ani ¢as-
tecné rozhodnutelny,

- schopni pomoci Riceovy véty o celé fadé problémi schopni prohlasit,

zda jsou nerozhodnutelné.

Vsimnéme si nyni, Ze vSechny Turingovy stroje (s abecedou {0, 1}) lze pfi-
rozené sefadit (oCislovat, enumerovat). Uz jsme si uvédomili, ze Turingovy
stroje (s abecedou {0,1}) lze kédovat Fetézci nul a jednicek. Kdyz si uvédo-
mime, ze pro libovolnou konecnou abecedu ¥ (tedy i pro ¥ = {0, 1}) je mno-
zina X* nekonefné spocetna (Fetézce lze napt. usporadat pomoci rostouciho
usporadant, které bylo zminéno v definici 4), je ihned jasné, Ze i Turingovych

stroji je nejvyse spocetné — samoziejmé ovsem nekonecné spocetné.

Navic ndm zminéné uspofadani fetézct z {0,1}* automaticky dava pii-
rozené usporadani Turingovych stroju (podle jejich kédt v abecedé {0,1}):
je tedy mozné hovotit o enumeraci My, My, Ms, ... Turingovych stroju (¢i
jejich kédw). Navic piislusné zobrazeni N' — {w € {0,1}* | w = Kod(M)
pro néjaky Turingtv stroj M} je bijekce, kterd je (obousmérné) algoritmicky

vy¢islitelna.

Ukoly k zamysleni:

Zamysleme se na chvili nad otézkou, zda existuji jazyky (v abecedé {0,1}),
které nejsou castecné rozhodnutelné. Diive uvedena Postova véta spolu s fak-
tem, ze (jazyk) HP (nebo DHP) je ¢asteéné rozhodnutelny a neni rozhod-
nutelny, uz poskytuje odpovéd: doplnék jazyka H P (¢i DH P) neni ¢astecné

rozhodnutelny.

Serazeni
Turingovych strojt
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o4 4 ENUMERACE TURINGOVYCH STROJU

Zminény fakt, ze existuji i problémy (jazyky), které nejsou ani ¢astecné
rozhodnutelné je mozné ukéazat i jinou cestou. Nejprve vsak budeme potfe-

bovat nasledujici vétu:

Véta 4.1 (Cantorova)

Pro libovolnou konecnou i nekonecnou mnozinu M plati:
|M| < [P(M)|

kde P(M) znaci tzv. potenéni mnoZinu - mnoZinu vSech podmnozin M. Ji-
nymi slovy lze Cantorovu vétu formulovat tak, Ze pocet prvki mnoZiny M je

ostte mensi nez pocet vsech jejich podmnoZin.

Dikaz Cantorovy véty mizete najit témeér v kazdé knize zabyvajici se

teorii mnozin.

Jelikoz Turingovych stroji je spocetné mnoho, je také castecné rozhod-
nutelnych jazyka (nejvyse, ovSem samoziejmé pravé) spoc¢etné mnoho. Diky
pravé uvedené obecné Cantorové vété, je zfejmé, ze mnozina vsech jazykt
{L | L C€{0,1}*} je nespocetnd. Z toho vyplyva, ze lze vytvorit vice jazykd,
nez kolik existuje Turingovych stroji. Proto musi existovat jazyky, které ne-

patii do tridy jazykd typu O .

Je ilustrativni neodvolévat se na obecnou vétu, ale provést primy du-
kaz tzv. Cantorovou diagonalizacni metodou; tato metoda je totiz v oblasti

vycislitelnosti a slozitosti velmi uzitecna.

Véta 4.2 Pro libovolnou neprazdnou abecedu ¥ existugi jazyky L C X%, které

nejsou castecné rozhodnutelnée.

Dukaz: (Iustrace Cantorovy diagonalizacni metody).

Pro libovolnou (napf. vyse uvedenou) enumeraci (vSech) Turingovych stroju
My, My, Ms, ... a pro libovolné usporadani (vSech) slov wg, wy, ws, . .. v abe-
cedé 3 (napf. rostouci usporadani.) definujme jazyk L nasledovné: pro kazdé i
slovo w; patii do jazyka L pravé tehdy, kdyz stroj M; slovo w; nepfijima (ne-
zastavi se na né&j). Tedy L = {w; | =IM;(w;)}. Je zfejmé, ze L neni pfijiman

zddnym ze strojiu M;. 0

Nyni si uvedeme dilezitou, tzv. Riceovu, vétu, kterd zahrnuje celou tiidu

nerozhodnutelnych problémt. Vyslovime ji nejdfive v ‘obsirné€jsim’ znéni:



35

Jakakoly netrivialni vlastnost Turingovych stroji tykajici se vyhradné je-
jich vstupné/vystupniho chovdni (tzn. kaZdé dva Turingovy stroje, které re-
alizuji totéz zobrazeni, bud oba vlastnost maji nebo oba vlastnost nemaji;
netrivialita spociva v tom, Ze existuje Turinguv stroj, jenZ vlastnost mad a
existuje Turingiv stroj, jenZ ji nemd) je nerozhodnutelnd (tj. mnozina vsech

kodi (indexi) Turingovych stroji s danou vlastnosti) je nerozhodnutelnd.

Nize vyslovime totéz v elegantnéjsi podobé. Pripomenime si nejprve nasi
enumeraci My, My, M, ...; o ¢isle ¢ budeme hovotit jako o indexu Turin-
gova stroje M;. Dale pifipomenme, Ze kazdy M; realizuje (¢astecné) zobrazeni
{0,1}* — {0, 1}*. Dale si jesté uvédomme, Ze pojem rozhodnutelnosti (jako
i ¢astecné rozhodnutelnosti apod.) mame vlastné definovan i pro mnoziny
pfirozenych ¢isel — mnozinu N totiz mtZeme napf. velmi pfirozené ztotoznit

s mnozinou fetézct nad jednoprvkovou abecedou.

Véta 4.3 (Rice)

Necht A je néjaka mnoZina algoritmicky vycislitelnyjch (édstecnych) zobrazeni
typu {0,1}* — {0,1}*. Potom mnoZina B = {i e N | M; € A (tzn. M;
realizuje zobrazeni patiici do A)} je rozhodnutelnd prdavé kdyz B = () nebo

B=N.

Dikaz: Vezméme néjakou takovou A, kterda neni prazdna ani nezahrnuje
vSechny algoritmicky vyd¢islitelné funkce. Nechf nikde nedefinované zobra-
zeni (tzn. zobrazeni, které ma pro kazdy vstup nedefinovany vystup a tu-
diz Turingiv stroj, ktery jej realizuje se pokazdé zacykli a nezastavi se)
1 :{0,1}* — {0, 1}* nepatii do A (opacny ptipad se fesi podobné). Necht
M;, realizuje L, tedy iy ¢ B a necht M, realizuje zobrazeni z A (nutné

takovy existuje); tedy jo € B.

UkéZzeme, ze problém DHP je pieveditelny na B (tj. na problém pfi-
slusnosti k B), ¢imz prokdZeme nerozhodnutelnost B. Algoritmus PREV

prevodu DH P ~~ B pracuje nasledovné:

K danému stroji (kédu stroje) M (tj. k instanci problému D H P) algorit-
mus PREV nejdiive sestavi stroj M’, ktery je ‘naprogramovan’ tak, Ze jeho
¢innost je nasledovna:

M’ nejprve vpravo vedle svého vstupu (na kterém v této chvili neza-

lezi) zapiSe slovo Kod(M) a na néj spusti (podprogram) M. Pokud tento
(pod)vypocet skonéi, smaze M’ pfipadny zbytek po tomto vypoétu, najede

Riceova véta
v programatorském
podani

Riceova véta

Prevod DHP
na problém
prislusnosti k B
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na puvodné dany vstup a spusti na néj M;,. Po sestaveni tohoto M’ spocte
PREYV jeho index a ten vyda.

Je ziejmé, ze kdyz M se zastavi na Kod(M) (tj. odpovéd na onu instanci
DHP je ANO), realizuje M’ totéz zobrazeni jako M, a jeho index tedy patii
do B. Kdyz M se nezastavi na Kod(M) (odpovéd v DHP je NE), realizuje
M’ zobrazeni L, tedy totéz jako M;, a jeho index tedy do B nepatfi. U

Shrnuti:

- Jakmile jsme schopni zakddovat libovolny Turingtv stroj do predem
domluveného forméatu fetézce symbolt, miizeme hovotit o jisté enume-
raci neboli sefazeni vSech Turingovych stroji. Timto jsme shopni zjistit
pocet Turingovych stroji, ktery je zjevné shodny s poc¢tem prirozenych

¢isel. Jinymi slovy mnozina vSech Turingovych stroji je spocetna.

- Na druhou stranu mnozina vSech jazyki je podle Cantorovy véty ne-
spocetna, coz nam dava jednoduchy vysledek, ze jazykt je vice nez
Turingovych stroji. Musi tedy existovat jazyky, které nejsou ptijimany
zddnymi Turingovy stroji. Vzhledem k tomu, ze Turingovy stroje pfi-
jimaji nejobecnéjsi jazyky generované neomezenymi gramatikami (ja-

zyky typu 0), bude se jednat o jazyky bez gramatického zékladu.

- Jeden z ptikladi jazykt tohoto typu je jazyk ptislusny k dopliku DH P,
tedy jazyk tvofeny kody Turingovych stroji, které se nezastavi na sviij
vlastni kéd. Dalsi pékny priklad jazyka neptijimaného zadnym Turin-
govym strojem dostaneme pouzitim Cantorovy diagonaliza¢ni metody,
k ¢emuz vyuzijeme vySe zminénou enumeraci Turingovych stroji a slov

nad jejich vstupni abecedou.

- Riceova véta nam urcuje celou tiidu nerozhodnutelnych problémi v za-
vislosti na Cisté vstupné/vystupnim charakteru chovani Turingovych
stroji. Napriklad z ni pfimo plyne, Ze je nerozhodnutelné urcit, zda

dany stroj realizuje konkrétni zobrazeni.

Kontrolni otazky:

1. Objasnéte princip enumerace Turingovych stroju.
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2. Pomoci Cantorovy véty ukazte, ze existuji jazyky, které nejsou castecné

rozhodnutelné.

3. Ukazte princip Riceovy véty na praktickém prikladé

Pojmy k zapamatovani:

- enumerace Turingovych stroja
- Cantorova diagonaliza¢ni metoda

- Riceova véta
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Cast 11

Slozitost

Cil:
Zatimco v predchozi c¢asti jsme se zabyvali otazkou co lze a co nelze Fesit,
nyni se zamérime na to, jak je Feseni rozhodnutelnych problémii slozité. Po

prostudovani této c¢asti dokazete:

- vysveétlit zédkladni tkoly teorie slozitosti,

- rozliSovat mezi riznymi typy slozitosti,

- urcit slozitost algoritmii implementovanych Turingovymi stroji,
- pouzivat rtzné typy odhadu slozitosti,

- odhadnout slozitosti nékterych zakladnich problémii,

- zaradit problémy do odpovidajicich ttid slozitosti,

- charakterizovat tfidu prakticky zvladnutelnych problémii,

- specifikovat tzv. N P-iplné problémy,

- identifikovat zarucené nezvladnutelné problémy

Poté, co jsme uspokojivym zptsobem zodpovédéli otazku ‘Co vSechno je
algoritmicky Fesitelné (vy¢islitelné)?’, zauvazujeme o zakladni otézce teorie

slozitosti:
Jak je tesent (vycislovani) algoritmicky tesitelnijch problémai sloZité ¢

ZkusSenost nam ¥ika, Ze tentyz kol (problém) lze fesit riznymi metodami
(algoritmy), které maji rtiznou slozitost. Navic je intuitivné také ziejmé, ze
kazdy problém mé urcitou ‘vnitini slozitost’ (odpovidajici, zhruba feceno,
slozitosti toho nejoptimalnéjsiho algoritmu fesiciho dany problém) a rovnéz
problémy lze tedy urcitym zpusobem porovnéavat podle jejich (vnitini) slo-
zitosti. Rovnéz uz asi mame zkusSenost s tim, ze nékteré problémy jsou sice

algoritmicky fesitelné, ale v praxi nezvladnutelné.

7 téchto intuitivnich uvah lze jiz odvodit zakladni tikoly teorie slozitosti:
precizovat pojmy slozZitost algoritmu, sloZitost problému a pokud mozno vy-
mezit tiidu (prakticky) zvladnutelngch problémi. To vSe lze udélat riznymi
zpusoby, jde ovSem o to, aby zvoleny zptsob daval rozumné vysledky pro

praxi a aby pfitom zvolené pojmy byly dostatecné jednoduché a ‘prithledné’.

Otazka teorie
slozitosti

Vnitini sloZitost
problému

Ukoly teorie
sloZitosti
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5 Slozitost algoritmu

Zacneme u pojmu slozitosti algoritmu; roli algoritmt budou pro nas, ve svétle
predchézejici ¢asti, hrat Turingovy stroje (misto Turingovych stroji si mu-
Zete predstavovat programy ve vasem oblibeném programovacim jazyce a
v8e nize uvedené si patficné ‘prekladat’); v této souvislosti je ovsem dulezita

poznamka, kterd je uvedena na zavér textu.

Co si predstavovat pod pojmem slozitost Turingova stroje (programu)
neni jednoznacné. V jistém kontextu to miize byt napi. pocet instrukei,
hloubka ‘vnofenych cykli’ apod. Nam zde ovsem hlavné pijde o ¢asovou (pfi-
padné pamétovou) narocnost vypocéti daného stroje. Poznamenejme hned,
ze v pfipadé nekonecnych vypocti slozitost nedefinujeme — to v dalsim textu
nebudeme uvadét (implicitné budeme predpoklddat, ze relevantni vypocty

jsou konecné, tj. Ze dojde k zastaveni Turingova stroje):

Definice 5.1 Casov4 slozitost vypoc¢tu Turingova stroje M nad slovem w se
definuje jako pocet elementdrnich kroki (instrukci), které M nad w vykond,

nez se zastavi.

Casova slozitost stroje M by se ted dala chapat jako funkce typu ¥* —
N (kde ¥ je abeceda stroje a N je mnozina prirozenych ¢isel). Tento pojem
je ale prilis detailni a navic se explicitné odkazuje k abecedé daného stroje.

Lépe se osvédcuje nasledujici definice:

Definice 5.2 Casovou slozitosti Turingova stroje M rozumime funkci Ty :
N — N, kde Ty(n) znamend casovou sloZitost vypoctu M nad vstupem
délky n v nejhorsim pripadé (tj. Ty (n) = max{k | k je casova sloZitost

vypoctu M nad w, kde |w| = n}).

5.1 Odhady slozZitosti

Pti analyze casové slozitosti konkrétniho Turingova stroje (¢i programu,
cheete-1i) M nam v praxi vétsinou nejde o presny popis funkce Ty, ale jen
o jeji odhad. Navic se vétsinou zanedbavaji konstatni faktory, coz vede k na-

sledujicimu znaceni:

e Zmnacenim f € O(g), nebo f(n) € O(g(n)), rozumime, Ze ex. k a ng tz.

Vn>mng: f(n) <k-g(n).
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e f€o(g),nebo f(n) € o(g(n)), znamena, ze pro kazdé (realné) k > 0
ex. ng tZ. Vn >ng: f(n) <k-g(n).

e [ € O(g), nebo f(n) € O(g(n)), znamend, ze f € O(g) a zaroven
g€ O(f).

o f€Q.(g),nebo f(n) € Qu(g(n)), znamena, ze ex. k > 0 a nekoneéné
mnoho n tz. f(n) > k- g(n).

Nejbéznéjsi funkce vyskytujici se v odhadech jsou funkce logn, n, n-logn,
n?, n3, 2" apod. (log se vétsinou chape se zdkladem 2; uvédomte si, ze diky
zanedbavani konst. faktoru na tom nezalezi).

Ted uz je napf. jasné, co to znamend, ze ¢asovéa slozitost néjakého Turin-
gova stroje je v O(n?), & v O(n - logn) apod. V&imnéme si, Ze O hraje roli
(neostrého) horniho odhadu, o roli ostrého horniho odhadu, €2, predstavuje
urc¢ity dolni odhad a © je vlastné horni i dolni odhad zaroven (slozitost je

v tom pfipadé ‘pfesné’ urcena — samoziejmé az na zanedbavané faktory).

6 Slozitost problému

Ukoly k zamysleni:

Na rozdil od slozitosti algoritmu (Turingova stroje), je pojem sloZitosti pro-
blému htfe definovatelny (zamyslete se nad tim!). Uzitecné FeSeni spociva

v nasledujicim utfidéni problém:

Definice 6.1 Tiidou (Gasové) slozitosti 7 (f) pro funkci f: N — N rozu-
mime tridu téch problémi, které jsou rozhodovdny (vycislovdiny) Turingovymi
stroji s ¢asovou sloZitosti v O(f).
Vsimnéme si, ze urcité plati napt.
T(n) CT(n-logn) C T(n?) CT(n* CT(2")

(Z hlubsich vysledkt teorie slozitosti, které zde nebudeme zmirovat,

plyne, ze kazda z uvedenych inkluzi je vlastni.)

Cést teorie, kterd se nékdy nazyva konkrétni sloZitost, studuje sloZitost

Ostry horni odhad

Asymptoticka
rovnost

dolni odhad

Ttida slozitosti

Konkrétni slozitost
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konkrétnich problému (a algoritmi), resp. piislusné horni a dolni odhady.
My se zde dotkneme spise tzv. strukturdlni sloZitosti, jez ma za kol zkoumat
strukturu ttid slozitosti problémii. Podotknéme ovsem, ze obé zminéné par-
(strukturalni) slozitosti je co mozna nejlépe charakterizovat t¥idu zvlddnu-
telngch probléma (tj. tiidu problémt, pro které existuji ‘dostatecné rychlé’

algoritmy).

Jako nejrozumnéjsi aproximace t¥idy zvladnutelnych problému se (zatim)
ukéazala tfida ozna¢ovand PTIME, nebo jen P (ze slova ‘Polynomial’), de-

finované nasledovné

PTIME = |JT(n*)
k=0

To znamenad, Ze pojem ‘rychly algoritmus’ je ztotoziovan s pojem ‘po-
lynomidlni algoritmus’ (tj. algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti). To
neni samozfejmé idealni (nap¥. algoritmus s Gasovou sloZitosti zhruba 71000000
tézko lze povazovat za rychly), zatim je vSak tato charakterizace shleddvana
jako vyhovujici (poznamenejme, Ze se ukazuje, zZe existuje-li pro problém ‘z
praxe’ polynomialni algoritmus, pak exponent v polynomu je velmi maly —

feknéme mensi nez 5).

Nepochybuji o tom, ze jisté znate spoustu zvladnutelnych problémi
(prvkia PTIME), pozdéji ukdzeme (rozhodnutelné) problémy, o kterych je

dokazéano, ze zvladnutelné nejsou (jsou mimo PTIME).

7 Polynomialni preveditelnost

Podobnou roli jako algoritmicka pteveditelnost pro (ne)rozhodnutelnost pro-
blémi pfinasi tzv. polynomiélni pfeveditelnost pro (ne)zvladnutelnost pro-
blémi (definice je v podstaté stejnd, jen u algoritmu prevodu je vyzadovana

polynomidlni ¢asova slozitost — tzn. sloZitost v O(n*) pro ngjaké k € N):

Definice 7.1 Problém P1 je polynomiadlné pfeveditelny na probléem P2,
oznacme P1 <1 P2, jestliZe existuje Turinguv stroj M s polynomiélni ¢asovou
slozitosti, ktery pro libovolnou instanci I problému P1 sestroji instanci pro-
blému P2, oznacme ji M(I), pricemz plati, Ze odpovéd na otdzku problému
P1 pro instanci I je ANO prdvé tehdy, kdyz odpovéd na otdzku problému P2
pro instanci M(I) je ANO.
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Ukoly k zamysleni:
Je ziejmé, ze jestlize P1 << P2 a P2 jev PI'IMFE, paki Pl jev PI'IME.
Naopak, kdyz P1 neni v PT'IME, ani P2 neni v PTIME. Zamyslete se nad

tim!

Jednou ze silnych motivaci pro rozvoj strukturalni slozitosti je fakt, ze
u mnoha konkrétnich praktickych problémii nejsme (zatim) schopni prokézat,
zda jsou ¢i nejsou v. PTIME. O téchto problémech vétsinou vime, ze jsou
v tfidée EXPTIME, kde

EXPTIME = | JT(@2").
k=0

Jsou znadmy konkrétni problémy, které jsou v EXPTIME ale ne
v PTIME, o spousté z nich ale neptislusnost k PTIMFE prokazana neni.
Kdyz si napt. celkem pfimocate zavedeme tiidy PSPACE, EXPSPACE

zalozené na prostorové (pamétové) slozitosti, lze snadno ukazat, ze
PTIME C PSPACEC EXPTIME C EXPSPACE

nevi se ovSem, které inkluze jsou vlastni. Napi. je jasné, Ze jedna z in-
kluzi PITIME C PSPACE, PSPACE C EXPTIME musi byt vlastni.
7Zda se sice, ze vlastni jsou obé€, nicméné stale neni vyloucena moznost
PTIME = PSPACE ! Ptitom o spousté praktickych problému se vi, Ze
jsou v PSPACE, ale neumi se prokazat neptislusnost k PT'IME. Mnoho
téchto problémii je specidlniho charakteru: jsou rozhodnutelné v polynomi-

alnim case nedeterministickym Turingovym strojem.

Definice 7.2 Dany problém (typu ANO/NE) je rozhodovdn nedeterminis-
tickym Turingovym strojem M, jestlize vsechny vypocty M jsou konecné a
vyddvaji ANO nebo NE, pricemZ pro libovolnou instanci I daného pro-
blému existuje (alespor jeden) vypocet M nad I vyddvagici ANO prdve kdyz
(spravnd) odpovéd na I je ANO.

Slozitost takoveého nedeterministického Turingova stroje M pro slovo w je
pak definovdna jako délka nejkratsiho mozného vypoctu nad w vyddvagictho
ANO - pokud takovy existuje; v opacném pripadé lze vzit délku nejkratsiho
vypoctu (vyddvajictho NE ).

Motivace

Exponencialni
Casové slozitost

Prostorova
slozitost

Nedeterministické
rozhodovani
problému

Slozitost nedeter-
ministického
stroje
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Dalsi definice 1ze jiz standardné doplnit, takze by mélo byt jasné, co
se mysli tfidou (problémt typu ANO/NE) oznaovanou NPTIME, nebo

nékdy jen NP (N ze slova ‘nondeterministic’).

D4 se celkem snadno ukazat, ze

PTIME C NPTIME C PSPACE.

Takto jsme se dostali k velmi zndmé dosud oteviené otazce, zda
PTIME = NPTIME (dané otézce se casto ¥ika P — N P problém).

Poznamenejme, ze podobné lze dodefinovat tfidu NPSPACFE apod. Sa-
vitch ukazal elegantni diikaz rovnosti PSPACE = NPSPACE.

O spousté praktickych problému (jednim z nich je tzv. ‘problém obchod-
niho cestujiciho’, dale se jesté zminime o problému splnitelnosti booleovskych

formuli) se snadno ukéze, ze jsou v N P, ale nikdo pro né nezna (determinis-

Vv

ve t¥idé NP (jsou tzv. N P-iplné):
Definice 7.3 Meéjme tridu sloZitosti C. O probléemu P rekneme, Ze je
C-tézky, jestlize pro libovolny P’ € C plati P' < P. Je-li navic P € C, Ti-
kame, Ze P je C-uplny.

Specialné pro tfidu NP dostaneme, ze problém P je N P-uplny, pokud

je ve tfidé NP a pokud plati, Ze libovolny problém z této tiidy je na néj
preveditelny.

8 NP-uplné problémy

Podle definice lze (vcelku pfimocare, i kdyZ pomérné pracné) dokazat tzv.

Cookovu vétu:
Véta 8.1 (Cook) Problém splnitelnosti booleovskych formuli je N P-iplny.

Problém SAT (Spinitelnost booleovskych formuli)

Instance: Booleovskd formule [obuvykle predpokladdme v konjunktivnd

normalni formé].
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Otéazka: FExistuje ohodnoceni proménnych, pri némz je formule prav-

diva?

Kdyz uz mame k dispozici jeden N P-tplny problém, da se N P-tiplnost

dalsich problémt prokazat vyuzitim nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 8.2 Jestlize P, <P, a Py je NP-tézky, pak P, je rovnéz N P-tezky.
Specidlné, kdyz P, je v NP (Py je pak rovnéZ v NP), pak Ps je N P-uplng.

Ukoly k zamysleni:
Tohoto tvrzeni lze vyuzit pifi dokazovani N P-tplnosti néjakého problému

podobnym zptsobem, jako jsme vyuzili vétu 3.4 pro dokazovani nerozhod-

nutelnosti nékterych problémii.

8.1 Dalsi NP-uplné problémy
Mezi dalsi N P-uplné problémy se fadi naptiklad tyto nasledujici

° Problém 3-SAT

Instance: Booleovska formule v konjunktivni normalni formé, jejiz

vSechny klauzule maji prave tii literaly.

Otadzka: Existuje ohodnoceni proménnych, pii némz je formule

pravdiva?

o Problém CLI (Klika v grafu)
Instance: Neorientovany graf G, ¢islo k.

Otdzka: Existuje k-klika v G (aplny podgraf velikosti k) 7

3 Problém IS (Nezavisla mnozina v grafu)
Instance: Neorientovany graf G, ¢islo k.

Otdzka: Existuje nezévisla mnozina vrcholt v G velikosti k7 (v ne-
zavislé mnoziné nesmi existovat hrana mezi zadnymi dvémi vr-

choly z této mnoziny)
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° Problém 3-COL (Barveni grafu)
Instance: Neorientovany graf G.

Otdzka: Je mozno obarvit vrcholy grafu G tfemi barvami tak, aby
zddné dva vrcholy, které jsou spojené hranou nebyly obarveny

stejnou barvou?

° Problém SALESMAN (Problém obchodniho cestujiciho)

Instance: Neorientovany ohodnoceny graf GG ptedstavujici mno-
zinu meést propojenych cestami zadané délky a povolend délka

cesty d.

Otdzka: Existuje zptsob, jak navstivit pravé jednou vsechna
mésta, jestlize mé cesta skoncit ve stejném meésté jako zacala a

celkova vzdalenost nema prevysit d?

9 Nezvladnutelné problémy

Jestlize prokdzeme N P-tplnost né€jakého problému, znamené to pro nas, ze
je prakticky nezvladnutelny (tzn. napiSeme-li program, ktery dany problém
presné rozhoduje, budeme ho moci skute¢né pouzit jen na velmi maléa vstupni
data) — teoreticky ovSem porad jesté moznost rychlého algoritmu existuje. Po-
dobné to plati i pro PSPAC E-tplné problémy (jako je tfeba problém, zda
dané dva regularni vyrazy jsou ekvivalentni [tj. pfedstavuji tentyz jazyk]).
Je-li ovSem néjaky problém napt. FX PSPAC E-uplny, je uz urcité (dokaza-
telné) nezvladnutelny; prikladem je problém ekvivalence regularnich vyrazu
s mocnénim (je mozno psat (a)? misto a - a).

Existuji samoziejmé i dokazatelné tézsi (superexponencialni) problémy.
Mezi né patii naptiklad problém rozhodovani Presburgerovy aritmetiky (roz-

hodovani pravdivosti formuli teorie s¢itani).

Ukoly k zamysleni:
Zamysleme se nyni nad robustnosti uvedenych pojmu a vysledkti — nejsou

nahodou zavislé na nami zvoleném modelu algoritmt, tj. na Turingovych
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strojich? Uvahy tohoto typu jsou uréité opravnéné: ackoli se ndm napf. ne-

R ge slozitosti mensi

podaii navrhnout stroj pro rozpoznavani slov typu ww
nez fadoveé n?, v piipadé modelu Turingova stroje s dvéma hlavami je sloZitost
daného problému ziejmé linedrni. Oba modely se ovsem vzajemné simuluji
s polynomidlni ztratou, takze definice t¥id P, NP atd. jsou pro né stejné.
Zakon¢eme vse konstatovanim, Ze vSechny ‘rozumné’ (realistické) modely al-
goritmu jsou polynomidlné ekvivalentni Turingovym strojim (vzajemné se
simuluji s polynomidini ztrdtou). Pro né jsou tedy vyse uvedené uvahy (ty-

kajici se napf. N P-tuplnosti apod.) totoZné.

Shrnuti:

- Hlavni otazkou teorie slozitosti je, jak naroc¢né je vycislovani resitelnych
problémti. Neni naprosto jednoznac¢né urcit kritéria, podle kterych se
obtiznost konkrétnich problémd ma urcovat. Pro praxi se vsak jevi jako
nejptrinosnéjsi tridéni problémt podle jejich casovych a prostorovych
naroki.

- V souvislosti se slozitosti problému uvazujeme o jeho tzv. vnitini slo-
zitosti, kterd by se dala charakterizovat jako slozitost toho nejopti-
malnéjsiho algoritmu, ktery dany problém fesi. Slozitost konkrétniho
algoritmu malokdy potiebujeme znat presné definovanou jako funkci
v zavislosti na vstupnich hodnotach, ale mnohdy se bohaté spokojime
s tzv. odhady O, 0, ©, resp. ) funkce urcujici slozitost v zavislosti na

velikosti vstupu.

- Hlavnim tkolem, ktery si teorie vycislitelnosti klade je najit tiidu prak-
ticky zvladnutelnych problémt. V praxi se ukazuje, ze onou ttidou je
pravé tiida PTIMFE, tedy skupina obsahujici problémy s polynomialni

¢asovou slozitosti.

- Podobné jako jsme méli zavedeny pojem algoritmické preveditelnosti
problému, zavadime pojem polynomaidlni preveditelnosti s tim, ze od
algoritmu transformujiciho instanci problému se pozaduje, aby byl po-
lynomialni. Kdyz jsme schopni néjaky zarucené tézky problém prevést
na jiny problém, tak méme zaruceno, zZe i ten bude prinejmensim tak
narocny. Naopak, kdyz néjaky problém dokézeme prevést na néco jed-
noduchého, tak tim vlastné mame nalezeno jednoduché feseni pro dany

problém.
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- Casto diskutovanou skupinou problémt je t¥ida NPTIME rozhodo-
vand v polynomidlnim ¢ase pomoci nedeterministickych Turingovych

stroji. Specidlni podmnozinu problémd, které jsou jistym zptsobem

Vv s

rychlé (polynomidlni) nedeterministické feseni, ale zatim se nikomu ne-
podafilo najit polynomialni algoritmus, ktery by alespon jeden z nich
rozhodoval deterministicky. Na druhou stranu se jesté nepodarilo do-

kazat, ze takovy algoritmus neexistuje. Je to stale otevieny a znamy
P — NP problém.

Kontrolni otazky:

1. Vysvétlete pojem vnitini slozitosti problému.
Objasnéte zakladni tkoly teorie slozitosti.
Vysvétlete vztah mezi konkrétni a strukturalni slozitosti.

Co to znamena, ze je néjaky problém N P-tuplny?

AN S

Vyjmenujte a vysvétlete nékteré nejznaméjsi N P-uplné problémy.

Cviceni:
1. Urcete ¢asovou slozitost Turingova stroje rozpoznavajiciho jazyk
L={a"b"c"|n>0}

uvedeného v prikladu 2.2.

2. Upravte algoritmus uvedeny v jiz zminéném ptikladu 2.2 tak, aby jeho
slozitost byla v O(n -logn) a navrhnéte k nému odpovidajici Turingiv

stroj.

Pojmy k zapamatovani:

- slozitost algoritmu

- vnitini slozitost problému
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casova slozitost

prostorovéa slozitost

tfida Casové a prostorové slozitosti
PTIME,NPTIME,EXPTIME
PSPACE,NPSPACE,EXPSPACE
N P-tplné problémy
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Zavér

Blahopteji! Pokud jste dospéli ve studiu az k tomuto mistu, tak byste jiz
méli mit zakladni predstavu o védni discipliné nazyvané Vycislitelnost a slo-
zitost. ZdUraznuji pouze zakladni, protoze je ziejmé, ze jednina publikace
neni schopna obsdhnout tak rozsadhlou teorii, tim spise ne na tak omezeném

prostoru.

Vérim, ze prostudovani tohoto textu pro Vas bylo a jesté i v budoucnu
bude prinosem a doufam, zZe jsem Vas neodradil od této nadherné védy. Mym
cilem bylo Vas motivovat a ukazat Vam, ze i takto silné teoreticky zamérena

oblast informatiky ma své nezastupitelné misto v praxi.

Pfeji VaAm mnoho tspéchti v dalsim studiu.

Viktor PAVLISKA
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