Pracovni text ke kursu VYCISLITELNOST A SLOZITOST I v ZS 1996/97

P. Jancar

1 Vydislitelnost

Nejdfive se budeme vénovat oblasti vycislitelnosti. Zakladni otdzkou, na kterou tato
disciplina hleda odpovéd, zni:

Co vsechno je a co neni algoritmicky vycislitelné (Tesitelné) ?
Jinak Teceno

Ke kterym probléemum existuji algoritmy, jeZ je resi, a ke kterym probléemum takové
algoritmy neexistuji ¢

Abychom takovou otdzku mohli rozumné zodpovédét, je mj. tfeba podrobnéji speci-
fikovat, co rozumime pod slovem problém. Vyznam tohoto slova v plirozeném jazyce
je velmi Siroky (muZe se jednat jak o problém feseni kvadratické rovnice, tak napf. o
milostny problém studenta Ostravské univerzity apod.). Zde se pochopitelné soustiedime
na problémy, jejichZz podstata umoziiuje vibec uvazovat o potencidlnim nasazeni algorit-
mickych metod, potazmo pocitacovych programu. (Proto je nam zde blizsi spiSe problém
kvadratické rovnice nez druhy zminény problém.)

Je rozumné se shodnout na tom, ze kazdy uvazovany problém lze popsat nasledujicim
schématem

Problém XY (oznaceni, ¢i vystizny nazev problému)

Instance: zde je popsano, co muze byt zadanim (vstupem) u naseho problému (napf.
libovolna kvadratickd rovnice)

Vysledek: zde je popsano, jak vypadaji vysledky (vystupy), a jak se zadany vysledek
ma vztahovat k zadané instanci (napf. to maji byt kofeny zadané rovnice)

Budeme ptedpokladat, Ze vysledek je jednozna¢né urcen zadanou instanci (nebudeme
tedy pfipoustét vysledek typu ‘néjaky z kofent dané rovnice’ apod.).

Déle budeme (celkem pfirozené) predpokladat, Ze jakoukoli instanci problému, ste-
jné jako jakykoli vysledek, lze zadat Fetézcem (posloupnosti symboli) v néjaké koneéné
abecedé (obsahujici napf. pismena, Cislice, interpunkéni znaménka a pfipadné dalsi sym-

boly).

Pozndmka. Vsimnéme si, Zze v tomto smyslu neni uvedeny problém kvadratické rovnice
jesté jednoznacné specifikovan (jak zadame koneénym fetézcem libovolné realné ¢islo 7).
Pokud se napf. omezime na raciondlni koeficienty a kofeny budeme uvazovat zaokrouhlené
na urcéity pocet desetinnych mist, nabizi se uz bé&zny popis koeficientl a kofent v desitkové
soustave.
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Pozastavme se jesté nad problémem abecedy — mnoziny symboli, pomoci nichZ jsou
popsany instance a vysledky. Je mozné napt. ke kazdému problému uvazovat jeho speci-
fickou abecedu. Je ale také mozné vzit jednu (univerzalni) abecedu a v ni popisovat
instance a vysledky kteréhokoli problému. Napf. je mozné se omezit na znaky ASCII.
Od této predstavy je uz jen kricek k uvédoméni si, Ze jako ona univerzalni muize vlastné
stacit dvouprvkova abeceda {0,1} ! Zapisy v ni sice pro nds asi nebudou pfijemné ¢itelné,
nicméné vSichni vime, jak zkonstruovat jednoduché algoritmy (programky) prevadéjici
fetézce (texty) z nasi oblibené abecedy do abecedy {0,1} a zpét — pro studované otazky
algoritmické rozhodnutelnosti tedy nic neztratime, omezime-li se na onu dvouprvkovou
abecedu.

Na problém ve vySe uvedeném smyslu se lze divat jako na zobrazeni typu ¥* —
¥* pro danou abecedu ¥ (ve svétle predeslého odstavce si zde vidy lze za ¥ dosadit
abecedu {0,1}), které kazdé (povolené) instanci problému (resp. jejimu popisu v dané
abecedé) pfitazuje zadany vysledek (resp. jeho popis v dané abecedé); k fetézci ze ¥*,
ktery nepfedstavuje (povolenou) instanci problému, je mozno pfifadit néjaky specidlni
vysledek (znamenajici ‘Nekorektni zadani’). Je mozné ale tohle neudélat a pro nepovolené
instance prosté vysledek nedefinovat. Prfislusné zobrazeni ¥* — X* se pak chape jako
¢asteéné (tj. nedefinované pro vSechny fetézce ze ¥* — na rozdil od obvyklého totdlniho
zobrazeni definovaného vsude).

Specialnimi problémy budou problémy typu ANO/NFE, kde zadany vysledek (p¥islusny
k povolené instanci) je prvek dvouprvkové mnoziny (napt. {ANO, N E}, ¢ {1,0}). Takovy
problém se nejcastéji zadava ndsledujicim schématem.

Problém XY (oznaceni, ¢i vystizny nazev problému)

Instance: zde je popsano, co muze byt zadanim (vstupem) u naseho problému (napf.
libovolna kvadratickd rovnice)

Otdzka: zde je otazka (vztahujici se k instanci), na niz je vzdy odpovéd ANO nebo
NE (napf. existuje kofen zadané rovnice 7)

Problém tohoto typu se casto ztotoziuje s mnozinou prave téch fetézcia v dané abecedé,
které popisuji ty instance problému, jimZ je pfifazena odpovéd ANO. Jednd se tedy vlastné
o ur€ity jazyk v abecedé X (tj. o uréitou podmnozinu mnoziny ¥*).

Nyni, po upfesnéni toho, co rozumime pod pojmem ‘problémy’, vymezime jejich vlast-
nosti, ktera nas zde zajimaji.

Definice 1.1 O daném problému fekneme, Ze je algoritmicky feSitelny (neboli odpovi-
dajici (¢dstecné) zobrazeni ¥* — Y* je algoritmicky vycislitelné), jestliZe existuje al-
goritmus, ktery je schopen jako wvstup prigmout libovolnou instanci dancho problému a
jeho vypocet pro libovolny takovy vstup vidy skonéi, pricemz vystupem bude poZadovany
vysledek.

Je-li problém chapédn jako vySe zminéné cdastecné zobrazeni ¥* — Y™, pak se z tech-
nickych divodi obvykle pozaduje, Ze ptislusny algoritmus se pro nekorektni zadani (tj. pro
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fetézec, jenz nepopisuje instanci problému) nezastavi (a jeho vystup neni v tom pFipadé
definovan).

My se budeme hlavné zajimat o problémy typu ANO/NE, s kterymi se snadnéji
pracuje, a na néz se avahy o obecnych problémech daji prevést. Pojem algoritmické
FeSitelnosti pro né vyjadfujeme nasledovné:

Definice 1.2 O daném problému typu ANO/NE fekneme, Ze je algoritmicky rozhod-
nutelny, pro strucnost rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus, ktery je schopen jako
vstup priymout libovolnou instanci daného problému a jeho viypocet pro libovolny takovy
vstup vidy skonci, pFicemz vijstupem bude poZadovand odpoved ANO ¢i NFE.

Celkem pfirozené lze tato definice prenést na jazyky, tedy mnoZiny fetézci v dané
abecedé:

Definice 1.3 Jazyk L v abecedé Y je rozhodnutelny, tj. mnoZina I C ¥* je rozhod-
nutelnd, jestlize problém prislusnosti k L je rozhodnutelny (Instance: w € ¥*; Otdzka:
Platiw e L ?).

Budeme predpokladat, Ze pro libovolny uvazovany problém P s ‘popisnou’ abecedou
Y. je nasledujici ANO/NE problém dany schématem

Instance: w € ¥*; Otdzka: Je w (korektnim) popisem instance problému P ?

rozhodnutelny. Pak je zfejmé, ze ANO/NE problém je rozhodnutelny privé tehdy,
kdyZ jemu pfislusny jazyk (sestavajici ze vSech instanci na které je odpovéed ANO) je
rozhodnutelny (tzn. Ze v tomto smyslu nedefinovanost problému pro pfipadné nekorektni
instance nehraje roli).

Bude se nam hodit i souvisejici pojem ¢astecné rozhodnutelnosti:

Definice 1.4 O daném problému typu ANO/NFE fekneme, Ze je ¢astené rozhodnutelny
(neboli prislusny jazyk v abecedé Y je Castecné rozhodnutelny, #j. dand podmnoZina
mnoZiny X* je ¢aste¢né rozhodnutelnd ), jestlize existuje algoritmus, jehoZ vypocet skonci
prdavé pro takové vstupy, které odpovidaji instancim daného problému s odpovédi ANO.

Poznamka. Kazdé tvrzeni tykajici se (Castecné) rozhodnutelnosti problémi lze pieformulo-
vat pro jazyky, tedy mnoziny, a naopak. Ctenaf je vyzyvan, at to ma neustdle na paméti
(dukladné uvédomit si to muZze napf. na ndasledujicich tvrzenich, kterd jsou explicitné
formulovana jen pro mnoziny).

Vimnéme si nasledujicich vztaht mezi uvedenymi pojmy.
Tvrzeni 1.5 Je-li mnoZina A C X* rozhodnutelnd, pak je i édsteéné rozhodnutelnd.

Tvrzeni 1.6 MnoZina A C X* je rozhodnutelnd prdve kdyZ A (dopinék A, tj. ¥*\ A) je
rozhodnutelnd.
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Véta 1.7 (Post) MnoZina A C ¥ je rozhodnutelnd prdvé kdyZ A i A jsou édsteéné rozhod-
nutelné.

Dikaz obou tvrzeni, a tim i dikaz jednoho sméru Postovy véty, by mél byt nabiledni.
Pro opaény smér véty si staci uvédomit, ze potiebny algoritmus (rozhodujici A) prosté ‘par-
alelné spusti’ (tj. napf. st¥idavé krok po kroku simuluje) dva pfislugné algoritmy (Castecné
rozhodujici A a A), ‘pockd’ aZ jeden z nich skonéf a poté vydd piislugnou odpovéd.

Nyni uz ma pro nas zakladni otazka formulovana
Které problémy jsou algoritmicky resitelné (¢i rozhodnutelné) ?

podstatné konkrétnéjsi smysl. Opird se ovSem stale o intuitivni pojem ‘algoritmus’, ktery
je pro nase Gvahy nutné formalizovat, zpTesnit.

Pozndmka. VSimnéte si, ze Postovu vétu jsme prokazali bez dalsiho zpfesnéni pojmu ‘al-
goritmus’. Opirali jsme se zde konkrétné napt. o to, ze ke kazdym dvéma algoritmim
lze navrhnout tfeti algoritmus, ktery ty dva ‘paralelné’” (¢i ‘stfidavé sekvenéné’) provadi
— to jsme vzali jako intuitivné ziejmy fakt. Ve skutecnosti se uz dostivame na trochu
nebezpecnou ptidu a méli bychom si zacit uvédomovat, pro¢ asi je zpfesnéni pojmu ‘algo-
ritmus’ potfebné.

Markantnéjsi to bude na nasledujicim piikladu: pozdéji naznacime dikaz toho, ze ¢asteéné
rozhodnutelné jazyky jsou pfesné jazyky typu 0 z Chomského hierarchie (generované obec-
nymi generativnimi gramatikami). Kdyz bychom méli predvést, ze kazdy Castecné rozhod-
nutelny jazyk je generovin zminénou gramatikou, budeme zpfesnéni pojmu algoritmus
potrebovat jako sul.

e s

konkrétnich problému — zde se jiz bez zminéné formalizace nemiZeme obejit.

O avizovanou formalizaci se pokusil v 30. letech mj. anglicky matematik Alan Turing,
pro jehoz formalizaci pojmu algoritmus se brzy vzil nazev ‘Turingiv stroj’. Zde toto
‘zafizeni’ nedefinujeme, predpokladdme, 7e s nim je ¢tendf obeznamen (a Ze bere jako
ziejmé, ze kazdy Tur. stroj je piikladem algoritmu; o opa¢ném sméru bude fe¢ nize).

Umluva. Rekneme-li, ze Turingiiv stroj ma abecedu ¥ (napi. {0,1}), zafazujeme do ¥ jen
‘normalni’ (tj. neprazdné) znaky; automaticky budeme pfedpokladat, Ze instrukce pocitaji
i se specidlnim prazdnym znakem (nékdy se oznacuje # ), ktery predstavuje prazdné policko
pasky. Navic budeme z technickych divodia predpokladat, ze v koncové konfiguraci tvori
neprazdné znaky na pdsce vzdy souvisly usek.

Uvedme nasledujici pfirozené definice (vyuzivajici pfedchozi Gmluvu).

Definice 1.8 Turingiv stroj M s abecedou X realizuje (¢aste¢né) zobrazeni M : ¥* —
¥* definované ndsledovné pro libovolné w € ¥*: zastavi-li se M pro vstup w (tedy skonci-
li jeho vypocet, zacne-li se slovem w na pdsce), pak M(w) je definovino a rovnd se
Fetézci (souvislému iseku neprazdnych znaki), ktery je obsahem pdsky v prislusné koncové
konfiguraci; nezastavi-li se M na w, pak M(w) definovdino neni.

Tur. stroj M piijima (akceptuje, ¢aste¢né rozhoduje) jazyk (mnozinu) L C ¥*, jestliZe
pro lib. w € L se zastavi a pro lib. w € L se nezastavi.



P. Janéar: Vy¢islitelnost a slozitost I, ZS 1996/97 5

Tur. stroj M rozhoduje jazyk (mnozinu) L C ¥*, jestlize pro lib. w € ¥* se zastavi a
rozhodne (napt. konc. stavy qano, qNE), zda w € L ¢i nikoliv.

Vsimnéte si, ze v definicich 1.1, 1.2, 1.3 miZeme pojem ‘algoritmus’ nahradit po-
jmem ‘Turingiv stroj’; dostaneme pak definice ‘turingovsky vyéislitelnych (éaste¢nych)
zobrazeni’, ‘turingovsky rozhodnutelnych jazykt (mnozin)” apod.

Poznamka. Je vhodné Fici, Zze jako synonymum k pojmu ‘turingovsky vyéislitelné (zo-
brazeni)’ se uziva pojem cdstecné rekurzivni (funkce), synonymem k ‘turingovsky rozhod-
nutelny jazyk (mnozina)’ je rekurzivni jazyk (mnoZina) a misto ‘turingovsky Castecné
rozhodnutelny jazyk (mnozina)’ se uziva rekurzioné spocetny jazyk (mnoZina).

Riznych jinych formalizaci pojmu algoritmus se v 30. letech a pozdéji objevilo vice
(napf. Postovy systémy, Markovovy algoritmy, kalkul ¢astecné rekurzivnich funkei atd.;
nam je dnes asi nejblizsi ztotoznéni pojmu algoritmus s pojmem pocitaCovy program —
nap¥. program v jazyce Pascal). VSechny tyto formalizace se ukazaly byt ekvivalentni
(uméji realizovat tataz zobrazeni ¥* — X*, resp. pfijimat (rozhodovat) tytéz jazyky —
podmnoziny ¥*). Tato ekvivalence se vétsinou d& ukazat predvedenim schopnosti simulo-
vat jeden prostfedek jinym. V nasem kursu to ilustrujeme prokazanim ekvivalence riznych
modifikaci zakladnitho modelu Turingova stroje (napf. stroje s oboustranné nekone¢nou
péaskou, vice pasek, vicestopé pasky, nedeterministické stroje (akceptory) atd.) a také
napf. ekvivalenci se zasobnikovym automatem s dvéma zasobniky.

Specidlni vyznam ma pro nds fakt, Ze libovolny Turingtv stroj M lze simulovat
Turingovym strojem M’ s abecedou {0,1}. (Pfedpokladdme, Ze tendii je toto naprosto
jasné.)

Prokézani zminénych ekvivalenci a dalsi velmi dobré duvody nas vedou k prijimdni
tzv. Churchovy (¢i Church-Turingovy) teze

Ke kazdému algoritmu je mozné zkonstruovat s nim ekvivalentni Turingtiv stroj (pri
vhodném vyjadreni vstupi a vystupi jako Fetézeu v urcité abecedé); ekvivalenci zde
rozumime podminku, Ze algoritmus i Turingiv stroj se zastavi (tj. jejich béh, vypocet,
se zastavi) prdavé pro tytéz vstupy, pricemz pro tyto vstupy budou prislusné vistupy
totozné.

Jinymi slovy: kazdy rozhodnutelny problém (jazyk, mnoZzina) je turingovsky rozhod-
nutelny (tj. rekurzivni); podobné kazdy Castecné rozhodnutelny problém (jazyk, mnozina)
je turingovsky ¢asteéné rozhodnutelny (tj. rekurzivné spocetny).

(Vsimnéte si, ze jelikoz kazdy Turingiv stroj je piikladem algoritmu, je obracené
tvrzeni zfejmé.)

Churchovu tezi neni mozné dokazat jako matematickou vétu (pravé kvuli ‘intuitivnimu
charakteru’ pojmu algoritmus); jelikoz vSak mame velmi dobré divody k jejimu pfijeti,
casto pojmy ‘rekurzivni’ a ‘rozhodnutelny’ ztotoziiujeme. NiZze zminime dikazy algorit-
mické nerozhodnutelnosti konkrétnich problému; ve skutecnosti exaktné dokazeme jen
to, Ze nejsou rekurzivni (tj. turingovsky rozhodnutelné) — v tvrzeni se tedy implicitné
odvolavame na Churchovu tezi, ¢ehoz bychom si méli byt védomi.
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Upozornéni. V textu se budeme drzet ‘vSeobecnéjsich’ pojmu jako je ‘rozhodnutelny’,
‘Castecné rozhodnutelny’ i tam, kde by z hlediska matematické exaktnosti meélo byt radéji
‘rekurzivni’, ‘rekurzivné spocetny’. Bylo by dobré, aby si toto ¢tenaf aspon na nékolika p¥i-
padech dikladné promyslil. Dobrym cvi¢enim mize byt piiklad Postovy véty: promyslete
si jeji znéni 1.7 ve vztahu ke znéni ‘A je rekurzivni pravé kdyz A i A jsou rekurzivné
spocetné’. (Cim se lisi diikazy véty v jednotlivych znénich ? Pro€ jde vlastné o jednu a
tutéz vétu ?7)

Poznamka. Uz jsme si dfive zminili, Ze jazyky typu 0 v Chomského hierarchii (jazyky
generovatelné obecnymi generativnimi gramatikami) jsou pravé Castecné rozhodnutelné
jazyky. K dané obecné gramatice je snadné navrhnout napt. nedeterministicky Turingav
stroj, ktery akceptuje (tj. ma moznost se zastavit pro) praveé ta slova, jez lze nagenerovat
gramatikou. Pro opa¢ny smér nyni (v souladu s Churchovou tezi) sta¢i ukazat, jak k
danému Turingovu stroji (s po¢. stavem ¢g) zkonstruovat gramatiku, jez napf. nejprve
vygeneruje slovo tvaru w$gw$ (qo,$ chapany jako netermindly) a pak jeji odvozeni v
podstaté kopiruje vypocet Turingova stroje na w — s tim, ze terminalni slovo lze odvodit
jen pti docileni koncové konfigurace a tim slovem, které pak ‘zbude’, bude ono prvni w.

Ve svétle predchozich tivah bychom nyni méli chapat, ze budeme-li ddle otazky teorie
vydislitelnosti studovat na Turingovych strojich, dostaneme vysledky, které jsou robusini
— nezavislé na volbé tohoto konkrétniho modelu (ke stejnym vysledkim bychom napf.
dospéli, pokud bychom pouzivali napt. pascalské programy — technicky by ovSem vse bylo

wev s

naro¢néjsi [divod je ziejmy jiz z porovnani definic Turingovych stroju a Pascalu]).

O jaké (robustni) vysledky jde ? Pfedevsim samoziejmé pujde o prokazani nerozhod-
nutelnosti konkrétnich problémi. Jesté predtim si ale ukazeme vysledek tykajici se exis-
tence urcitého, tzv. univerzalniho, algoritmu.

Predstavte si, ze vam nékdo pfedlozi zadani Turingova stroje M (v dohodnutém for-
métu; de facto se uréité jednd o fetézec v uréité dohodnuté abecedé, byt napsany napf. ve
vice fadcich na papife) a néjaké jeho vstupni slovo w; dotyény vas vyzve, at predvedete
(simulujete) vypocet stroje M na slové w. To, co pak budete provadét, bude zajisté
naprosto mechanicky (algoritmicky) postup, ktery jste schopni aplikovat na libovolny Tur.
stroj a libovolné jeho vstupni slovo. Realizujete tedy uréity konkrétni algoritmus !

Vsimnéte si, Ze zastavi-li se M na w, coz budeme znacit ! M (w), vase ¢innost po néjakém
¢ase skon¢i — odhlizime ted od ¢asu a prostoru, ktery byste k dané simulaci potfebovali — a
jste schopni vydat ‘vystup’ totozny s (neprazdnym) obsahem pasky v koncové konfiguraci
stroje M dosazené pii vypoCtu nad w. Tento obsah pasky (kone¢ny Fetézec) znacime
M(w) (v souladu s definici 1.8) nebo prosté M(w). Pokud se M na w nezastavi, tj.
=!M(w), vase simulace je potencidlné nekone¢nd (a o né&jakém ‘vystupu’ pak nebudeme
hovofit).

Tento algoritmus, ktery vykonavate pifi zminéné simulaci Turingovych strojt, musi
ovsem podle Churchovy teze byt rovnéz realizovan néjakym konkrétnim Turingovym stro-
jem ! Nepfekvapi nas proto nasledujici véta. Zde Kod(M ) bude pfedstavovat dohodnutou
formu zapisu Turingova stroje M; mélo by byt zfejmé, Ze také zde miuzeme predpokladat,
ze uzijeme jen abecedu {0, 1}, tj. Kod(M) € {0,1}*.
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Véta 1.9 (O univerzalnim Turingovu stroji.) Lze sestrojit Turinguv stroj U takovy, Ze
pro libovolny Turingiv stroj M s abecedou {0, 1} a libovolné w € {0,1}* plati:

1/'M(w) WU (Kod(M)-w) a

2/ jestlize \M(w), pak M(w)=U(Kod(M)-w).

Ukol. Sestrojte takovy konkrétni stroj U. Vyzaduje to samozfejmé uréity ¢as, ale
de facto se jedna o naprogramovani jednoduchého algoritmu, ktery dobfe znate — musite
oviem programovat v jazyce hodné ‘nizké Grovné’. VAas univ. stroj muze samoziejmé
pouzivat pro jeho naprogramovani co nejvyhodnéjsi formu Kod neomezujici se na abecedu
{0,1}. Uvédomte si ale, Ze byste méli byt schopni rutinné upravit vds U pro pFipad
Kod(M) € {0,1}*, a navic by slo pozadovat, aby U mél také jen abecedu {0,1}. Mimo
jiné to znamend, Ze jej lze aplikovat i na svaj vlastni kod — zamyslete se nad tim !

Poznamka. PYedchozi véta mluvi o univerzalnim Turingovu stroji (schopnym ‘provadét
praci’ libovolného Tur. stroje). 7 hlediska dfive zminéné robustnosti nasich vysledki
existuje takovy univerzdlni ‘program’ v libovolné formalizaci algoritmti. Obecné tedy
mizeme hovofit o univerzdlnim algoritmu; promyslete si, pro¢ se na pocitac lze divat jako
na zafizeni realizujici onen univerzalni algoritmus.

Je nacase uvést priklad problému, ktery algoritmicky rozhodnutelny neni.

Problém HP (Halting Problem)

Instance: Tur. stroj M — resp. jeho kéd Kod(M) v abecedé {0,1} a slovo w €

{0,1}*,

Otdzka: Zastavi se M na w (plati !M(w)) ?
Véta 1.10 Problem H P neni rozhodnutelny.

Diukaz: Ditkaz je vedeny sporem. Predpokladejme, ze ex. Tur. stroj H, ktery se pro
lib. vstup w € {0,1}* tvaru w = Kod(M) - w pro né&j. M a slovo w zastavi a rozhodne,
zda M (w) ¢ nikoliv (skoné¢i napt. bud ve spec. stavu gano nebo v gyg). U stroje H
je mozné predpokladat abecedu {0,1}. Sestrojme nyni stroj H' s abecedou {0, 1}, ktery
se chova nasledovné: vstupni slovo v € {0, 1}* nejprve zdvoji (vytvoii slovo vv) a na
to ‘spusti’ (jako podprogram) stroj H. Jestlize (podprogram) H skonéi ve stavu gano,
stroj H' ptrejde do nekone¢ného cyklu (a tedy se nezastavi); jestlize H skonéi ve stavu
qNE, stroj H' se zastavi (stav ¢y bude také jeho koncovym stavem). KdyZ ovSem nyni
prozkoumame, zda se H' pfi spusténi na svij kod Kod( H') zastavi ¢i nezastavi, dospéjeme
pii obou moZnostech k logickému sporu (zastavi se a nezastavi se zaroven). O

Jelikoz H P je ziejmé ¢astecné rozhodnutelny (Castecné ho rozhoduje napf. univerzalni
Turinguv stroj), dostavame:

Dusledek 1.11 Problém H P je prikladem problému (¢i jazyka), ktery je ¢astecné rozhod-
nutelny, ale neni rozhodnutelny.
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Je uziteéné si vsimnout, ze pii diikazu nerozhodnutelnosti problému H P jsme vlastné
ukazali nerozhodnutelnost jeho podproblému, ktery oznatime DH P (Diagonal Halting
Problem) — Instance: Stroj M dany svym kédem Kod(M); Otdzka: Zastavi se M na svij
kéd (tj. na slovo Kod(M)) ?

Véta 1.12 Problém DHP je cdstecné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

Méme-li dokdzanu nerozhodnutelnost jednoho problému, je mozno ji vyuzit k prokazani
nerozhodnutelnosti dalsich problémia. Napf. z nerozhodnutelnosti problému P ihned plyne
nerozhodnutelnost jeho dopliikového problému (ANO, NE pfehozeny); srovnej Tvrzeni 1.6.
Vice uziteény je ovsem nasledujici pojem:

Definice 1.13 Problém P1 je (algoritmicky) pfeveditelny na problém P2, oznacme P1 ~
P2, jestlize existuje algoritmus A, ktery pro libovolnou instanci I problému P1 (chdpanou
jako jeho vstup) sestroji (tzn. skonci svij vypocet a jako vystup vydd) instanci problému
P2, oznacéme ji A(T), pricemz plati, Ze odpovéd na otdzku problému P1 pro instanci I je
ANO prdave tehdy, kdyZ odpovéd na otdzku problému P2 pro instanci A(I) je ANO.

Pozndmka. Ctenéfe jisté nepfekvapi, Ze pojem rekurzivni preveditelnosti se definuje
obdobné s tim, Ze pojem algoritmus se nahradi pojmem Turingtv stroj. Pfipomenime, Ze
pti pfijeti Churchovy teze jsou pojmy rekurzivni a algoritmické preveditelnosti totozné.

Jelikoz problému typu ANO/NE koresponduje dfive uvedenym piirozenym zpi-
sobem ur¢ity jazyk (sestavajici ze viech Tetézci popisujicich instance s odpovédi ANO),
dostavame takto rovnéz pojem (algoritmické) preveditelnosti jazyki.

Uzitecnost uvedeného pojmu pro nase tcely vyslovuje nasledujici tvrzeni, jehoz dikaz
by mél byt zfejmy.

Tvrzeni 1.14 Je-li P1 ~ P2 a problém P1 je nerozhodnutelny, je i problém P2 nerozhod-
nutelny.

Priklad. Takto se napf. prokaze nerozhodnutelnost problému U H P (Uniform Halting
Problem; Instance: Tur. stroj M; Otdzka: Zastavi se M na kazdy vstup (tj. plati
Vw :IM(w)) ?.) Pfi prokazani H P ~ U H P staci navrhnout algoritmus, ktery k zadanému
M, w sestroji stroj M’, jenz nejdiive otestuje vstup a v piipadé, Ze jde o w, ‘spusti’
(podprogram) M a v opa¢ném piipadé se ihned zastavi.

Uvedeme piiklad jiného dilezitého nerozhodnutelného problému:

Problém PKP (Postuv koresponden¢ni problém)

Instance: dvojice seznamu uy, g, ..., U, & v1,02,...,0, (pro né&j. n > 1) neprazd-
nych fetézci (slov) v néjaké abecedé.

Otazka: ma PKP pro danou instanci feseni , tj. existuji indexy o1, %2,...,%,, 7 > 0,
tak, Ze wi ug, .. u;, = vy, ...v;, 7 (Jestlize i1 = 1, hovoiime o inicidlnim FeSeni.)

T



P. Janéar: Vy¢islitelnost a slozitost I, ZS 1996/97 9

Dikaz nerozhodnutelnosti problému PKP lze provést napf. prokazanim preveditelnosti
HP ~ IPKP ~ PKP, kde problém IPKP je zadan obdobné jako PK P, jen otdzka
se pta, zda existuje inicidlni feseni pro danou instanci. Hlavni myslenka preveditelnosti
HP ~ IPKP spociva v nasledujicim: k danému M, w se sestroji prvni ¢leny seznamt
uy = 9%, v1 = $gow$ (kde ¢o je po¢. stav M). Dalsi dvojice se voli tak, aby jedind moZnd
cesta k ziskdni inicialniho TeSeni spodivala v uréité simulaci vypoctu M na w s tim, Ze
FeSeni existuje pravé kdyz M se zastavi na w.

Pozndmka. PKP se da uzit k dikazu nerozhodnutelnosti nékterych problému v teorii
formalnich jazyka. Napt. lze PKP snadno pfevést na nasledujici problém:

Instance: dvé bezkontextové gramatiky Gy, G

Otdzka: Plati L(G1) N L(Gy) # 0?7 (Tzn. ‘Lze néjaké slovo vygenerovat obéma
gramatikami 77)

Podobné se da dokazat, ze pro bezkontextové gramatiky je nerozhodnutelnym problémem

otazka ‘L(G) = X* 7, tedy i otdzka ‘L(G4) = L(G3) 77 apod.

Vsimneme si nyni, ze vSechny Turingovy stroje (s abecedou {0, 1}) lze pfirozené sefadit
(ocislovat, enumerovat). Uz jsme si uvédomili, ze Turingovy stroje (s abecedou {0,1}) Ize
kédovat fetézci nul a jednicek. Kdyz si uvédomime, Ze pro libovolnou konecnou abecedu
Y (tedy i pro ¥ = {0,1}) je mnozina ¥* nekonefna spocetnd (fetézce lze napf. us-
poradat podle délky a v ramci stejné délky lexikograficky (abecedné)), je ihned jasné,
ze i Turingovych stroji je nejvys spocetné — samoziejmé ovSem nekonecné spocetné.
Navic ndm zminéné uspofadani fetézci z {0, 1}* automaticky ddva pfirozené uspoiradani
Turingovych stroju (podle jejich kéda v abecedé {0,1}): je tedy mozné hovofit o enu-
meract Mo, My, Mz, ... Turingovych stroji (¢ jejich kéda). Navic pfislusné zobrazeni
N — {w € {0,1}* | w = Kod(M) pro ng&j. Tur. stroj M} je bijekce, kterd je (obous-
mérné) algoritmicky vy¢islitelnd (N oznacuje mnoZinu vSech celych nezdpornych ¢éisel).

Zamysleme se na chvili nad otdzkou, zda existuji jazyky (v abecedé {0, 1}), které nejsou
¢asteéné rozhodnutelné. Dfive uvedend Postova véta spolu s faktem, Ze (jazyk) H P (nebo
DHP) je tastetné rozhodnutelny a neni rozhodnutelny, uz poskytuje odpovéd: doplnék
jazyka H P (¢ DH P) neni ¢astecné rozhodnutelny.

Zminény fakt je mozné ukdzat i nasledovné. Jelikoz Turingovych stroji je spocetné
mnoho, je také ¢asteéné rozhodnutelnych jazyki (nejvys, ovSem samoziejmé praveé)
spocetné mnoho. Diky obecné Cantorové vété (mohutnost mnoziny vSech podmnozin
mnoziny M je ostfe vétsi nez mohutnost M), je zfejmé, 7e mmnozina vsech jazyki
{L|L C{0,1}*} je nespocetnd.

Je ilustrativni neodvolavat se na obecnou vétu, ale provést piimy dukaz tzv. Can-
torovou diagonalizacni metodou; tato metoda je totiz v oblasti vydcislitelnosti a slozitosti
velmi uzitecna.

Véta 1.15 Pro libovolnou neprizdnou abecedu X existuji jazyky L C X*, které nejsou
castecné rozhodnutelné.

Dukaz: (Ilustrace Cantorovy diagonaliza¢ni metody).
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Pro libovolnou (napf.  vySe uvedenou) enumeraci (vSech) Turingovych stroju
Mo, My, My, ... a pro libovolné uspofadani (vSech) slov wg, wy, ws, ... v abecedé ¥ (napf.
zminéné usporadani ‘délka+lexikogr.”) definujme jazyk L nasledovné: pro kazdé i slovo
w; patii do jazyka L pravé tehdy, kdyz stroj M; slovo w; nepfijima (nezastavi se na néj).
Je zifejmé, ze L neni pfijiman zadnym ze stroju M;. a

Nyni si uvedeme dilezitou, tzv. Riceovu, vétu, kterda zahrnuje celou t¥idu nerozhod-
nutelnych problémi. Vyslovime ji nejdfive v obsirnéjsim znéni:

Jakdkoli netrividlni vlastnost Tur. stroji tykajici se vijhradné jejich vstupné/vistupniho
chovdni (tzn. kaZdé dva Tur. stroje, které realizuji totéz zobrazeni, bud oba vlastnost maji
nebo oba vlastnost nemaji; netrivialita spociva v tom, Ze ex. Tur. stroj, jenZ vlastnost
md, a ex. Tur. stroj, jenZ ji nemd) je nerozhodnutelnd (tj. mnoZina vech kodi (indexi)
Turingovych stroji s danou vlastnosti) je nerozhodnutelnd.

Nize vyslovime totéZz v elegantnéjsi podobé. Piipomenme si nejprve nasi enumeraci
Mo, My, M3y, ...; o &isle ¢ budeme hovofit jako o indexu Turingova stroje M;. Dale
pfipomeiime, ze kazdy M; realizuje (Castecné) zobrazeni {0,1}* — {0, 1}*. Dale si jesté
uvédomme, Ze pojem rozhodnutelnosti (jako i ¢astecné rozhodnutelnosti apod.) mame
vlastné definovan i pro mnoZiny pfirozenych ¢isel — mnoZzinu A totiZ miZeme napf. velmi
prirozené ztotoznit s mnozinou fetézcu nad jednoprvkovou abecedou.

Véta 1.16 (Rice) Necht A je néjakd mnoZina algoritmicky vycislitelnygch (éastecnijch)
zobrazeni typu {0,1}* — {0,1}*. Potom mnoZina B = {i € N | M; € A (tzn. M;
realizuje zobrazeni patici do A)} je rozhodnutelnd pravé kdyZ B = () nebo B = N.

Diuikaz: Vezméme néjakou takovou A, kterd neni prazdnd ani nezahrnuje viechny alg.
vycislitelné funkce. Necht nikde nedefinované zobrazeni — : {0,1}* — {0,1}* nepatii
do A (opaény pfipad se Tesi podobné). Necht M;, realizuje —, tedy o ¢ B, a necht M,
realizuje zobrazeni z A (nutné takovy existuje); tedy jo € B.

Ukézeme, 7e problém DH P je pieveditelny na B (tj. na problém piislusnosti k B),
¢imz prokiazeme nerozhodnutelnost B. Algoritmus PREV prevodu DH P ~ B pracuje
nasledovné:

K danému stroji (kodu stroje) M (tj. k instanci problému DH P) algoritmus PREV
nejdiive sestavi stroj M’, ktery je ‘naprogramovan’ tak, Ze jeho ¢innost je nasledovna:

M’ nejprve vpravo vedle svého vstupu (na kterém v této chvili nezdlezi) zapise slovo
Kod(M) a na néj spusti (podprogram) M; pokud tento (pod)vypocet skonéi, smaze M’
piipadny zbytek po tomto vypoctu, najede na ptivodné dany vstup a spusti na néj M;,.

Po sestaveni tohoto M’ spo¢te PREV jeho index a ten vyda.

Je ztejmé: kdyz M se zastavina Kod(M) (tj. odpovéd na onu instanci DH P je ANO),
realizuje M’ totéz zobrazeni jako M, a jeho index tedy patii do B; kdyz M se nezastavi
na Kod(M) (odpoved v DHP je NE), realizuje M’ zobrazeni —, tedy totéz jako M;, a
jeho index tedy do B nepatfi. a
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2 SlozZitost

Poté, co jsme uspokojivym zptsobem zodpovédéli otazku ‘Co vSechno je algoritmicky
fesitelné (vydislitelné) 77, zauvazujeme o zakladni otazce teorie sloZitosti:

Jak je reseni (vycislovani) algoritmicky Fesitelnych problémi sloZité ¢

Zkusenost nam 1ik4, Ze tentyz kol (problém) lze Tesit riznymi metodami (algoritmy),
které maji rtiznou slozitost. Navic je intuitivné také ziejmé, Ze kazdy problém ma urcitou
‘vnitini slozitost’ (odpovidajici, zhruba Feceno, sloZitosti toho nejoptimélnéjsiho algoritmu
fesictho dany problém), a rovnéz problémy lze tedy urcitym zpusobem porovnavat podle
jejich (vnitini) slozitosti. Rovnéz uz asi mame zkuSenost s tim, ze nékteré problémy jsou
sice algoritmicky Tesitelné, ale v praxi nezvladnutelné.

7, téchto intuitivnich avah lze jiz odvodit zakladni tkoly teorie slozitosti: precizovat
pojmy sloZitost algoritmu, sloZitost problému a pokud mozno vymezit tiidu (prakticky)
zvladnutelnych problémi. To vse lze udélat riznymi zpusoby, jde ovSem o to, aby zvoleny
zplsob daval rozumné vysledky pro praxi a aby pfitom zvolené pojmy byly dostateéné
jednoduché a ‘prihledné’.

Zactneme u pojmu slozitosti algoritmu; roli algoritma budou pro nds, ve svétle pied-
chéazejici kapitoly, hrat Turingovy stroje (¢tendf si samoziejmé misto Turingovych stroji
muze predstavovat programy v jeho oblibeném programovacim jazyce a vse nize uvedené
si patiiéné ‘prekladat’); v této souvislosti je oviem dilezita pozndmka, kterd je uvedena
na zaver textu.

Co si predstavovat pod pojmem sloZitost Tur. stroje (programu) neni jednoznacné.
V jistém kontextu to miZe byt napt. pocet instrukei, hloubka ‘vnofenych cykld’ apod.
Ném zde ovSem hlavné pujde o ¢asovou (piipadné paméfovou) ndroénost vypoéti daného
stroje. Poznamenejme hned, Ze v pfipadé nekoneénych vypoctu slozitost nedefinujeme — to
v dals$im textu nebudeme uvadét (implicitné budeme predpokladat, Ze relevantni vypocty
jsou konecné, tj. ze dojde k zastaveni Tur. stroje):

Definice 2.1 Casové slozitost vypoctu Turingova stroje M nad slovem w se definuje jako
pocet elementdrnich kroki (instrukci), které M nad w vykond, nez se zastavi.

Casové sloZitost stroje M by se ted dala chapat jako funkce typu ¥* — A (kde ¥ je
abeceda stroje a N je mnozina pfirozenych ¢isel). Tento pojem je ale p¥ilis detailni a navic
se explicitné odkazuje k abecedé daného stroje. Lépe se osvédcuje nasledujici definice:

Definice 2.2 Casovou slozitosti Turingova stroje M rozumime funkci Tyy : N — N,
kde Thr(n) znamend cas. sloZitost vypoctu M nad vstupem délky n v nejhorsim pripadé
(tj. Tar(n) = maz { k| k je cas. sloz. vypoctu M nad w, kde délka(w)=n}).

P1i analyze Casové slozitosti konkrétniho Turingova stroje (¢ programu, chcete-li) M
nam v praxi vétSinou nejde o presny popis funkce Ths, ale jen o jeji odhad. Navic se
vétsinou zanedbavaji konstatni faktory, coz vede k nasledujicimu znaceni:
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o Zmalenim f € O(g), nebo f(n) € O(g(n)), rozumime, Ze ex. k a ng tz. Yn > ng :

f(n) <k-g(n).

o [ € o(g), nebo f(n) € o(g(n)), znamena, ze pro kazdé (redlné) k > 0 ex. ng tz.
Vn > ng: f(n) < k-g(n).

o [ €0(g), nebo f(n) € O(g(n)), znamend, ze f € O(g) a g € O(f).

o [€Qy(g),nebo f(n) € Qu(g(n)), znamend, Ze ex. k > 0 a nekoneéné mnoho n tz.

f(n) > k-g(n).

Nejbéznéjsi funkce vyskytujici se v odhadech jsou funkce logn, n, n -logn, n?, n>,

2" apod. (log se vétsinou chape se zdkladem 2; uvédomte si, ze diky zanedbavani konst.
faktoru na tom nezalezi).

Ted uZ je napf. jasné, co to znamend, Ze Casova sloZitost n&jakého Tur. stroje je v
O(n?), & v O(n-logn) apod. Viimnéme si, Ze O hraje roli (neostrého) hornfho odhadu, o
roli ostrého horntho odhadu, Q. predstavuje urcity dolni odhad a © je vlastné horni i dolni
odhad zarovei (sloZitost je v tom p¥ipadé ‘pfesné’ urfena — samofejmé a7 na zanedbavané
faktory).

Na rozdil od slozitosti algoritmu (Tur. stroje), je pojem slozitosti problému hife
definovatelny (zamyslete se nad tim !). UZite¢né feSeni spociva v nasledujicim utiidéni
problémi:

Definice 2.3 Tiidou (Casové) slozitosti 7(f) pro funkci f : N — N rozumime tridu
téch problémii, které jsou rozhodovdny (vycislovany) Tur. stroji s cas. sloZitosti v O(f).

Vimnéme si, ze urcité plati napft.
T(n) CT(n-logn) C T(n*) C T(n") C T(2")

(7 hlubsich vysledki teorie sloZitosti, které zde nebudeme zmitiovat, plyne, Ze kazda z
uvedenych inkluzi je vlastni.)

(4st teorie, kterd se nékdy nazyvéa konkrétni sloZitost, studuje sloZitost konkrétnich
problémi (a algoritmi), resp. pfislugné horni a dolni odhady. My se zde dotkneme spise
tzv. strukturdlni sloZitosti, jez ma za tkol zkoumat strukturu t¥id slozitosti problémd.
Podotknéme ovsem, Ze obé zminéné partie se samoziejmé prolinaji a ovliviiuji. Jednim
tridu zvlddnutelngch problémi (tj. t¥idu problémi, pro které existuji ‘dostateéné rychlé’
algoritmy).

Jako nejrozumnéjsi aproximace t¥idy zvladnutelnych problému se (zatim) ukazala t¥ida
oznaCovand PTIMFE, nebo jen P (ze slova ‘Polynomial’), definovana nasledovné

PTIME = | T(n*)
k=0
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To znamend, ze pojem ‘rychly algoritmus’ je ztotoziovan s pojem ‘polynomidlni al-
goritmus’ (tj. algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti). To neni samoziejmé idedlni
1000000 t£7ko 1ze povazovat za rychly), za-
tim je viak tato charakterizace shledavana jako vyhovujici (poznamenejme, Ze se ukazuje,
7e existuje-li pro problém ‘z praxe’ polynomidlni algoritmus, pak exponent v polynomu je
velmi maly — feknéme mensi nez 5).

(napf. algoritmus s ¢asovou slozitosti zhruba n

Kazdy ¢tenar jisté znad spoustu zvladnutelnych problému (prvka PTIMFE), pozdéji
ukazeme (rozhodnutelné) problémy, o kterych je dokazano, ze zvladnutelné nejsou (jsou
mimo PTIME).

Podobnou roli jako algoritmickd pteveditelnost pro (ne)rozhodnutelnost problému
pfinasi tzv. polynomialni pfeveditelnost pro (ne)zvladnutelnost problému (definice je v
podstaté stejna, jen u algoritmu prevodu je vyzadovana polynomialni ¢asova slozitost —
tzn. slozitost v O(n*) pro né&jaké k € N):

Definice 2.4 Problém P1 je polynomidlné pfeveditelny na problém P2, oznacme P1 <
P2, jestlize existuje Tur. stroj M s polynomialni ¢asovou slozitosti, ktery pro libovolnou
instanci I problému P1 sestroji instanci problému P2, oznacme ji M(I), pricemz plati,
Ze odpovéd na otazku problému P1 pro instanci I je ANO prdavé tehdy, kdyZ odpoved na
otdazku problému P2 pro instanci M(I) je ANO.

Je ztejmé, Ze jestlize P1 < P2 a P2 jev PI'IMF, pak i Pl je v PTIMFE; naopak,
kdyz P1 neni v PTIME, ani P2 neni v PTIME.

Jednou ze silnych motivaci pro rozvoj strukturalni slozitosti je fakt, Ze u mnoha
konkrétnich praktickych problémi nejsme (zatim) schopni prokdzat, zda jsou ¢ nejsou
v PI'TME. O téchto problémech vétsinou vime, ze jsou v tfidée EX PTTME, kde

EXPTIME = | ] T(2").
k=0

Jsou zndmy konkrétni problémy, které jsou v EX PTIMFE ale nev PT'ITMFE, o spousté
z nich ale nepfislugnost k PTIMF prokizana neni. KdyZ si napf. celkem primocare
zavedeme tiidy PSPACE, EXPSPACE zalozené na prostorové (pamétové) slozitosti,
lze snadno ukazat, Ze

PTIMEC PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE,

nevi se ovSem, které inkluze jsou vlastni. Napf. je jasné, Ze jedna z inkluzi PTIMFE C
PSPACE, PSPACFE C EXPTIMFE musi byt vlastni. 7Zda se sice, ze vlastni jsou
obé, nicméné stile neni vylou¢ena moznost PTIMFE = PSPACE ! Pfitom o spousté
praktickych problému se vi, ze jsou v PSPACE, ale neumi se prokazat nepfislusnost
k PTIME. Mnoho téchto problému je specialniho charakteru: jsou rozhodnutelné v
polynomialnim case nedeterministickym Turingovym strojem.

Definice 2.5 Dany problém (typu ANO/NE) je rozhodovin nedeterministickym
Turingovym strojem M, jestliZe vsechny vypocty M jsou konecné a vydavaji ANO nebo
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NE, pricemz pro lib. instanci I daného problému existuje (alespori jeden) vypocet M nad
I vyddvagici ANO pravé kdyZ (sprdavnd) odpovéd na I je ANO.

Slozitost takového nedet. Tur. stroje M pro slovo w je pak definovina jako délka nej-
kratsitho mozného vypoctu nad w vyddvajictho ANO - pokud takovy existuje; v opacném
pripadé lze vzit délku nejkratsiho vypoctu (vyddvajictho NE).

Dalsi definice lze jiz standardné doplnit, takZze by mélo byt jasné, co se mysli tfidou
(problému typu ANO/NE) oznafovanou N PTIMFE, nebo nékdy jen NP (N ze slova
‘nondeterministic’).

Da se celkem snadno ukazat, Ze

PTIME CNPTIME C PSPACE.

Takto jsme se dostali k velmi znamé dosud oteviené otazce, zda PTIMFE = NPTIMFE
(dané otazce se Casto fika P-NP problém).

Pozndmka. Podobné lze dodefinovat tiidu N PSPACE apod. Savitch ukazal elegantni
dtkaz rovnosti PSPACE = NPSPACE.

O spousté praktickych problémi (jednim z nich je tzv. ‘problém obchodniho cestu-
jictho’, dale se jesté zminime o problému splnitelnosti booleovskych formuli) se snadno
ukaze, ze jsou v. N P, ale nikdo pro né nezna (deterministicky) polynomialni algoritmus.

YV,

Definice 2.6 Méjme tridu sloZitosti C. O problému P fekneme, Ze je C-t&2ky, jestliZe pro
lib. P' € C plati P' <4 P. Je-li navic P € C, ¥ikdme, Ze P je C-tiplny.

Podle definice lze (vcelku pfimocafe, i kdyz pomérné pracné) dokazat tzv. Cookovu
vétu:

Véta 2.7 Problém splnitelnosti booleovskych formuli (Instance: booleovskd formule [ob-
vykle predp. v konj. norm. formé]; Otdzka: existuje ohodnoceni proménnijch, pii némz je
formule pravdivd ?) je N P-iplny.

KdyZ uz mame k dispozici jeden N P-Gplny problém, dd se IV P-uplnost dalsich prob-
lému prokazat vyuzitim nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 2.8 Jestlize P, A Py a Py je N P-tézky, pak Py je rovnéZ N P-téZky. Specidlné,
kdyz Py je v NP (P je pak rovnéZ v NP), pak Py je N P-iplny.

Jestlize prokiazeme N P-Gplnost néjakého problému, znamena to pro nas, ze je prak-
ticky nezvladnutelny (tzn. napiSeme-li program, ktery dany problém pfesné rozhoduje,
budeme ho moci skutené pouzit jen na velmi mald vstupni data) — teoreticky ovSem
porad jesté moznost rychlého algoritmu existuje. Podobné to plati i pro PSPAC E-aplné
problémy (jako je t¥eba problém, zda dané dva regularni vyrazy jsou ekvivalentni [tj. pFed-
stavuji tentyz jazyk]). Je-li ovsem néjaky problém nap¥. FX PSPAC E-Gplny, je uz urdité
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(dokazatelné) nezvladnutelny; piikladem je problém ekvivalence reg.vyrazi s mocnénim

[ie moZno psat (RV)? misto RV - RV].

Existuji samoziejmé i dokazatelné t&z8i (superexponencialni) problémy; mezi né patii
nap¥. problém rozhodovani Presburgerovy aritmetiky (rozhodovani pravdivosti formuli
teorie s¢itani).

Pozndmka. Pozorny Ctenaf se jiz moznd zamyslel nad robustnosti uvedenych pojmu a
vysledki — nejsou ndhodou zavislé na nami zvoleném modelu algoritmi, tj. na Turingovych
strojich 7 Uvahy tohoto typu jsou urlité opravnéné: ackoli se ndm napf. nepodaif

B se slozitosti mensi ney fadové n?, v

navrhnout stroj pro rozpoznavani slov typu ww
pripadé modelu Tur. stroje s dvéma hlavami je slozitost daného problému zfejmé linearni.
Oba modely se ovSem vzajemné simuluji s ‘polynomidlni ztratou’, takze definice tiid P,
NP atd. jsou pro né stejné. Zakonceme konstatovianim, Ze vSechny ‘rozumné’ (reali-
stické) modely algoritmu jsou polynomialné ekvivalentni Turingovym strojim (vzajemné
se simuluji s ‘polynomidlni ztratou’); pro né jsou tedy vySe uvedené tvahy (tykajici se
nap¥. N P-uplnosti apod.) totozné.



