
Pracovní text ke kursu VYÈÍSLITELNOST A SLO®ITOST I v ZS 1996/97P. Janèar1 VyèíslitelnostNejdøíve se budeme vìnovat oblasti vyèíslitelnosti. Základní otázkou, na kterou tatodisciplína hledá odpovìï, zní:Co v¹echno je a co není algoritmicky vyèíslitelné (øe¹itelné) ?Jinak øeèenoKe kterým problémùm existují algoritmy, je¾ je øe¹í, a ke kterým problémùm takovéalgoritmy neexistují ?Abychom takovou otázku mohli rozumnì zodpovìdìt, je mj. tøeba podrobnìji speci-�kovat, co rozumíme pod slovem problém. Význam tohoto slova v pøirozeném jazyceje velmi ¹iroký (mù¾e se jednat jak o problém øe¹ení kvadratické rovnice, tak napø. omilostný problém studenta Ostravské univerzity apod.). Zde se pochopitelnì soustøedímena problémy, jejich¾ podstata umo¾òuje vùbec uva¾ovat o potenciálním nasazení algorit-mických metod, pota¾mo poèítaèových programù. (Proto je nám zde bli¾¹í spí¹e problémkvadratické rovnice ne¾ druhý zmínìný problém.)Je rozumné se shodnout na tom, ¾e ka¾dý uva¾ovaný problém lze popsat následujícímschématemProblém XY (oznaèení, èi výsti¾ný název problému)Instance: zde je popsáno, co mù¾e být zadáním (vstupem) u na¹eho problému (napø.libovolná kvadratická rovnice)Výsledek: zde je popsáno, jak vypadají výsledky (výstupy), a jak se ¾ádaný výsledekmá vztahovat k zadané instanci (napø. to mají být koøeny zadané rovnice)Budeme pøedpokládat, ¾e výsledek je jednoznaènì urèen zadanou instancí (nebudemetedy pøipou¹tìt výsledek typu `nìjaký z koøenù dané rovnice' apod.).Dále budeme (celkem pøirozenì) pøedpokládat, ¾e jakoukoli instanci problému, ste-jnì jako jakýkoli výsledek, lze zadat øetìzcem (posloupností symbolù) v nìjaké koneènéabecedì (obsahující napø. písmena, èíslice, interpunkèní znaménka a pøípadné dal¹í sym-boly).Poznámka. V¹imnìme si, ¾e v tomto smyslu není uvedený problém kvadratické rovniceje¹tì jednoznaènì speci�kován (jak zadáme koneèným øetìzcem libovolné reálné èíslo ?).Pokud se napø. omezíme na racionální koe�cienty a koøeny budeme uva¾ovat zaokrouhlenéna urèitý poèet desetinných míst, nabízí se u¾ bì¾ný popis koe�cientù a koøenù v desítkovésoustavì.



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 2Pozastavme se je¹tì nad problémem abecedy { mno¾iny symbolù, pomocí nich¾ jsoupopsány instance a výsledky. Je mo¾né napø. ke ka¾dému problému uva¾ovat jeho speci-�ckou abecedu. Je ale také mo¾né vzít jednu (univerzální) abecedu a v ní popisovatinstance a výsledky kteréhokoli problému. Napø. je mo¾né se omezit na znaky ASCII.Od této pøedstavy je u¾ jen krùèek k uvìdomìní si, ¾e jako ona univerzální mù¾e vlastnìstaèit dvouprvková abeceda f0; 1g ! Zápisy v ní sice pro nás asi nebudou pøíjemnì èitelné,nicménì v¹ichni víme, jak zkonstruovat jednoduché algoritmy (prográmky) pøevádìjícíøetìzce (texty) z na¹í oblíbené abecedy do abecedy f0; 1g a zpìt { pro studované otázkyalgoritmické rozhodnutelnosti tedy nic neztratíme, omezíme-li se na onu dvouprvkovouabecedu.Na problém ve vý¹e uvedeném smyslu se lze dívat jako na zobrazení typu �� �!�� pro danou abecedu � (ve svìtle pøede¹lého odstavce si zde v¾dy lze za � dosaditabecedu f0; 1g), které ka¾dé (povolené) instanci problému (resp. jejímu popisu v danéabecedì) pøiøazuje ¾ádaný výsledek (resp. jeho popis v dané abecedì); k øetìzci ze ��,který nepøedstavuje (povolenou) instanci problému, je mo¾no pøiøadit nìjaký speciálnívýsledek (znamenající `Nekorektní zadání'). Je mo¾né ale tohle neudìlat a pro nepovolenéinstance prostì výsledek nede�novat. Pøíslu¹né zobrazení �� �! �� se pak chápe jakoèásteèné (tj. nede�nované pro v¹echny øetìzce ze �� { na rozdíl od obvyklého totálníhozobrazení de�novaného v¹ude).Speciálními problémy budou problémy typu ANO/NE, kde ¾ádaný výsledek (pøíslu¹nýk povolené instanci) je prvek dvouprvkové mno¾iny (napø. fANO;NEg, èi f1; 0g). Takovýproblém se nejèastìji zadává následujícím schématem.Problém XY (oznaèení, èi výsti¾ný název problému)Instance: zde je popsáno, co mù¾e být zadáním (vstupem) u na¹eho problému (napø.libovolná kvadratická rovnice)Otázka: zde je otázka (vztahující se k instanci), na ni¾ je v¾dy odpovìï ANO neboNE (napø. existuje koøen zadané rovnice ?)Problém tohoto typu se èasto ztoto¾òuje s mno¾inou právì tìch øetìzcù v dané abecedì,které popisují ty instance problému, jim¾ je pøiøazena odpovìï ANO. Jedná se tedy vlastnìo urèitý jazyk v abecedì � (tj. o urèitou podmno¾inu mno¾iny ��).Nyní, po upøesnìní toho, co rozumíme pod pojmem `problémy', vymezíme jejich vlast-nosti, která nás zde zajímají.De�nice 1.1 O daném problému øekneme, ¾e je algoritmicky øe¹itelný (neboli odpoví-dající (èásteèné) zobrazení �� �! �� je algoritmicky vyèíslitelné), jestli¾e existuje al-goritmus, který je schopen jako vstup pøijmout libovolnou instanci daného problému ajeho výpoèet pro libovolný takový vstup v¾dy skonèí, pøièem¾ výstupem bude po¾adovanývýsledek.Je-li problém chápán jako vý¹e zmínìné èásteèné zobrazení �� �! ��, pak se z tech-nických dùvodù obvykle po¾aduje, ¾e pøíslu¹ný algoritmus se pro nekorektní zadání (tj. pro



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 3øetìzec, jen¾ nepopisuje instanci problému) nezastaví (a jeho výstup není v tom pøípadìde�nován).My se budeme hlavnì zajímat o problémy typu ANO/NE, s kterými se snadnìjipracuje, a na nì¾ se úvahy o obecných problémech dají pøevést. Pojem algoritmickéøe¹itelnosti pro nì vyjadøujeme následovnì:De�nice 1.2 O daném problému typu ANO/NE øekneme, ¾e je algoritmicky rozhod-nutelný, pro struènost rozhodnutelný, jestli¾e existuje algoritmus, který je schopen jakovstup pøijmout libovolnou instanci daného problému a jeho výpoèet pro libovolný takovývstup v¾dy skonèí, pøièem¾ výstupem bude po¾adovaná odpovìï ANO èi NE.Celkem pøirozenì lze tato de�nice pøenést na jazyky, tedy mno¾iny øetìzcù v danéabecedì:De�nice 1.3 Jazyk L v abecedì � je rozhodnutelný, tj. mno¾ina L � �� je rozhod-nutelná, jestli¾e problém pøíslu¹nosti k L je rozhodnutelný (Instance: w 2 ��; Otázka:Platí w 2 L ?).Budeme pøedpokládat, ¾e pro libovolný uva¾ovaný problém P s `popisnou' abecedou� je následující ANO/NE problém daný schématemInstance: w 2 ��; Otázka: Je w (korektním) popisem instance problému P ?rozhodnutelný. Pak je zøejmé, ¾e ANO/NE problém je rozhodnutelný právì tehdy,kdy¾ jemu pøíslu¹ný jazyk (sestávající ze v¹ech instancí na které je odpovìï ANO) jerozhodnutelný (tzn. ¾e v tomto smyslu nede�novanost problému pro pøípadné nekorektníinstance nehraje roli).Bude se nám hodit i související pojem èásteèné rozhodnutelnosti:De�nice 1.4 O daném problému typu ANO/NE øekneme, ¾e je èásteènì rozhodnutelný(neboli pøíslu¹ný jazyk v abecedì � je èásteènì rozhodnutelný, tj. daná podmno¾inamno¾iny �� je èásteènì rozhodnutelná), jestli¾e existuje algoritmus, jeho¾ výpoèet skonèíprávì pro takové vstupy, které odpovídají instancím daného problému s odpovìdí ANO.Poznámka. Ka¾dé tvrzení týkající se (èásteèné) rozhodnutelnosti problémù lze pøeformulo-vat pro jazyky, tedy mno¾iny, a naopak. Ètenáø je vyzýván, a» to má neustále na pamìti(dùkladnì uvìdomit si to mù¾e napø. na následujících tvrzeních, která jsou explicitnìformulována jen pro mno¾iny).V¹imnìme si následujících vztahù mezi uvedenými pojmy.Tvrzení 1.5 Je-li mno¾ina A � �� rozhodnutelná, pak je i èásteènì rozhodnutelná.Tvrzení 1.6 Mno¾ina A � �� je rozhodnutelná právì kdy¾ A (doplnìk A, tj. �� nA) jerozhodnutelná.



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 4Vìta 1.7 (Post) Mno¾ina A � �� je rozhodnutelná právì kdy¾ A i A jsou èásteènì rozhod-nutelné.Dùkaz obou tvrzení, a tím i dùkaz jednoho smìru Postovy vìty, by mìl být nabíledni.Pro opaèný smìr vìty si staèí uvìdomit, ¾e potøebný algoritmus (rozhodující A) prostì `par-alelnì spustí' (tj. napø. støídavì krok po kroku simuluje) dva pøíslu¹né algoritmy (èásteènìrozhodující A a A), `poèká' a¾ jeden z nich skonèí a poté vydá pøíslu¹nou odpovìï.Nyní u¾ má pro nás základní otázka formulovanáKteré problémy jsou algoritmicky øe¹itelné (èi rozhodnutelné) ?podstatnì konkrétnìj¹í smysl. Opírá se ov¹em stále o intuitivní pojem `algoritmus', kterýje pro na¹e úvahy nutné formalizovat, zpøesnit.Poznámka. V¹imnìte si, ¾e Postovu vìtu jsme prokázali bez dal¹ího zpøesnìní pojmu `al-goritmus'. Opírali jsme se zde konkrétnì napø. o to, ¾e ke ka¾dým dvìma algoritmùmlze navrhnout tøetí algoritmus, který ty dva `paralelnì' (èi `støídavì sekvenènì') provádí{ to jsme vzali jako intuitivnì zøejmý fakt. Ve skuteènosti se u¾ dostáváme na trochunebezpeènou pùdu a mìli bychom si zaèít uvìdomovat, proè asi je zpøesnìní pojmu `algo-ritmus' potøebné.Markantnìj¹í to bude na následujícím pøíkladu: pozdìji naznaèíme dùkaz toho, ¾e èásteènìrozhodnutelné jazyky jsou pøesnì jazyky typu 0 z Chomského hierarchie (generované obec-nými generativními gramatikami). Kdy¾ bychom mìli pøedvést, ¾e ka¾dý èásteènì rozhod-nutelný jazyk je generován zmínìnou gramatikou, budeme zpøesnìní pojmu algoritmuspotøebovat jako sùl.Nejdùle¾itìj¹ím motivem je ov¹em snaha prokázat algoritmickou nerozhodnutelnostkonkrétních problémù { zde se ji¾ bez zmínìné formalizace nemù¾eme obejít.O avízovanou formalizaci se pokusil v 30. letech mj. anglický matematik Alan Turing,pro jeho¾ formalizaci pojmu algoritmus se brzy v¾il název `Turingùv stroj'. Zde toto`zaøízení' nede�nujeme, pøedpokládáme, ¾e s ním je ètenáø obeznámen (a ¾e bere jakozøejmé, ¾e ka¾dý Tur. stroj je pøíkladem algoritmu; o opaèném smìru bude øeè ní¾e).Úmluva. Øekneme-li, ¾e Turingùv stroj má abecedu � (napø. f0; 1g), zaøazujeme do � jen`normální' (tj. neprázdné) znaky; automaticky budeme pøedpokládat, ¾e instrukce poèítajíi se speciálním prázdným znakem (nìkdy se oznaèuje #), který pøedstavuje prázdné políèkopásky. Navíc budeme z technických dùvodù pøedpokládat, ¾e v koncové kon�guraci tvoøíneprázdné znaky na pásce v¾dy souvislý úsek.Uveïme následující pøirozené de�nice (vyu¾ívající pøedchozí úmluvu).De�nice 1.8 Turingùv stroj M s abecedou � realizuje (èásteèné) zobrazení M : �� �!�� de�nované následovnì pro libovolné w 2 ��: zastaví-li se M pro vstup w (tedy skonèí-li jeho výpoèet, zaène-li se slovem w na pásce), pak M(w) je de�nováno a rovná seøetìzci (souvislému úseku neprázdných znakù), který je obsahem pásky v pøíslu¹né koncovékon�guraci; nezastaví-li se M na w, pak M(w) de�nováno není.Tur. stroj M pøijímá (akceptuje, èásteènì rozhoduje) jazyk (mno¾inu) L � ��, jestli¾epro lib. w 2 L se zastaví a pro lib. w 62 L se nezastaví.



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 5Tur. stroj M rozhoduje jazyk (mno¾inu) L � ��, jestli¾e pro lib. w 2 �� se zastaví arozhodne (napø. konc. stavy qANO, qNE), zda w 2 L èi nikoliv.V¹imnìte si, ¾e v de�nicích 1.1, 1.2, 1.3 mù¾eme pojem `algoritmus' nahradit po-jmem `Turingùv stroj'; dostaneme pak de�nice `turingovsky vyèíslitelných (èásteèných)zobrazení', `turingovsky rozhodnutelných jazykù (mno¾in)' apod.Poznámka. Je vhodné øíci, ¾e jako synonymum k pojmu `turingovsky vyèíslitelné (zo-brazení)' se u¾ívá pojem èásteènì rekurzivní (funkce), synonymem k `turingovsky rozhod-nutelný jazyk (mno¾ina)' je rekurzivní jazyk (mno¾ina) a místo `turingovsky èásteènìrozhodnutelný jazyk (mno¾ina)' se u¾ívá rekurzivnì spoèetný jazyk (mno¾ina).Rùzných jiných formalizací pojmu algoritmus se v 30. letech a pozdìji objevilo více(napø. Postovy systémy, Markovovy algoritmy, kalkul èásteènì rekurzivních funkcí atd.;nám je dnes asi nejbli¾¹í ztoto¾nìní pojmu algoritmus s pojmem poèítaèový program {napø. program v jazyce Pascal). V¹echny tyto formalizace se ukázaly být ekvivalentní(umìjí realizovat tatá¾ zobrazení �� �! ��, resp. pøijímat (rozhodovat) tyté¾ jazyky {podmno¾iny ��). Tato ekvivalence se vìt¹inou dá ukázat pøedvedením schopnosti simulo-vat jeden prostøedek jiným. V na¹em kursu to ilustrujeme prokázáním ekvivalence rùznýchmodi�kací základního modelu Turingova stroje (napø. stroje s oboustrannì nekoneènoupáskou, více pásek, vícestopé pásky, nedeterministické stroje (akceptory) atd.) a takénapø. ekvivalencí se zásobníkovým automatem s dvìma zásobníky.Speciální význam má pro nás fakt, ¾e libovolný Turingùv stroj M lze simulovatTuringovým strojem M 0 s abecedou f0; 1g. (Pøedpokládáme, ¾e ètenáøi je toto naprostojasné.)Prokázání zmínìných ekvivalencí a dal¹í velmi dobré dùvody nás vedou k pøijímánítzv. Churchovy (èi Church-Turingovy) tezeKe ka¾dému algoritmu je mo¾né zkonstruovat s ním ekvivalentní Turingùv stroj (pøivhodném vyjádøení vstupù a výstupù jako øetìzcù v urèité abecedì); ekvivalencí zderozumíme podmínku, ¾e algoritmus i Turingùv stroj se zastaví (tj. jejich bìh, výpoèet,se zastaví) právì pro tyté¾ vstupy, pøièem¾ pro tyto vstupy budou pøíslu¹né výstupytoto¾né.Jinými slovy: ka¾dý rozhodnutelný problém (jazyk, mno¾ina) je turingovsky rozhod-nutelný (tj. rekurzivní); podobnì ka¾dý èásteènì rozhodnutelný problém (jazyk, mno¾ina)je turingovsky èásteènì rozhodnutelný (tj. rekurzivnì spoèetný).(V¹imnìte si, ¾e jeliko¾ ka¾dý Turingùv stroj je pøíkladem algoritmu, je obrácenétvrzení zøejmé.)Churchovu tezi není mo¾né dokázat jako matematickou vìtu (právì kvùli `intuitivnímucharakteru' pojmu algoritmus); jeliko¾ v¹ak máme velmi dobré dùvody k jejímu pøijetí,èasto pojmy `rekurzivní' a `rozhodnutelný' ztoto¾òujeme. Ní¾e zmíníme dùkazy algorit-mické nerozhodnutelnosti konkrétních problémù; ve skuteènosti exaktnì doká¾eme jento, ¾e nejsou rekurzivní (tj. turingovsky rozhodnutelné) { v tvrzení se tedy implicitnìodvoláváme na Churchovu tezi, èeho¾ bychom si mìli být vìdomi.



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 6Upozornìní. V textu se budeme dr¾et `v¹eobecnìj¹ích' pojmù jako je `rozhodnutelný',`èásteènì rozhodnutelný' i tam, kde by z hlediska matematické exaktnosti mìlo být radìji`rekurzivní', `rekurzivnì spoèetný'. Bylo by dobré, aby si toto ètenáø aspoò na nìkolika pøí-padech dùkladnì promyslil. Dobrým cvièením mù¾e být pøíklad Postovy vìty: promysletesi její znìní 1.7 ve vztahu ke znìní `A je rekurzivní právì kdy¾ A i A jsou rekurzivnìspoèetné'. (Èím se li¹í dùkazy vìty v jednotlivých znìních ? Proè jde vlastnì o jednu atuté¾ vìtu ?)Poznámka. U¾ jsme si døíve zmínili, ¾e jazyky typu 0 v Chomského hierarchii (jazykygenerovatelné obecnými generativními gramatikami) jsou právì èásteènì rozhodnutelnéjazyky. K dané obecné gramatice je snadné navrhnout napø. nedeterministický Turingùvstroj, který akceptuje (tj. má mo¾nost se zastavit pro) právì ta slova, je¾ lze nagenerovatgramatikou. Pro opaèný smìr nyní (v souladu s Churchovou tezí) staèí ukázat, jak kdanému Turingovu stroji (s poè. stavem q0) zkonstruovat gramatiku, je¾ napø. nejprvevygeneruje slovo tvaru w$q0w$ (q0; $ chápány jako neterminály) a pak její odvození vpodstatì kopíruje výpoèet Turingova stroje na w { s tím, ¾e terminální slovo lze odvoditjen pøi docílení koncové kon�gurace a tím slovem, které pak `zbude', bude ono první w.Ve svìtle pøedchozích úvah bychom nyní mìli chápat, ¾e budeme-li dále otázky teorievyèíslitelnosti studovat na Turingových strojích, dostaneme výsledky, které jsou robustní{ nezávislé na volbì tohoto konkrétního modelu (ke stejným výsledkùm bychom napø.dospìli, pokud bychom pou¾ívali napø. pascalské programy { technicky by ov¹em v¹e bylonároènìj¹í [dùvod je zøejmý ji¾ z porovnání de�nic Turingových strojù a Pascalu]).O jaké (robustní) výsledky jde ? Pøedev¹ím samozøejmì pùjde o prokázání nerozhod-nutelnosti konkrétních problémù. Je¹tì pøedtím si ale uká¾eme výsledek týkající se exis-tence urèitého, tzv. univerzálního, algoritmu.Pøedstavte si, ¾e vám nìkdo pøedlo¾í zadání Turingova stroje M (v dohodnutém for-mátu; de facto se urèitì jedná o øetìzec v urèité dohodnuté abecedì, by» napsaný napø. vevíce øádcích na papíøe) a nìjaké jeho vstupní slovo w; dotyèný vás vyzve, a» pøedvedete(simulujete) výpoèet stroje M na slovì w. To, co pak budete provádìt, bude zajisténaprosto mechanický (algoritmický) postup, který jste schopni aplikovat na libovolný Tur.stroj a libovolné jeho vstupní slovo. Realizujete tedy urèitý konkrétní algoritmus !V¹imnìte si, ¾e zastaví-li seM na w, co¾ budeme znaèít !M(w), va¹e èinnost po nìjakémèase skonèí { odhlí¾íme teï od èasu a prostoru, který byste k dané simulaci potøebovali { ajste schopni vydat `výstup' toto¾ný s (neprázdným) obsahem pásky v koncové kon�guracistroje M dosa¾ené pøi výpoètu nad w. Tento obsah pásky (koneèný øetìzec) znaèímeM(w) (v souladu s de�nicí 1.8) nebo prostì M(w). Pokud se M na w nezastaví, tj.:!M(w), va¹e simulace je potenciálnì nekoneèná (a o nìjakém `výstupu' pak nebudemehovoøit).Tento algoritmus, který vykonáváte pøi zmínìné simulaci Turingových strojù, musíov¹em podle Churchovy teze být rovnì¾ realizován nìjakým konkrétním Turingovým stro-jem ! Nepøekvapí nás proto následující vìta. Zde Kod(M) bude pøedstavovat dohodnutouformu zápisu Turingova strojeM ; mìlo by být zøejmé, ¾e také zde mù¾eme pøedpokládat,¾e u¾ijeme jen abecedu f0; 1g, tj. Kod(M) 2 f0; 1g�.



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 7Vìta 1.9 (O univerzálním Turingovu stroji.) Lze sestrojit Turingùv stroj U takový, ¾epro libovolný Turingùv stroj M s abecedou f0; 1g a libovolné w 2 f0; 1g� platí:1/ !M(w),!U(Kod(M) � w) a2/ jestli¾e !M(w), pak M(w) = U(Kod(M) �w).Úkol. Sestrojte takový konkrétní stroj U . Vy¾aduje to samozøejmì urèitý èas, alede facto se jedná o naprogramování jednoduchého algoritmu, který dobøe znáte { musíteov¹em programovat v jazyce hodnì `nízké úrovnì'. Vá¹ univ. stroj mù¾e samozøejmìpou¾ívat pro jeho naprogramování co nejvýhodnìj¹í formu Kod neomezující se na abeceduf0; 1g. Uvìdomte si ale, ¾e byste mìli být schopni rutinnì upravit vá¹ U pro pøípadKod(M) 2 f0; 1g�, a navíc by ¹lo po¾adovat, aby U mìl také jen abecedu f0; 1g. Mimojiné to znamená, ¾e jej lze aplikovat i na svùj vlastní kód { zamyslete se nad tím !Poznámka. Pøedchozí vìta mluví o univerzálním Turingovu stroji (schopným `provádìtpráci' libovolného Tur. stroje). Z hlediska døíve zmínìné robustnosti na¹ich výsledkùexistuje takový univerzální `program' v libovolné formalizaci algoritmù. Obecnì tedymù¾eme hovoøit o univerzálním algoritmu; promyslete si, proè se na poèítaè lze dívat jakona zaøízení realizující onen univerzální algoritmus.Je naèase uvést pøíklad problému, který algoritmicky rozhodnutelný není.Problém HP (Halting Problem)Instance: Tur. stroj M { resp. jeho kód Kod(M) v abecedì f0; 1g a slovo w 2f0; 1g�.Otázka: Zastaví se M na w (platí !M(w)) ?Vìta 1.10 Problém HP není rozhodnutelný.Dùkaz: Dùkaz je vedený sporem. Pøedpokládejme, ¾e ex. Tur. stroj H , který se prolib. vstup u 2 f0; 1g� tvaru u = Kod(M) � w pro nìj. M a slovo w zastaví a rozhodne,zda !M(w) èi nikoliv (skonèí napø. buï ve spec. stavu qANO nebo v qNE). U stroje Hje mo¾né pøedpokládat abecedu f0; 1g. Sestrojme nyní stroj H 0 s abecedou f0; 1g, kterýse chová následovnì: vstupní slovo v 2 f0; 1g� nejprve zdvojí (vytvoøí slovo vv) a nato `spustí' (jako podprogram) stroj H . Jestli¾e (podprogram) H skonèí ve stavu qANO,stroj H 0 pøejde do nekoneèného cyklu (a tedy se nezastaví); jestli¾e H skonèí ve stavuqNE , stroj H 0 se zastaví (stav qNE bude také jeho koncovým stavem). Kdy¾ ov¹em nyníprozkoumáme, zda se H 0 pøi spu¹tìní na svùj kód Kod(H 0) zastaví èi nezastaví, dospìjemepøi obou mo¾nostech k logickému sporu (zastaví se a nezastaví se zároveò). 2Jeliko¾ HP je zøejmì èásteènì rozhodnutelný (èásteènì ho rozhoduje napø. univerzálníTuringùv stroj), dostáváme:Dùsledek 1.11 Problém HP je pøíkladem problému (èi jazyka), který je èásteènì rozhod-nutelný, ale není rozhodnutelný.



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 8Je u¾iteèné si v¹imnout, ¾e pøi dùkazu nerozhodnutelnosti problému HP jsme vlastnìukázali nerozhodnutelnost jeho podproblému, který oznaèíme DHP (Diagonal HaltingProblem) { Instance: StrojM daný svým kódem Kod(M); Otázka: Zastaví se M na svùjkód (tj. na slovo Kod(M)) ?Vìta 1.12 Problém DHP je èásteènì rozhodnutelný, ale není rozhodnutelný.Máme-li dokázánu nerozhodnutelnost jednoho problému, je mo¾no ji vyu¾ít k prokázánínerozhodnutelnosti dal¹ích problémù. Napø. z nerozhodnutelnosti problému P ihned plynenerozhodnutelnost jeho doplòkového problému (ANO, NE pøehozeny); srovnej Tvrzení 1.6.Více u¾iteèný je ov¹em následující pojem:De�nice 1.13 Problém P1 je (algoritmicky) pøeveditelný na problém P2, oznaème P1;P2, jestli¾e existuje algoritmus A, který pro libovolnou instanci I problému P1 (chápanoujako jeho vstup) sestrojí (tzn. skonèí svùj výpoèet a jako výstup vydá) instanci problémuP2, oznaème ji A(I), pøièem¾ platí, ¾e odpovìï na otázku problému P1 pro instanci I jeANO právì tehdy, kdy¾ odpovìï na otázku problému P2 pro instanci A(I) je ANO.Poznámka. Ètenáøe jistì nepøekvapí, ¾e pojem rekurzivní pøeveditelnosti se de�nujeobdobnì s tím, ¾e pojem algoritmus se nahradí pojmem Turingùv stroj. Pøipomeòme, ¾epøi pøijetí Churchovy teze jsou pojmy rekurzivní a algoritmické pøeveditelnosti toto¾né.Jeliko¾ problému typu ANO/NE koresponduje døíve uvedeným pøirozeným zpù-sobem urèitý jazyk (sestávající ze v¹ech øetìzcù popisujících instance s odpovìdí ANO),dostáváme takto rovnì¾ pojem (algoritmické) pøeveditelnosti jazykù.U¾iteènost uvedeného pojmu pro na¹e úèely vyslovuje následující tvrzení, jeho¾ dùkazby mìl být zøejmý.Tvrzení 1.14 Je-li P1; P2 a problém P1 je nerozhodnutelný, je i problém P2 nerozhod-nutelný.Pøíklad. Takto se napø. proká¾e nerozhodnutelnost problému UHP (Uniform HaltingProblem; Instance: Tur. stroj M ; Otázka: Zastaví se M na ka¾dý vstup (tj. platí8w :!M(w)) ?.) Pøi prokázání HP ; UHP staèí navrhnout algoritmus, který k zadanémuM , w sestrojí stroj M 0, jen¾ nejdøíve otestuje vstup a v pøípadì, ¾e jde o w, `spustí'(podprogram) M a v opaèném pøípadì se ihned zastaví.Uvedeme pøíklad jiného dùle¾itého nerozhodnutelného problému:Problém PKP (Postùv korespondenèní problém)Instance: dvojice seznamù u1; u2; : : : ; un a v1; v2; : : : ; vn (pro nìj. n � 1) neprázd-ných øetìzcù (slov) v nìjaké abecedì.Otázka: má PKP pro danou instanci øe¹ení , tj. existují indexy i1; i2; : : : ; ir, r > 0,tak, ¾e ui1ui2 : : : uir = vi1vi2 : : : vir ? (Jestli¾e i1 = 1, hovoøíme o iniciálním øe¹ení.)



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 9Dùkaz nerozhodnutelnosti problému PKP lze provést napø. prokázáním pøeveditelnostíHP ; IPKP ; PKP , kde problém IPKP je zadán obdobnì jako PKP , jen otázkase ptá, zda existuje iniciální øe¹ení pro danou instanci. Hlavní my¹lenka pøeveditelnostiHP ; IPKP spoèívá v následujícím: k danému M , w se sestrojí první èleny seznamùu1 = $, v1 = $q0w$ (kde q0 je poè. stav M). Dal¹í dvojice se volí tak, aby jediná mo¾nácesta k získání iniciálního øe¹ení spoèívala v urèité simulaci výpoètu M na w s tím, ¾eøe¹ení existuje právì kdy¾ M se zastaví na w.Poznámka. PKP se dá u¾ít k dùkazu nerozhodnutelnosti nìkterých problémù v teoriiformálních jazykù. Napø. lze PKP snadno pøevést na následující problém:Instance: dvì bezkontextové gramatiky G1, G2Otázka: Platí L(G1) \ L(G2) 6= ; ? (Tzn. `Lze nìjaké slovo vygenerovat obìmagramatikami ?')Podobnì se dá dokázat, ¾e pro bezkontextové gramatiky je nerozhodnutelným problémemotázka `L(G) = �� ?', tedy i otázka `L(G1) = L(G2) ?' apod.V¹imneme si nyní, ¾e v¹echny Turingovy stroje (s abecedou f0; 1g) lze pøirozenì seøadit(oèíslovat, enumerovat). U¾ jsme si uvìdomili, ¾e Turingovy stroje (s abecedou f0; 1g) lzekódovat øetìzci nul a jednièek. Kdy¾ si uvìdomíme, ¾e pro libovolnou koneènou abecedu� (tedy i pro � = f0; 1g) je mno¾ina �� nekoneèná spoèetná (øetìzce lze napø. us-poøádat podle délky a v rámci stejné délky lexikogra�cky (abecednì)), je ihned jasné,¾e i Turingových strojù je nejvý¹ spoèetnì { samozøejmì ov¹em nekoneènì spoèetnì.Navíc nám zmínìné uspoøádání øetìzcù z f0; 1g� automaticky dává pøirozené uspoøádáníTuringových strojù (podle jejich kódù v abecedì f0; 1g): je tedy mo¾né hovoøit o enu-meraci M0;M1;M2; : : : Turingových strojù (èi jejich kódù). Navíc pøíslu¹né zobrazeníN �! fw 2 f0; 1g� j w = Kod(M) pro nìj. Tur. stroj Mg je bijekce, která je (obous-mìrnì) algoritmicky vyèíslitelná (N oznaèuje mno¾inu v¹ech celých nezáporných èísel).Zamysleme se na chvíli nad otázkou, zda existují jazyky (v abecedì f0; 1g), které nejsouèásteènì rozhodnutelné. Døíve uvedená Postova vìta spolu s faktem, ¾e (jazyk) HP (neboDHP ) je èásteènì rozhodnutelný a není rozhodnutelný, u¾ poskytuje odpovìï: doplnìkjazyka HP (èi DHP ) není èásteènì rozhodnutelný.Zmínìný fakt je mo¾né ukázat i následovnì. Jeliko¾ Turingových strojù je spoèetnìmnoho, je také èásteènì rozhodnutelných jazykù (nejvý¹, ov¹em samozøejmì právì)spoèetnì mnoho. Díky obecné Cantorovì vìtì (mohutnost mno¾iny v¹ech podmno¾inmno¾iny M je ostøe vìt¹í ne¾ mohutnost M), je zøejmé, ¾e mno¾ina v¹ech jazykùfL j L � f0; 1g�g je nespoèetná.Je ilustrativní neodvolávat se na obecnou vìtu, ale provést pøímý dùkaz tzv. Can-torovou diagonalizaèní metodou; tato metoda je toti¾ v oblasti vyèíslitelnosti a slo¾itostivelmi u¾iteèná.Vìta 1.15 Pro libovolnou neprázdnou abecedu � existují jazyky L � ��, které nejsouèásteènì rozhodnutelné.Dùkaz: (Ilustrace Cantorovy diagonalizaèní metody).



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 10Pro libovolnou (napø. vý¹e uvedenou) enumeraci (v¹ech) Turingových strojùM0;M1;M2; : : : a pro libovolné uspoøádání (v¹ech) slov w0; w1; w2; : : : v abecedì � (napø.zmínìné uspoøádání `délka+lexikogr.') de�nujme jazyk L následovnì: pro ka¾dé i slovowi patøí do jazyka L právì tehdy, kdy¾ strojMi slovo wi nepøijímá (nezastaví se na nìj).Je zøejmé, ¾e L není pøijímán ¾ádným ze strojù Mi. 2Nyní si uvedeme dùle¾itou, tzv. Riceovu, vìtu, která zahrnuje celou tøídu nerozhod-nutelných problémù. Vyslovíme ji nejdøíve v ob¹írnìj¹ím znìní:Jakákoli netriviální vlastnost Tur. strojù týkající se výhradnì jejich vstupnì/výstupníhochování (tzn. ka¾dé dva Tur. stroje, které realizují toté¾ zobrazení, buï oba vlastnost majínebo oba vlastnost nemají; netrivialita spoèívá v tom, ¾e ex. Tur. stroj, jen¾ vlastnostmá, a ex. Tur. stroj, jen¾ ji nemá) je nerozhodnutelná (tj. mno¾ina v¹ech kódù (indexù)Turingových strojù s danou vlastností) je nerozhodnutelná.Ní¾e vyslovíme toté¾ v elegantnìj¹í podobì. Pøipomeòme si nejprve na¹i enumeraciM0;M1;M2; : : :; o èísle i budeme hovoøit jako o indexu Turingova stroje Mi. Dálepøipomeòme, ¾e ka¾dý Mi realizuje (èásteèné) zobrazení f0; 1g� �! f0; 1g�. Dále si je¹tìuvìdomme, ¾e pojem rozhodnutelnosti (jako i èásteèné rozhodnutelnosti apod.) mámevlastnì de�nován i pro mno¾iny pøirozených èísel { mno¾inu N toti¾ mù¾eme napø. velmipøirozenì ztoto¾nit s mno¾inou øetìzcù nad jednoprvkovou abecedou.Vìta 1.16 (Rice) Nech» A je nìjaká mno¾ina algoritmicky vyèíslitelných (èásteèných)zobrazení typu f0; 1g� �! f0; 1g�. Potom mno¾ina B = fi 2 N j Mi 2 A (tzn. Mirealizuje zobrazení patøící do A)g je rozhodnutelná právì kdy¾ B = ; nebo B = N .Dùkaz: Vezmìme nìjakou takovou A, která není prázdná ani nezahrnuje v¹echny alg.vyèíslitelné funkce. Nech» nikde nede�nované zobrazení ? : f0; 1g� �! f0; 1g� nepatøído A (opaèný pøípad se øe¹í podobnì). Nech» Mi0 realizuje ?, tedy i0 62 B, a nech» Mj0realizuje zobrazení z A (nutnì takový existuje); tedy j0 2 B.Uká¾eme, ¾e problém DHP je pøeveditelný na B (tj. na problém pøíslu¹nosti k B),èím¾ proká¾eme nerozhodnutelnost B. Algoritmus PREV pøevodu DHP ; B pracujenásledovnì:K danému stroji (kódu stroje) M (tj. k instanci problému DHP ) algoritmus PREVnejdøíve sestaví stroj M 0, který je `naprogramován' tak, ¾e jeho èinnost je následovná:M 0 nejprve vpravo vedle svého vstupu (na kterém v této chvíli nezále¾í) zapí¹e slovoKod(M) a na nìj spustí (podprogram) M ; pokud tento (pod)výpoèet skonèí, sma¾e M 0pøípadný zbytek po tomto výpoètu, najede na pùvodnì daný vstup a spustí na nìj Mj0 .Po sestavení tohoto M 0 spoète PREV jeho index a ten vydá.Je zøejmé: kdy¾M se zastaví na Kod(M) (tj. odpovìï na onu instanci DHP je ANO),realizuje M 0 toté¾ zobrazení jako Mj0 a jeho index tedy patøí do B; kdy¾ M se nezastavína Kod(M) (odpovìï v DHP je NE), realizuje M 0 zobrazení ?, tedy toté¾ jako Mi0 ajeho index tedy do B nepatøí. 2



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 112 Slo¾itostPoté, co jsme uspokojivým zpùsobem zodpovìdìli otázku `Co v¹echno je algoritmickyøe¹itelné (vyèíslitelné) ?', zauva¾ujeme o základní otázce teorie slo¾itosti:Jak je øe¹ení (vyèíslování) algoritmicky øe¹itelných problémù slo¾ité ?Zku¹enost nám øíká, ¾e tentý¾ úkol (problém) lze øe¹it rùznými metodami (algoritmy),které mají rùznou slo¾itost. Navíc je intuitivnì také zøejmé, ¾e ka¾dý problém má urèitou`vnitøní slo¾itost' (odpovídající, zhruba øeèeno, slo¾itosti toho nejoptimálnìj¹ího algoritmuøe¹ícího daný problém), a rovnì¾ problémy lze tedy urèitým zpùsobem porovnávat podlejejich (vnitøní) slo¾itosti. Rovnì¾ u¾ asi máme zku¹enost s tím, ¾e nìkteré problémy jsousice algoritmicky øe¹itelné, ale v praxi nezvládnutelné.Z tìchto intuitivních úvah lze ji¾ odvodit základní úkoly teorie slo¾itosti: precizovatpojmy slo¾itost algoritmu, slo¾itost problému a pokud mo¾no vymezit tøídu (prakticky)zvládnutelných problémù. To v¹e lze udìlat rùznými zpùsoby, jde ov¹em o to, aby zvolenýzpùsob dával rozumné výsledky pro praxi a aby pøitom zvolené pojmy byly dostateènìjednoduché a `prùhledné'.Zaèneme u pojmu slo¾itosti algoritmu; roli algoritmù budou pro nás, ve svìtle pøed-cházející kapitoly, hrát Turingovy stroje (ètenáø si samozøejmì místo Turingových strojùmù¾e pøedstavovat programy v jeho oblíbeném programovacím jazyce a v¹e ní¾e uvedenési patøiènì `pøekládat'); v této souvislosti je ov¹em dùle¾itá poznámka, která je uvedenana závìr textu.Co si pøedstavovat pod pojmem slo¾itost Tur. stroje (programu) není jednoznaèné.V jistém kontextu to mù¾e být napø. poèet instrukcí, hloubka `vnoøených cyklù' apod.Nám zde ov¹em hlavnì pùjde o èasovou (pøípadnì pamì»ovou) nároènost výpoètù danéhostroje. Poznamenejme hned, ¾e v pøípadì nekoneèných výpoètù slo¾itost nede�nujeme { tov dal¹ím textu nebudeme uvádìt (implicitnì budeme pøedpokládat, ¾e relevantní výpoètyjsou koneèné, tj. ¾e dojde k zastavení Tur. stroje):De�nice 2.1 Èasová slo¾itost výpoètu Turingova stroje M nad slovem w se de�nuje jakopoèet elementárních krokù (instrukcí), které M nad w vykoná, ne¾ se zastaví.Èasová slo¾itost strojeM by se teï dala chápat jako funkce typu �� �! N (kde � jeabeceda stroje a N je mno¾ina pøirozených èísel). Tento pojem je ale pøíli¹ detailní a navícse explicitnì odkazuje k abecedì daného stroje. Lépe se osvìdèuje následující de�nice:De�nice 2.2 Èasovou slo¾itostí Turingova stroje M rozumíme funkci TM : N �! N ,kde TM(n) znamená èas. slo¾itost výpoètu M nad vstupem délky n v nejhor¹ím pøípadì(tj. TM(n) = max f k j k je èas. slo¾. výpoètu M nad w, kde délka(w) = n g).Pøi analýze èasové slo¾itosti konkrétního Turingova stroje (èi programu, chcete-li) Mnám v praxi vìt¹inou nejde o pøesný popis funkce TM , ale jen o její odhad. Navíc sevìt¹inou zanedbávají konstatní faktory, co¾ vede k následujícímu znaèení:



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 12� Znaèením f 2 O(g), nebo f(n) 2 O(g(n)), rozumíme, ¾e ex. k a n0 t¾. 8n � n0 :f(n) � k � g(n).� f 2 o(g), nebo f(n) 2 o(g(n)), znamená, ¾e pro ka¾dé (reálné) k > 0 ex. n0 t¾.8n � n0 : f(n) < k � g(n).� f 2 �(g), nebo f(n) 2 �(g(n)), znamená, ¾e f 2 O(g) a g 2 O(f).� f 2 
1(g), nebo f(n) 2 
1(g(n)), znamená, ¾e ex. k > 0 a nekoneènì mnoho n t¾.f(n) � k � g(n).Nejbì¾nìj¹í funkce vyskytující se v odhadech jsou funkce log n, n, n � log n, n2, n3,2n apod. (log se vìt¹inou chápe se základem 2; uvìdomte si, ¾e díky zanedbávání konst.faktoru na tom nezále¾í).Teï u¾ je napø. jasné, co to znamená, ¾e èasová slo¾itost nìjakého Tur. stroje je vO(n2), èi v O(n � log n) apod. V¹imnìme si, ¾e O hraje roli (neostrého) horního odhadu, oroli ostrého horního odhadu, 
1 pøedstavuje urèitý dolní odhad a � je vlastnì horní i dolníodhad zároveò (slo¾itost je v tom pøípadì `pøesnì' urèena { samoøejmì a¾ na zanedbávanéfaktory).Na rozdíl od slo¾itosti algoritmu (Tur. stroje), je pojem slo¾itosti problému hùøede�novatelný (zamyslete se nad tím !). U¾iteèné øe¹ení spoèívá v následujícím utøídìníproblémù:De�nice 2.3 Tøídou (èasové) slo¾itosti T (f) pro funkci f : N �! N rozumíme tøídutìch problémù, které jsou rozhodovány (vyèíslovány) Tur. stroji s èas. slo¾itostí v O(f).V¹imnìme si, ¾e urèitì platí napø.T (n) � T (n � log n) � T (n2) � T (n3) � T (2n)(Z hlub¹ích výsledkù teorie slo¾itosti, které zde nebudeme zmiòovat, plyne, ¾e ka¾dá zuvedených inkluzí je vlastní.)Èást teorie, která se nìkdy nazývá konkrétní slo¾itost, studuje slo¾itost konkrétníchproblémù (a algoritmù), resp. pøíslu¹né horní a dolní odhady. My se zde dotkneme spí¹etzv. strukturální slo¾itosti, je¾ má za úkol zkoumat strukturu tøíd slo¾itosti problémù.Podotknìme ov¹em, ¾e obì zmínìné partie se samozøejmì prolínají a ovlivòují. Jednímz nejdùle¾itìj¹ích cílù teorie (strukturální) slo¾itosti je co mo¾ná nejlépe charakterizovattøídu zvládnutelných problémù (tj. tøídu problémù, pro které existují `dostateènì rychlé'algoritmy).Jako nejrozumnìj¹í aproximace tøídy zvládnutelných problémù se (zatím) ukázala tøídaoznaèovaná PTIME, nebo jen P (ze slova `Polynomial'), de�novaná následovnìPTIME = 1[k=0 T (nk)



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 13To znamená, ¾e pojem `rychlý algoritmus' je ztoto¾òován s pojem `polynomiální al-goritmus' (tj. algoritmus s polynomiální èasovou slo¾itostí). To není samozøejmì ideální(napø. algoritmus s èasovou slo¾itostí zhruba n1000000 tì¾ko lze pova¾ovat za rychlý), za-tím je v¹ak tato charakterizace shledávána jako vyhovující (poznamenejme, ¾e se ukazuje,¾e existuje-li pro problém `z praxe' polynomiální algoritmus, pak exponent v polynomu jevelmi malý { øeknìme men¹í ne¾ 5).Ka¾dý ètenáø jistì zná spoustu zvládnutelných problémù (prvkù PTIME), pozdìjiuká¾eme (rozhodnutelné) problémy, o kterých je dokázáno, ¾e zvládnutelné nejsou (jsoumimo PTIME).Podobnou roli jako algoritmická pøeveditelnost pro (ne)rozhodnutelnost problémùpøiná¹í tzv. polynomiální pøeveditelnost pro (ne)zvládnutelnost problémù (de�nice je vpodstatì stejná, jen u algoritmu pøevodu je vy¾adována polynomiální èasová slo¾itost {tzn. slo¾itost v O(nk) pro nìjaké k 2 N ):De�nice 2.4 Problém P1 je polynomiálnì pøeveditelný na problém P2, oznaème P1 <P2, jestli¾e existuje Tur. stroj M s polynomiální èasovou slo¾itostí, který pro libovolnouinstanci I problému P1 sestrojí instanci problému P2, oznaème ji M(I), pøièem¾ platí,¾e odpovìï na otázku problému P1 pro instanci I je ANO právì tehdy, kdy¾ odpovìï naotázku problému P2 pro instanci M(I) je ANO.Je zøejmé, ¾e jestli¾e P1 < P2 a P2 je v PTIME, pak i P1 je v PTIME; naopak,kdy¾ P1 není v PTIME, ani P2 není v PTIME.Jednou ze silných motivací pro rozvoj strukturální slo¾itosti je fakt, ¾e u mnohakonkrétních praktických problémù nejsme (zatím) schopni prokázat, zda jsou èi nejsouv PTIME. O tìchto problémech vìt¹inou víme, ¾e jsou v tøídì EXPTIME, kdeEXPTIME = 1[k=0 T (2nk):Jsou známy konkrétní problémy, které jsou v EXPTIME ale ne v PTIME, o spoustìz nich ale nepøíslu¹nost k PTIME prokázána není. Kdy¾ si napø. celkem pøímoèaøezavedeme tøídy PSPACE, EXPSPACE zalo¾ené na prostorové (pamì»ové) slo¾itosti,lze snadno ukázat, ¾ePTIME � PSPACE � EXPTIME � EXPSPACE;neví se ov¹em, které inkluze jsou vlastní. Napø. je jasné, ¾e jedna z inkluzí PTIME �PSPACE, PSPACE � EXPTIME musí být vlastní. Zdá se sice, ¾e vlastní jsouobì, nicménì stále není vylouèena mo¾nost PTIME = PSPACE ! Pøitom o spoustìpraktických problémù se ví, ¾e jsou v PSPACE, ale neumí se prokázat nepøíslu¹nostk PTIME. Mnoho tìchto problémù je speciálního charakteru: jsou rozhodnutelné vpolynomiálním èase nedeterministickým Turingovým strojem.De�nice 2.5 Daný problém (typu ANO/NE) je rozhodován nedeterministickýmTuringovým strojem M , jestli¾e v¹echny výpoèty M jsou koneèné a vydávají ANO nebo



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 14NE, pøièem¾ pro lib. instanci I daného problému existuje (alespoò jeden) výpoèet M nadI vydávající ANO právì kdy¾ (správná) odpovìï na I je ANO.Slo¾itost takového nedet. Tur. stroje M pro slovo w je pak de�nována jako délka nej-krat¹ího mo¾ného výpoètu nad w vydávajícího ANO { pokud takový existuje; v opaènémpøípadì lze vzít délku nejkrat¹ího výpoètu (vydávajícího NE).Dal¹í de�nice lze ji¾ standardnì doplnit, tak¾e by mìlo být jasné, co se myslí tøídou(problémù typu ANO/NE) oznaèovanou NPTIME, nebo nìkdy jen NP (N ze slova`nondeterministic').Dá se celkem snadno ukázat, ¾ePTIME � NPTIME � PSPACE:Takto jsme se dostali k velmi známé dosud otevøené otázce, zda PTIME = NPTIME(dané otázce se èasto øíká P-NP problém).Poznámka. Podobnì lze dode�novat tøídu NPSPACE apod. Savitch ukázal elegantnídùkaz rovnosti PSPACE = NPSPACE.O spoustì praktických problémù (jedním z nich je tzv. `problém obchodního cestu-jícího', dále se je¹tì zmíníme o problému splnitelnosti booleovských formulí) se snadnouká¾e, ¾e jsou v NP , ale nikdo pro nì nezná (deterministický) polynomiální algoritmus.Tyto problémy jsou jistým zpùsobem nejtì¾¹í ve tøídì NP (jsou tzv. NP � úplné):De�nice 2.6 Mìjme tøídu slo¾itosti C. O problému P øekneme, ¾e je C-tì¾ký, jestli¾e prolib. P 0 2 C platí P 0 < P . Je-li navíc P 2 C, øíkáme, ¾e P je C-úplný.Podle de�nice lze (vcelku pøímoèaøe, i kdy¾ pomìrnì pracnì) dokázat tzv. Cookovuvìtu:Vìta 2.7 Problém splnitelnosti booleovských formulí (Instance: booleovská formule [ob-vykle pøedp. v konj. norm. formì]; Otázka: existuje ohodnocení promìnných, pøi nìm¾ jeformule pravdivá ?) je NP -úplný.Kdy¾ u¾ máme k dispozici jeden NP -úplný problém, dá se NP -úplnost dal¹ích prob-lémù prokázat vyu¾itím následujícího tvrzení.Tvrzení 2.8 Jestli¾e P1 < P2 a P1 je NP -tì¾ký, pak P2 je rovnì¾ NP -tì¾ký. Speciálnì,kdy¾ P2 je v NP (P1 je pak rovnì¾ v NP ), pak P2 je NP -úplný.Jestli¾e proká¾eme NP -úplnost nìjakého problému, znamená to pro nás, ¾e je prak-ticky nezvládnutelný (tzn. napí¹eme-li program, který daný problém pøesnì rozhoduje,budeme ho moci skuteènì pou¾ít jen na velmi malá vstupní data) { teoreticky ov¹empoøád je¹tì mo¾nost rychlého algoritmu existuje. Podobnì to platí i pro PSPACE-úplnéproblémy (jako je tøeba problém, zda dané dva regulární výrazy jsou ekvivalentní [tj. pøed-stavují tentý¾ jazyk]). Je-li ov¹em nìjaký problém napø. EXPSPACE-úplný, je u¾ urèitì



P. Jan�car: Vyèíslitelnost a slo¾itost I, ZS 1996/97 15(dokazatelnì) nezvládnutelný; pøíkladem je problém ekvivalence reg.výrazù s mocnìním[je mo¾no psát (RV )2 místo RV �RV ].Existují samozøejmì i dokazatelnì tì¾¹í (superexponenciální) problémy; mezi nì patøínapø. problém rozhodování Presburgerovy aritmetiky (rozhodování pravdivosti formulíteorie sèítání).Poznámka. Pozorný ètenáø se ji¾ mo¾ná zamyslel nad robustností uvedených pojmù avýsledkù { nejsou náhodou závislé na námi zvoleném modelu algoritmù, tj. na Turingovýchstrojích ? Úvahy tohoto typu jsou urèitì oprávnìné: aèkoli se nám napø. nepodaøínavrhnout stroj pro rozpoznávání slov typu wwR se slo¾itostí men¹í ne¾ øádovì n2, vpøípadì modelu Tur. stroje s dvìma hlavami je slo¾itost daného problému zøejmì lineární.Oba modely se ov¹em vzájemnì simulují s `polynomiální ztrátou', tak¾e de�nice tøíd P ,NP atd. jsou pro nì stejné. Zakonèeme konstatováním, ¾e v¹echny `rozumné' (reali-stické) modely algoritmù jsou polynomiálnì ekvivalentní Turingovým strojùm (vzájemnìse simulují s `polynomiální ztrátou'); pro nì jsou tedy vý¹e uvedené úvahy (týkající senapø. NP -úplnosti apod.) toto¾né.


