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Uvod

Vézeni ¢tenafi,

mate pred sebou studijni text distancniho vzdélavani, ktery je adresovan
vSem zdjemctum a studentim predmeétu Vycislitelnost a sloZitost 2. Jedna se
o material navazujici na studijni oporu pfipravenou k predmétu Vycislitelnost
a sloZitost 1. Pokusim se o jeji volné pokracovani, pfi¢emz mou snahou bude
rozsifit vase obzory o dalsi mozné zptisoby formalizace pojmu algoritmu a

jejich vztah k praxi.

Doposud bylo nase studium vypocetnich procest zalozeno na opera¢nim
nikoliv na funkcionalnim pristupu. Zamérili jsme se na to, jak vypocet pro-
bih4 a nikoliv na to, co vypoctem ziskdme. Nyni bude nasim tkolem iden-
tifikovat funkce, které mizeme vypocitat (vy¢islit) alespon v jednom vypo-
¢etnim systému a proto musime uvazovat nezavisle na konkrétnim zpisobu
popisu vypoctu nebo jeho provedeni. Termin vycislitelny budeme pouzivat ve
smyslu vyc¢islitelny podle néjakého algoritmu a nikoliv ve smyslu vycislitelny

podle algoritmu, ktery lze implementovat v urc¢itém systému.

Predpokladem tspésného zvladnuti tohoto studijniho materialu jsou i né-
jaké Vase pocatecni vstupni znalosti. Jedné se predevsim o zakladni matema-
tické pojmy o funkcich, algebraickych strukturach a operacich. Predpokladam
rovnéz Vasi alespon zakladni znalost z teorie mnozin a logiky. Déle budete
potiebovat znalosti z teorie formélnich jazykt a automatt, které bych Vam
doporucoval dostatecné si zopakovat a osvojit. Budu také predpokladat vase
zdkladni znalosti teorie slozitosti alespoil v té mire, jak byly podany v prvnim

dilu této studijni opory.

Dovolte mi jesté, prosim, abych vyuzil této prilezitosti a vyjadril své diky
mé zené€ za jeji trpélivost a podporu, kterou mi poskytla pii psani tohoto

textu a bez niz by se mi jen tézko podafilo jej napsat.

Pieji Vam, at je pro Véas studium tohoto materidlu piinosné.

Viktor PAVLISKA

Vstupni znalosti
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Prehled

Studium matematickych stroji, které prijimaji jazyky s gramatickym za-
kladem, nas privedlo az k hranici moznosti vypocetnich procesti, ktera je
vymezena Turingovou tézi. Pravdivost této téze potvrzuje fakt, ze podobné
ohraniceni se objevilo i v né€kolika pribuznych oblastech. Napi. vime, ze sila
Turingovych stroji pfijimat jazyky odpovida sile gramatik pii generovani
jazykl. V této kapitole si ukdzeme vice piikladid, v nichz se vypocetni sila

Turingovych stroji shoduje s Moznostmi jinych vypocetnich systémd.

Nejprve vymezime tiidu funkci, ktera obsahuje vsSechny vycislitelné
funkce, tj. vsechny funkce, které 1ze vypocitat podle néjakého algoritmu bez
ohledu na to, jak je tento algoritmus vyjadien ¢i implementovan. Potom si
ukazeme, Ze vSechny funkce v této t¥idé lze vypocitat Turingova stroje, stejné
jako pomoci velice jednoduché podmnoziny programovacich jazyki. Zavérem
bude zjisténi, ze omezeni dané Turingovymi stroji a vétsinou programovacich
jazyki odrazi obecné hranice vypocetnich procesit bez ohledu na tvar stroje

nebo druh pouzitého jazyka.

Obecny ptistup k problému vycislitelnosti ziskdme tim, Ze se zamérime na
funkcionalni hledisko pii studiu této problematiky. Pouzijeme matematické
postupy, které jsou obvyklé v teorii rekurzivnich funkci. Za¢neme s mnozinou
funkci zvanych pocatecni funkce, které jsou tak jednoduché, Ze jejich vycis-
litelnost je nesporna a potom ukézeme, ze kombinaci téchto funkci mizeme
ziskat dalsi funkce, jejichz vy¢islitelnost odvodime z vy¢islitelnosti pocatec-
nich funkci. Timto zpisobem dostaneme tiidu funkei, o niz se domnivame, ze
obsahuje vsechny funkce, které jsou v obecném smyslu vy¢islitelné. Jestlize
konkrétni vypocetni systém jako napt. programovaci jazyk nebo pocitac po-
kryva vsechny tyto funkce, miizeme jeho mocnost povazovat za nejvyssi, jaké

lze dosdhnout. V opacném piipadé je dany systém zbytecné omezujici.






Zakladni pojmy

Cil:
Cilem této kratké tivodni ¢asti je, abychom se domluvili na spole¢ném znaceni

a abychom si nadefinovali zakladni pojmy, které budeme pouzivat.

Mnoziny

MnoZinou rozumime souhrn (konecny ¢i nekonecny) jistych objektti. Objekt
x z mnoziny M se nazyva prvkem mnoziny M, znacime x € M. Opacny

ptipad, tj. = neni prvkem M, zna¢ime = ¢ M.

Specialni mnozinou je mnozina neobsahujici zadny prvek, tzv. prdazdnd

mnozina oznacovana (.

Jestlize kazdy prvek mnoziny M je zaroven prvkem mnoziny N fikame,
ze M je podmnoZinou mnoziny N, znac¢ime M C N. Pro lib. mnozinu M
plati M C M a rovnéz () C M. Mnoziny M a N jsou shodné (M = N),
jestlize M C N a N C M; opa¢ny vztah znac¢ime M # N. O M tikame, Ze
je vlastn? podmnozinou N, jestlize M C N a M # N, znac¢ime M C N.

Mnoziny zadavame bud vyctem jejich prvkd,
{xhx?u ey xn}u

¢i pomoci podminky (charakteristické funkce, predikatu), ktera vyclemuje

prvky definované mnoziny. Pouzivana notace je
{z | podminka},

coZ ¢teme ,,mnozina vSech x, pro které plati podminka“. Je-1i potfeba vymezit
mozny obor hodnot pro proménnou x v takové specifikaci na prvky néjaké
mnoziny N, piseme

{z € N | podminka}.

Zakladnimi operacemi s mnozinami jsou sjednoceni M U N definované
jako
MUN = {z | x € M nebo x € N},

)

mnozina

prazdné mnozina

zadavani mnozin

operace
S mnozinami



vlastnosti operaci

n-tice objektt

kartézsky soucin

Abeceda, slovo,
jazyk
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a prunik

MNON ={x|x €M azaroveni x € N}.
Obé tyto operace jsou komutativni, tj. plati MUN = NUM a MNN = NNM,
a asociativni, tj. (MUN)UP = MU(NUP) ataké (MNN)NP = MN(NNP).
Tyto operace jsou také navzajem distributivni, tj. MN(NUP) = (MNN)U
(MNP)arovnéez MU(NNP)=(MUN)N(MUP).

Mnoziny M, N, pro které M N N = (), se nazyvaji disjunktni.

Z objektu aq,...,a, muzeme utvorit usporddanou n-tici (zkracené jen
7 Y n
n-tici)
(a1,...,an)
jako objekt sestavajici z ay, ..., a, pfesné ve stanoveném poradi (s moznym

vicendsobnym vyskytem kteréhokoli z nich).

Kartézskym soucinem mnozin My, ..., M, rozumime mnozinu
M1 XM2 XKoo XMn:{(ZL'l,...,l‘n) | 1 EMl,...,l‘nEMn}.

Pro kartézsky souc¢in mnoziny samé se sebou, napt. M x M, pouzivame notace
M? =M x M, M3 =M x M x M, atd., obecnd M™ = M x M"!,

Abeceda, slovo, jazyk

Jelikoz budeme casto pracovat s funkcemi, které budou mit jako parametry
mnoziny slov, bude dobré, kdyz si predem ujasnime, co budeme pod témito

pojmy myslet.
Definice 1 (Abeceda, slovo, jazyk)

1. Abecedou budeme nazyvat libovolnou konecnou mnoZinu symboli. Nej-

casteji budeme pro oznaceni abecedy pouzivat symbol 3.

2. Konecnou posloupnost symboli nad abecedou ¥ budeme nazyvat slo-
vem. Budeme uvaZovat i prazdné slovo, které budeme znacit symbolem

g.

3. Délku slova w budeme psat jako |w| a znamend pocet symboli, ze kte-

rych je dané slovo utvoreno. Délka prazdného slova |e| = 0.
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4. Symbol X" budeme pouZivat pro oznaceni mnoziny vsech slov délky n
nad abecedou . MnoZinu vsech slov nad abecedou Y. oznacime X*.
Poznamenejme jesté, Ze do ¥* patri rovnéz ! Jinak mizZeme také psat
s — (), kde X0 — e

=0

5. Jazykem L nad abecedou ¥ budeme rozumét libovolnou mnoZinu slov
vytvorenych ze symboli z %, jinymi slovy libovolnou podmnoZinu X*.
Budeme tedy psat L C X* Vzhledem k zavedenému pojmu potencni

mnoZzina, muZeme rovnéz psat, zZe kazdy jazyk L € P(X*).

Priklad:

Jako abecedu si v tomto ptikladu mizeme zvolit mnozinu: ¥ = {a, b, ¢} Z této
abecedy miizeme skladat rtizna slova.

Napriklad aab, be, ¢ jsou tii slova vytvorena z dané abecedy.

%2 piedstavuje mnozinu: {aa, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc}

Pro jazyk L C ¥* nad abecedou X tvoreny slovy délky 2 a 3 mizeme pouzit
zépis: L = X2 U X3

Usporadani a kédovani slov

Na mnoziné slov mizeme definovat usporadani. Predpokladejme, ze je dano

usporadani prvkta abecedy X.

Definice 2 (lexikografické usporadant)
V lexikografickém wusporadani prvki ze ¥* slovo « predchazi slovo 3, kdyZ
bud « je prefizem (Casteénygm tusekem) (3, anebo pruni pismeno zleva, které

je rozdilné v téchto slovech, je mensi v a.
Nékdy je vyhodnéjsi pouzivat jiny typ usporddani, tzv. rostouci uspord-
dand.

Definice 3 (rostouci uspordddini)
Pri tomto uspordddni slovo kratsi délky predchazi slovo vetsi delky a stejné

dlouha slova jsou uspordddna lexikograficky.

Dalsi diilezitou vlastnost, kterou ma rostouci usporadanti je, ze pro libovol-

nou abecedu ¥ urcuje bijekci mezi mnozinami N a ¥* (N ozna¢uje mnoZinu

Lexikografické
usporadani

Rostouci
usporadani



Kéd slova

relace

infixova notace

inverzni relace

vlastnosti relaci

relace ekvivalence
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vSech celych nezdpornych ¢isel). Jinymi slovy ndm umoziiuje ke kazdému
slovu prifadit ¢islo, néco jako index slova vzhledem k danému uspotradani,
respektive jeho ¢iselny kéd. A na druhou stranu k danému pfirozenému ¢islu

umime timto zptsobem najit odpovidajici slovo.

Relace

Relacinad mnozinami My, ..., M, (n-arni relaci pro n zic¢astnénych mnozin)

rozumime libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu M; X --- x M, tj.
RC M, x---xM,.

Pro n-tici (z1,...,2,) € R fikdme, ze relace R plati (je splnéna) pro

T1y-v.y Ty

Pro binarni relace casto pouzivame infizové notace xRy, napi. x < y,

namisto (z,y) € R, tj. (z,y) €<.

Je-li R binarni relace nad mnozinami A, B, pak inverzni relaci k R ro-

zumime relaci
R ={(y,2) | (z,y) € R},

Relace R C M x M se nazyva

o reflexivni, jestlize xRx pro kazdé x € R

e symetrickd, jestlize kdykoli xRy, je i yRx

o tranzitivni, jestlize kdykoli xRy a yRz, je i xRz

o antireflexivni, jestlize pro zadné x € M neplati xRz

e antisymetrickd, jestlize pro zadné x,y € M,z # y, neplati zaroven = Ry

iyRx

Reflexivita, symetrie a tranzitivita jsou navzajem nezavislé; rovnéz tak anti-

reflexivita s antisymetrii.

Binarni relace R C M x M, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni,
se nazyva relace ekvivalence na M. Pro libovolnou relaci ekvivalence R na
M definujeme tridu ekvivalence prvku x € M jako mnozinu [z]r definovanou
jako

[z]r = {y | xRy}
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Pro libovolnou tfidu ekvivalence plati bud [z]r = [y]r (a to pro zRy) nebo
[z]r N [y]r = 0. Rikdme, 7e relace ekvivalence na dané mnoziné M definuje
rozklad na (vzéjemné disjunktni) podmnoziny mnoziny M (jejichz sjednoceni
je rovno celé M) — a naopak kazdému rozkladu odpovida jednoznacné jista

relace ekvivalence. Mnozinu vSech tiid ekvivalence znac¢ime M/R, tj.

M/R ={[z]r | v € M}.

Funkce

Funkce f (& zobrazeni f) s defini¢nim oborem D a oborem hodnot H, zna¢ime
f: D — H,jerelace f C D x H takova, ze pro libovolné d € D existuje prave
jedno y € H takové, ze = fy. Tento prvek y zna¢ime f(z) ¢ fx. Parcidlni
funkce f : D — H jerelace na D x H, pro kterou ke kazdému x € D existuje
nejvyse jedna hodnota f(x) € H. (Funkce vSude definované nékdy explicitné
oznacujeme jako totdlni funkce.) Je-li M C D podmnozina defini¢niho oboru
funkce f : D — H, pak f(M) oznacuje obraz této mnoziny vzhledem k funkci
f, tj. mnozinu

M) ={f(x) | x € M}.

Funkce f: D — H, pro kterou pro libovolné z,y € D plati f(x) = f(y),
praveé kdyz x = y, se nazyva jedno-jednoznacnou, zapisujeme téz 1 : 1. Totalni
funkce f : D — H, kterd je 1 : 1 a pro kterou plati f(D) = H, se nazyva
bijekci (mezi mnozinami D a H). Je-li f : D — H bijekce, pak inverzni

relace f~! je rovnéz funkci, tj. f~': H — D

Jsou-li f: D — G ag:G — H funkce, pak kompozici g o f rozumime
funkci z D do H takovou, Ze pro libovolné x € D plati

go f(x) =g(f(x)).
Je-li f: D — H bijekce, pak f~to f = idp (kde idp : D — D je identickd
funkce (identita) na D — tj. funkce, pro kterou pro libovolné = € D plati
ZdD(ZL') = ZL‘) a f o fil = ’LdH

Induktivni definice

Castym piipadem definic v dalsim textu budou induktivni definice mnozin

rozklad

tfidy ekvivalence

funkce

parcidlni funkce

totalni funkce

bijekce

kompozice funkci

identita

induktivni definice



vzor pro induktivni
definici

posloupnost
mnozin

vyslednd mnozina

vlastnosti
nadefinované
mnoziny
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objekti. Typickd induktivni definice mnoziny M C U je dadna mnozinou
A CU, funkci f: U — U a schématem:

Definice 4 MnoZina M je definovdna jako mnoZina splnugici

1. ACM
2. jestlize x € M, pak f(x) € M
3. nic jiného nez to, co vyplyva z bodu 1 a 2 nent prvkem M.

Na takovou definici lze pohlizet jako na definici posloupnosti mnozin

M, = A,
M1:M0Uf(ZL‘)|ZL'EM0,
M2:M1Uf(l’) | SUEMh

My =M,U f(zx) | z € M,

Mnozina definovana takovou induktivni definici je mnozina

M= )M,
=0
tj. sjednoceni vSech takto definovanych mnozin M, My, . ... Snadnou indukci

lze dokézat, ze pro danou mnozinu A C U a funkci f : U — U je tato M

pravé mnozinou, pro kterou plati:

1. ACM
2. M je uzaviend vzhledem k f, tj. kdykoli z € M, platii f(x) € M

3. pro libovolnou mnozinu S C U spliujici body 1 a 2 plati M C S — tj.

M je nejmens? mnozinou obsahujici A a uzavienou vzhledem k f.
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1 Parcialni funkce

Cil:
Nyni se pokusime definovat funkce, které jsou v obecném smyslu vycislitelné

(bez ohledu a konkrétni vypocetni systém).

Velikost této t¥idy funkei zvétsuji rtizné defini¢ni a funkéni obory. Nasim
prvnim tkolem proto bude zavedeni prostiedkii pro odstranéni tohoto rozli-
seni. Vyuzijeme toho, Ze vSechna data mizeme zakdédovat jako fetézce nul a
jednicek a v kontextu s odpovidajicim kédovacim systémem lze kazdou vy-
¢islitelnou funkci povazovat za funkci, jejimz vstupem i vystupem jsou n-tice

prirozenych ¢isel. Vy¢islitelna funkce méa tvar
f:N™— N"
kde m a n jsou cela ¢isla z N. Naptiklad funkce
div(x,y) = cela ¢ast podilu z/y, kde x,y € N ay #0

jejiz definicni obor obsahuje dvojice celych ¢isel, patfi do nasi t¥idy vycis-
litelnych funkci. Funkce div je tvaru f : N> — N, ale neni definovana pro

dvojice, jejichz druhou slozkou je nula.

Pro funkce, jejichz defini¢ni obory nezahrnuji celou mnozinu N™ pro né-
jaké m, zavedeme pojem parcidlni funkce. Parcidlni funkce na mnoziné X je
funkce, jejimz definicnim oborem je podmnozina X. Pokud hovofime o par-
cidlni funkci na mnoziné X, neznamend to, ze definicnim oborem funkce je
celd mnozina X . Konkrétné funkce div, kterou jsme zavedli, neni definovana

pro celou mnozinu N2, ale je parcialni funkci nad N2,

Poznamka 1.1

Poznamenejme, ze z pojmu parcialni funkce na X nevyplyva, ze definicnim
oborem funkce je vlastni podmnozina X. Chceme-li vyjadfit, ze parcidlni
funkce nad X je skutecné nedefinovana alespon pro jeden prvek z X, bu-
deme pro ni uzivat pojem strikiné parcidlni nebo parcidlni v omezujicim
smyslu. Naopak parcialni funkce na X definované pro celou mnozinu X bu-
deme nazyvat totdlni funkce na X. Potom obé funkce div (definované vyse)
a plus:

plus(z,y) =z +y

parcidlni funkce
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jsou parcialni funkce na N2. Piesnéji plus je totalni funkce nad N2, zatimco

div je striktné parcidlni nad N2.

Pruvodce studiem:

Mizeme tedy shrnout, ze pouzitim vhodného kdédovaciho systému miize
byt kazda vycislitelna funkce definovana jako parcialni funkce tvaru
f:N™— N" pro néjakd m a n z N. Studium vSech vy¢islitelnych funkci
muze byt tedy omezeno na parcidlni funkce z N™ do N™. kde m a n jsou
z N.

Konvence 1.1

Casto se budeme odkazovat na libovolné n-tice, bude proto vhodné po-
uzivat dale jednoduchy =zapis =, ktery bude reprezentovat n-tici tvaru

(.Tl,l’g, Ce ,.I‘n).

Pojmy k zapamatovani:

Kédovani dat pomoci celych ¢isel

Parcidlni funkce

Striktné parcialni funkce

Totalni funkce
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1.1 Pocdateéni funkce

Cil:

V této casti si nadefinujeme zakladni funkce, které budou tvorit zakladni

vvvvvv

Zaklad v hierarchii vycislitelnych funkci tvoti pocatecni funkce. Jednou
z nich je nulovd funkce (Zero function) oznacovand (. Zobrazuje nulovou
n-tici (prazdnou n-tici) na 0, psano (() = 0. Funkce ( predstavuje proces
zapisu 0 na ¢isty kus papiru nebo nahrani 0 do jinak préazdné pamétové
buriky v modernim ¢islicovém pocitaci. Protoze obé tyto ¢innosti odpovidaji
nasi intuitivni pfedstavé o vypocetnim procesu, ptijmeme ( jako funkci, ktera

bude klasifikovana jako vycislitelna.

Dalsi pocatecni funkce oznacend o zobrazuje jednoduchou proménnou na
jednoduchou proménnou tak, ze o(z) = = + 1, pro kazdé nezdporné celé
¢islo x. Jinak feceno, o vytvaii naslednika své vstupni hodnoty a je proto
nazyvana funkci ndaslednika (Successor function). Z jiného pohledu mizeme
o povazovat za funkci, kterd pric¢ita 1 ke své vstupni hodnoté. Také o bude
klasifikovana jako vycislitelna, protoze proces s¢itani celych ¢isel je dlouhou

dobu znamym vypocetnim procesem.

Ttidu pocatec¢nich funkci doplnime jesté o tiidu funkci zvanych projekce
a tim bude tato tfida uplna. Kazda funkce z tiidy projekci vybira jako sviij
vystup urcitou slozku své vstupni n-tice. K oznaceni funkce projekce po-
uzijeme Tecké pismeno 7, jehoz dolni index bude urcovat, ktera slozka se
vybere a horni index bude udavat rozmér vstupni n-tice. Nap¥. funkce 3
zobrazuje N3 do N tak, Ze kazdé vstupni trojici piifadi druhou slozku této
n-tice. Potom 73(7,6,4) = 6, 72(5,17) = 5, 72(5,17) = 17 a 7} (8) = 8. (Jako
specialni pripad budeme uvazovat 7, ktera zobrazi n-tice na 0-tice tak, ze
72(5,3) = () - vysledkem je nulova (prazdnd) n-tice).

Stejné jako u ostatnich pocatecnich funkei mizeme lehce dokéazat, ze pro-
jekce patii do tridy vy¢islitelnych funkei. Napf. funkei 7], mizeme vypocitat
pomoci procedury prohlizeni vstupni n-tice tak dlouho, az ziskdme m-tou

komponentu a potom toto celé ¢islo vybereme jako vysledek.

Pruvodce studiem:

Pocatecni funkce tvori zéklad hierarchie v teorii rekurzivnich funkci. Je to

samoziejmé velice jednoduchy zaklad, protoze obsahuje funkce, které samy

)

nulové funkce

funkce naslednika

funkce projekce
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o sobé nemaji velky vyznam. V dalsim odstavci se budeme zabjvat tim, jak

vvvvvv

Shrnuti:

- V tomto odstavci jsme polozili zdklad hierarchie vy¢islitelnych funkei.

- Tato hierarchie je zaloZena na dostatecné elementarnich tzv. pocdtec-

nich funkcich, tvoricich ,stavebni kameny* vyssich funkei:

1. Nulova funkce: zobrazuje ,,prazdnou n-tici“ — 0.
¢)=0
2. Funkce naslednika: vraci o jednicku zvySenou hodnotu argumentu

oc:N — N; o(z)=z+1

3. Projekce: vybira z n-tice k-tou slozku, napt.: 73(7,6,4) = 6

T N" — N

Pojmy k zapamatovani:

Pocatecni funkce

Nulova funkce

Funkce naslednika

Funkce projekce
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1.2 Primitivné rekurzivni funkce

Cil:

vvvvvv

vvvvvv

kombinace. Kombinace dvou funkci f : N¥ — N™ a g : N¥ — N je funkce
fxg:NV— N""

definovana

fxg(@) = (f(),9()),
kde T je k-tice. To znamenad, Ze funkce f x g ma vstup ve tvaru k-tice a jejim
vystupem je (m + n)-tice, jejiz prvnich m slozek je tvofeno vystupem funkce

[ a dalsich n sloZek tvoti vystup funkce g. Nap¥. 7} x 75(4,6,8) = (4,8).

Poznamka 1.2

Za predpokladu, ze umime vypocitat funkce f a g, mizeme také vypocitat
funkci f x g tak, Ze nejprve vypocitame f a g zvlast a potom jejich vystupy
spojime (zkombinujeme) do tvaru vystupu funkce f X g. Z toho soudime, ze

kombinaci vyc¢islitelnych funkci mizeme povazovat za vycislitelnou.

vvvvvv

funkci f: N¥ — N™a f: N™ — N" je funkce
gof:NF— N

definovana takto:
go [(@) =g([(@)),

kde 7 je k-tice. Vystup funkce go f tedy nalezneme tak, Ze nejprve aplikujeme
na vstup funkci f a potom aplikujeme funkce g na vystup funkce f. Napf.
ogo(() =1, protoze (() =0a c(0) = 1.

Poznamka 1.3

Podobné jako u kombinace ukazeme, ze kompozice dvou vycislitelnych funkci

je vycislitelna. Zname-li zpiisob, jak vypocitat f a g, mizeme vypocitat go f

)

kombinace funkci

kompozice funkci




16 1 PARCIALNI FUNKCE

tak, Ze nejprve vypocteme funkci f a vysledek tohoto vypoctu pouzijeme

jako vstup pri vypoctu funkce g.

vvvvvv

primitivni rekurze vat v tomto odstavci, je primitivni rekurze.

N Priklad 1.1
VUL Predpokladejme, Ze chceme definovat funkci f : N¥ — N™ takovou, ze

f(z,y) bude udévat pocet vrcholi (uzli) v Gplném vyvaZeném stromu,

v némz kazdy vnitini vrchol ma pravé x nasledniki a kazda cesta z korene do
listu obsahuje y hran. (Rikédme, Ze strom mé4 hloubku y.) Naim prvnim kro-
kem mtize byt zjisténi, ze kazda troven stromu obsahuje piesné x™ vrcholi,
kde n je ¢islo trovné. Potom pro danou hodnotu x potfebujeme k urceni

poctu vrcholt ve stromu s hloubkou y + 1 pouze pridat hodnotu
=g g

k poc¢tu vrcholi ve stromu s hloubkou y. Pfidame-li k tomuto zjisténi fakt,
ze strom skladajici se pouze z koiene obsahuje 2° vrcholti, mtizeme definovat

rekurzivni rovnice ~ funkci f rekurzivné pomoci dvou rovnic

f(x,0) = a° (1)
flz,y+1) = f(z,y) + 2% -2 (2)

Na zakladé této definice vypocitame f(3,2) takto:

f(3,2) = f(3,1)+3"-3 podle (2)
= /3, 1)+
= f(3,0) + 30 3+9 podle (2)
= f(3,0)+3+9
— £(3,0) + 12
=3"+12 podle (1)
=13

zobecnéni postupu Z obecnéjsiho pohledu muzeme fici, ze jsme definovali f pomoci dvou
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jinych funkci. Jedna z nich je g : N — N takova, ze

g(x) = 2°

pro kazdé x € N; druhd je h : N> — N takova, Ze
hz,y,z) =z + a'x
Pomoci téchto funkci je f definovana rekurzivné takto:

f(x,0) = g(x)
flz,y+1) = h(x,y, f(x,y))

V tomto pripadé fikame, ze f je vytvorena z funkci g a h pomoci primi-
tivni rekurze. Obecné je primitivni rekurze technikou, ktera umoznuje vytvo-
fit funkci f z N¥*1 do N™ ze dvou jinych funkci g a h, které jsou definovany
z N¥ do N™ a z N¥™+1 do N™ podle téchto rovnic:

f(,0) = g(7)
f@y+1)=h(=,y, f(T,y)),

kde T reprezentuje libovolnou k-tici.

Pruvodce studiem:

To znamena, Ze jestlize je posledni slozka vstupni n-tice funkce f nulova,
potom vyslednou hodnotu ziskdme vynechanim této posledni slozky a vycis-
lenim hodnoty funkce g pro tuto vstupni k-tici. Jestlize je posledni slozka
vstupu funkce nenulova, potom se vystup uréi postupnymi vypocty funkce h
pro vstupni (k+m+1[)-tice, které ziskdme kombinaci prvnich & slozek ptvod-
niho vstupu, predchtidce posledni komponenty ptivodniho vstupu a hodnoty
funkce f pfi vstupu k + 1-tice vytvorené odec¢tenim 1 od posledni slozky
puvodniho vstupu. Vypocet f(7,3) potom zahrnuje vypocet f(Z,2), ktery
vyzaduje vypocet f(Z, 1), ktery vyzaduje vypocet f(T,0).

Priklad 1.2

Pouzitim primitivni rekurze spolu s ostatnimi funkcemi a operacemi, které

technika primitivni
rekurze
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jsme uvedli predtim, mizeme definovat funkci
plus : N> - N
(jejimz vystupem je soucet jejich vstupnich komponent) takto:

plus(z,0) = 1 (z)
plus(z,y +1) = o o m3(w, y, plus(z, y))

Neformalné feceno: x +0 je rovno z, zatimco z + (y +1) ziskdme (rekurzivné)

nalezenim naslednika x + y.

Definice 1.1 Nyni jsme pfipraveni definovat tfidu, kterd je v hierarchii
funkci nad pocatecnimi funkcemi. Je to t¥ida primitivné rekurzivnich funkci.
Tvoii ji vSechny funkce, které ziskdme z pocatecnich funkei pouzitim konec-

ného poctu kombinaci, kompozici a primitivnich rekurzi.

Poznamka 1.4

Uvod do teorie primitivni rekurze doplnime zjisténim, %e funkce vytvofené
primitivni rekurzi z funkci, které jsou vycislitelné, jsou také vycislitelné.
Jestlize je funkce f definovana pomoci vycislitelnych funkci g a h pouzitim
primitivni rekurze, mtzeme vypocitat f(z,y) tak, Ze nejprve vypocitdme
f(z,0), potom f(z,1), potom f(z,2) atd., az dosdéhneme f(z,y).

Poznamka 1.5

Nakonec poznamenejme, ze jestlize f : N™ — N" je primitivné rekurzivni
funkce, potom musi byt totalni. Formalné mtzeme toto tvrzeni vyjadrit v na-

sledujici vete:
Véta 1.1 KazZda primitivni rekurzivni funkce je totdlni funkci.
Diikaz: Skutecné, pocatecni funkce jsou totalni a techniky kombinace, kom-

pozice a primitivni rekurze pfi aplikaci na totalni funkce davaji opét totalni
funkce. 0J
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Poznamka 1.6

Tiida primitivné rekurzivnich funkci neobsahuje vsechny vycislitelné funkce.
Napt. funkce div je vy¢islitelna, ale neni primitivné rekurzivni, protoze neni
totalni. (Na druhé strané zjistime, Ze existuji vycislitelné totalni funkce, které

nejsou primitivné rekurzivni).

Privodce studiem:

Je zfejmé, ze tato tfida je rozsifenim pocatecnich funkci, protoze obsahuje
pocatecni funkce a navic i napf. funkci plus, kterou jsme vytvorili pomoci
funkce naslednika, projekce a primitivni rekurze. Ttida primitivné rekurziv-
nich funkci je nesmirné obsahla. Zahrnuje vétsinu (pokud ne vSechny) totélni
funkce, které potfebujeme pii tradi¢nich vypoctech na pocitacich. Své tvrzeni
dolozime v nésledujicim odstavci pfedvedenim rozsahu primitivné rekurziv-

nich funkci.

Cviceni:

1. Naleznéte hodnoty funkci

(a) ((e20)()

(b) 75 x 73 x 73(5,6,7)
(c)

(d) ¢

o xo)om3(4,7)
¢ oms(4,5,6)

2. Naleznéte hodnotu funkce f(5,4), jestlize funkce f je definovana

f(z,0) =0o(x)
flz,y+1) = () o f)(z,y)

3. Ukazte, ze funkce f definovana

x jestlize z je sudé
fl@,y,2) =

y jestlize z je liché

je primitivné rekurzivni.
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4. Ukaite, ze funkce tripleplus : N3 — N definovana
tripleplus(z,y,z) = x +y + 2z

je primitivné rekurzivni.

Pojmy k zapamatovani:

- Kombinace funkeci

- Kompozice funkci

Primitivni rekurze

Trida primitivné rekurzivnich funkci
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2 Rozsah primitivné rekurzivnich funkci

Cil:
V tomto odstavci se zaméfime na rozsah primitivné rekurzivnich funkci a
ukazeme si, ze tato tiida zahrnuje vétsinu funkci typickych v aplikacich po-

¢itacu.

- Prvnim tkolem tohoto odstavce bude rozsirit repertoar funkci, o kte-
rych vime, Ze jsou primitivné rekurzivni.

- Tim podpofime svoje tvrzeni, ze tiida primitivné rekurzivnich funkci
zahrnuje totalni funkce typické pro pocitacové zpracovani.

- Ukéazeme si priklady konkrétnich funkci, které budeme potiebovat v na-
sledujicich odstavcich.

- Druhym cilem tohoto odstavce je objasnit rozdil mezi t¥idou primitivné

rekurzivnich funkci a tfidou vy¢islitelnych totalnich funkei.

Nejprve zavedeme zpusob znaceni, které budeme pouzivat. Predpokla-
dejme, Ze chceme vyjadfit funkci h : N® — N, kterd vraci soudet prvni a

treti slozky svého vstupu. Tato funkce mize byt reprezentovana zapisem

plus o (7} x m3).

Pruvodce studiem:

To znamend, Ze chceme-li ziskat h(z,y, z), vybereme prvni a tfeti kompo-
nentu vstupu pomoci projekci 73 a 73, potom zkombinujeme oba vysledky

do dvojice (7? x m3) a nakonec na tuto dvojici aplikujeme funkci plus.

Konvence 2.1

Zépis plus o (73 x 73) reprezentuje spravné pozadovanou funkci h. Na druhé
strané je takovy zapis ponékud zvlastni a tézko se desifruje, zvlasté srovnani
S Vyrazem

h(ZL‘, Y, Z) = plus(x, Z)

nebo
hz,y,z) =x+ 2.

zpusob znaceni
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Budeme proto casto z divodu lepsi ¢itelnosti pouzivat tento prirozenéjsi tvar.

2.1 Priklady primitivné rekurzivnich funkci

Rozbor primitivné rekurzivnich funkci zac¢neme skupinou konstantnich
funkci, z nichz kazda dava pevnou, predem danou vystupni hodnotu bez
ohledu na sviij vstup. Konstantni funkce, jejimiz vystupy jsou 1-tice, bu-
deme znacit
K’I’ZL’

kde n je nezaporné celé cislo, které udava rozmér definicniho oboru funkce
a m je nezaporné celé Cislo, které udava vystupni hodnotu funkce. Potom
K3 zobrazi kazdou trojici na hodnotu 5, zatimco funkce K% zobrazi kazdou

pétici na vystupni hodnotu 3.

Pruvodce studiem:

Konstantni funkce tvaru K?°, (které odpovidaji procesu zapsani hodnoty m
na Cisty kus papiru) vytvaiime jednoduse. Za¢neme funkci ¢ a potom s po-
uzitim kompozice aplikujeme funkci o tolikrat az vystup dosdhne hodnoty

m.

Priklad 2.1
Napt. K9 bude vyjadfena jako o oo o (.

Poznamka 2.1

Vysledkem nasi ivahy je zjisténi, Ze kazd4 konstantni funkce tvaru K?°, je

primitivné rekurzivni.

Pouzitim matematické indukce pres n dokazeme, ze funkce tvaru K,
pro n vétsi nez 0 jsou také primitivné rekurzivni. Jestlize obecné plati, ze

K je primitivné rekurzivni pro vSechna ¢ mensi nez n, potom K’ miizeme



2.1 Priiklady primitivné rekurzivnich funkci 23

definovat jako

K(z,0) = K. '(z)
Kh(@,y+1)=mi@ y, KL(T,y))

Poznamka 2.2

Konstantni funkce, jejichz vystupy maji vice nez jednu slozku, jsou také pri-
mitivné rekurzivni, protoze je mizeme jednoduse vytvorit kombinaci funkci
tvaru K. Napt. funkci, kterd zobrazuje libovolnou trojici na dvojici (2, 5)

zapiseme K3 x K3.

Konvence 2.2

Abychom se vyhnuli nepohodlnému zapisu, mizeme reprezentovat konstantni
funkci v pripadech, kdy rozmeér jejiho defini¢niho oboru je bud jasny nebo
neni v daném okamziku dilezity, hodnotou jejiho vystupu. Mizeme tedy

nékdy nahradit K2 zdpisem 6 nebo pouZit zapisu (2,5) misto Kj x K3.

Priklad 2.2

Pouzitim konstantnich funkci a funkce plus definované v minulém odstavci

mizeme dokazat, ze nasobeni je primitivné rekurzivni funkei:

mult(x,0) = K;(z)
mult(z,y + 1) = h(z,y, mult(z, y)),

kde h(zx,y, z) = plus(z, z) nebo v ¢itelnéjsi formé

mult(z,0) =0
mult(z,y + 1) = plus(z, mult(z,y))

Priklad 2.3

Podobné mazeme dokazat, ze exponencidlni funkce exp(zx,y) je primitivné
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rekurzivni:

exp(z,0) = K (z)
exp(z,y +1) = h(x,y, exp(z,vy)),

kde h(zx,y, z) = mult(x, z). Tedy po dosazeni

exp(x,0) =1
exp(z,y + 1) = mult(z, exp(z,y)),

Definice 2.1 Dale se budeme zabyvat funkci predchudce, kterou budeme
znacit pred. Tato funkce zobrazuje 1-tice na 1-tice tak, ze 0 se zobrazi jako 0
a hodnoty vétsi nez 0 se zobrazi na svého predchiidce v pfirozeném uspotradani
mnoziny N. (Tedy pred(1) = 0, pred(2) = 1, pred(3) = 2, atd.) Funkce pred

je primitivné rekurzivni, vyplyva to z jeji definice v tomto tvaru

pred(0) = ¢()
pred(y +1) = i (y, pred(y))

Poznamka 2.3

Funkce pred je inverzni k funkci ¢ a proto ji mizeme pouzit k definovani

odecitani stejné jako jsme pouzili, o k definici s¢itani.

Definice 2.2 Dale definujeme funkci monus:

monus(z,0) = i (z)

monus(x,y + 1) = h(z,y, monus(z,y))
kde h(z,y, z) = pred(z). Po dosazeni:

monus(z,0) =z

monus(x,y + 1) = pred(monus(z,y))
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Vystupni hodnotou funkce monus(x,y) je x — y jestlize x > y, v ostatnich

pripadech 0.

Konvence 2.3

Vzhledem k podobnému charakteru primitivné rekurzivni funkce monus a

konceptu odeéitani budeme monus(zx,y) znacit jako = ~ y.

Definice 2.3 Castym vypocetnim tikonem je zjisténi, zda se dvé hodnoty

sobé rovnaji. Tento proces popiseme funkci

(z.1) 1 jestlize x =y
eq\z,y) =
0 jestlize x # vy

Funkci eq vyjadiime tak, aby bylo patrné, ze je primitivné rekurzivni
eq(r,y) =1+ ((y ~ =)+ (z = y))
nebo formalnéji se funkce eq rovna

monus o (K2 x (plus o ((monus o (73 x 71)) x monus o (73 X 73))))

Napriklad:
eq(5,3) =1 = (B =5)+(5=3))
=1-=-(0+2)
=1=2
=0
a

€q(5,5) =1+ ((5 = 5)+ (5 = 5))
=1 (040)
—1-0
=1

Def

rovnost hodnot
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@ Poznamka 2.4

Kazdou funkci f : N® — N mizeme také negovat tak, Ze ziskdme jinou

funkci —f : N* — N, kterda nabude hodnoty 1 kdyz f je rovno 0 a hodnoty

0, kdyz f bude mit nenulovou hodnotu.

Definice 2.4 Funkci —f definujeme takto:
Def

monus o (K7 X f)
negace funkce

t]
~f(z) =1+ f(z).

Napr. funkce
1 jestlize x # vy

—eq(z,y) =
0 jestlizex =y

je primitivné rekurzivni funkce definovana takto:

monus o (K? X eq).

Dalsi skupinou primitivné rekurzivnich funkci jsou ty, které miuzeme de-

tabulkové funkce  finovat tabulkou, v niz je uveden explicitné kone¢ny pocet moznych vstupt
spolecné s odpovidajicimi vystupnimi hodnotami; vSsem ostatnim vstupnim

hodnotam je pfifazena jedna spolecna vystupni hodnota. Tyto funkce nazy-

vame tabulkove. Piikladem je funkce f definovana takto

3 jestlize x =0
f(x) =45 jestlize x = 4
2 v ostatnich pripadech

Z nasledujici uvahy vyplyva, ze takové funkce jsou primitivné rekurzivni.
Nejprve uvazujme charakteristickou funkci jednoduché proménné, ktera je

primitivné rekurzivni:

k() 1 jestlize x =1
i) =
0 v ostatnich pripadech
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coz muzeme vyjadrit jako monus(I;, I;_1), kde
I = eq o ((monus o (7] x K})) x K}),

tj.
Ii(x) = eq(z = 4,0),
Kazda tabulkova funkce je dana konecnym souctem nasobkit konstantnich,

charakteristickych a negovanych charakteristickych funkci. Napft. funkce f

definovana vyse je ekvivalentni

mult(3, ko) + mult(5, ky) + mult(2, mult(—ko, —k4)).

Priklad 2.4

Poslednim piikladem bude funkce quo : N> — N definované

cela ¢ast x + y jestlize y # 0
quo(z,y) =9
0 jestlize y =0

kterd je primitivné rekurzivni (quo je zkratkou z angl. quotient). Ackoliv je
primitivni rekurze formalné definovana tak, Ze se posledni slozka vstupni
n-tice pouzije jako index, miizeme pomoci projekci a kombinaci vytvorit pri-
mitivni rekurzi zaloZenou na jinych slozkach, aniz bychom se dostali mimo

tfidu primitivné rekurzivnich funkci Funkce quo je primitivné rekurzivni,

protoze muze byt definovana takto:

quo(0,y) =0
quo(z + 1,y) = quo(z,y) + eq(x + 1, mult(quo(z,y),y) +y)

Cviceni:

1. Ukazte, ze funkce f : N — N definovana

x+1 jestlize x je sudé
fx) =

x jestlize x je liché
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je primitivné rekurzivni.

2. Predpokladejte, ze funkce g : N — N a k : N> — N jsou primitivné

rekurzivni. Ukazte, ze funkce f : N — N definovana

f(0,9) = g(y)
flx+1,y) = k(f(z,y),y,7)

je primitivné rekurzivni.

Pojmy k zapamatovani:

Konstantni funkce

Funkce ptfedchiidce

Funkce monus

Negace funkce

Tabulkova funkce
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2.2 Nad tridou primitivné rekurzivnich funkci

Cil:
Hlavnim cilem této kapitoly bude ukazat a dokazat, ze existuji totalni funkce,

které nejsou primitivné rekurzivni.

- Nejprve si zopakujeme hierarchii vy¢islitelnych funkci, kterou jsme za-
tim prosli.
- Existuje rozdil mezi primitivné rekurzivnimi funkcemi a vyc¢islitelnymi

totalnimi funkcemi, ktery se pokusime objasnit ve zbytku této kapitoly.

Seznamili jsme se s poc¢atecnimi funkcemi a ukazali jsme si, jak se tyto
elementarni vycislitelné funkce pouzivaji pii vytvafeni primitivné rekurziv-
nich funkeci, které jsou také vydcislitelné. Vsimli jsme si, ze t¥ida primitivné
rekurzivnich funkci nevycerpala vsechny vy¢islitelné funkce, protoze nékteré

vycislitelné funkce jako napf. div nejsou totalni.

Vytishtelné funkce

\ Primitivne rekwrzivni funkce
\ \ Poiéatecni funkce

Obrazek 1: Hierarchie funkci

V jednom okamziku vyvoje teorie rekurzivnich funkci existovala do-

mnénka, ze tiida primitivné rekurzivnich funkci obsahuje vSechny vycisli-




Ackermannova
funkce

usporadani funkci
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telné totalni funkce. Byla vSak vyvracena objevenim vycislitelnych totalnich
funkci, které nejsou primitivné rekurzivni. Jeden z prikladt byl reprezento-
vén W. Ackermannem v roce 1928. Jeho funkce A : N* — N (nazyvana

Ackermannova) byla definovana rovnicemi:

A0, y)=y+1
A(x +1,0) = A(z, 1)
Alz+1Ly+1) = Az, Az + 1,y))

a bylo dokazano, ze tato funkce je totalni, vycislitelna a neni primitivné

rekurzivni.

Véta 2.1 FEuxistuje vycislitelnd totalni funkce z N do N, kterd neni primi-

tivné rekurzivni

Dikaz: Kazdou primitivné rekurzivni funkci z N do N vytvofenou z poca-
tecnich funkci pomoci kone¢ného poctu kombinaci, kompozici a primitivnich
rekurzi mizeme definovat konecnym fetézcem symbold. Primitivné rekur-
zivni funkce lze proto usporadat tak, ze nejprve sefadime vsechny jejich defi-
nice podle délky (nejprve kratké fetézce) a Fetézce stejné délky usporadame
abecedné. Na zakladé tohoto usporadani potom miizeme hovotit o prvni pri-
mitivné rekurzivni funkei (oznacené f;), druhé primitivné rekurzivni funkci
(oznacené fy), obecné o n-té primitivné rekurzivni funkci (oznacené f,,). De-

finujme nyni funkci f z N do N tak, ze

f(n) = fa(n) +1

pro kazdé n € N. Potom f je totélni a vy¢islitelnd. (Hodnotu funkce f(n) mu-
Zeme vypocitat tak, ze nejprve nalezneme n-tou primitivné rekurzivni funkci
fn a potom vypocitdme f,(n) + 1.) Funkce f vSak nemtze byt primitivné
rekurzivni (Kdyby byla, musela by se rovnat nékteré f,, pro néjaké m € N*.
Potom by ovSem f(m) bylo rovno f,,(m), coz nemtze nastat, protoze f(m)
je definovana jako f,,(m) +1.) O

Pruvodce studiem:

Funkce f ma tedy vlastnost pozadovanou danou vétou. Ttida vydcislitel-

nych totalnich funkei je oznacovana jako t¥ida p-rekurzivnich funkci. Podle
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véty 2.1 miizeme upfesnit obr. 1 do tvaru na obr. 2. V nasledujicim odstavci se

budeme zabyvat témi funkcemi, které jsou mimo t¥idu p-rekurzivnich funkeci.

Vytishtelné funkce

u—rekwzivni funkece

Primitivné rekwrzivni
funkce
\ \ \ Pocateéni funkce

Obréazek 2: Upfesnéni obr. 1

Shrnuti:

- Zjistili jsme, ze tiida primitivné rekurzivnich funkci nevycerpala ani

vsechny totalni vycislitelné funkce.

Cviceni:

1. Vypoctéte A(2,2), kde A je Ackermanova funkce.

2. Shrnte vyznam Ackermanovy funkce v hierarchii pocatecnich, primi-

tivné rekurzivnich a parcialné rekurzivnich funkeci.

3. Napiste program pro vypocet Ackermanovy funkce. S jakymi problémy

se setkate pfi provadéni vaseho programu?
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4. Definujme f : N — N tak, ze f(0) =0, f(1) =1a f(n+2) =
f(n)+ f(n+1). Ukazte, Ze f je primitivné rekurzivni.

Pojmy k zapamatovani:

- Ackermanova funkce
- Usporadani funkci

- p-rekurzivni funkce
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3 Parcialné rekurzivni funkce

3.1 Definice parcialné rekurzivnich funkci

Cil:

V tomto odstavci uvedeme novou techniku zvanou minimalizace, kterd nam
umozni studium vy¢islitelnych funkci nepatiicich do skupiny totalnich. Po-
moci této techniky vytvoiime funkci f : N™ — N na zéakladé jiné funkce
g : N1 — N tak, Ze definujeme f(Z) jako nejmensi hodnotu y z N, pro
kterou g(Z,y) = 0 a zaroven ¢(7, z) je definovana pro vSechna nezaporna celd

¢isla z mensi nez y.
Definice 3.1 Takovou konstrukci budeme znacit

f(@) = py [9(7,y) = 0]

a ¢teme ,,f(T) se rovna nejmensi hodnoté y, pro kterou ¢(Z,y) je nulové a

9(Z, z) je definovana pro vSechna nezdporna celd ¢isla z mensi nez y.“

Priklad 3.1

Jako ptiklad uvazujme funkci g(z,y) definovanou tabulkou a funkci f(x)
definovanou jako uy [g(z,y) = 0]. Potom f(0) = 4, f(1) = 2 a f(2) je
nedefinovano. (Ackoliv 4 je nejmensi hodnotou y, pro kterou g(x,y) = 0,
funkce g(z, z) neni definovana pro vSechna z mensi nez 4 a proto f(2) neni
definovana). Tabulka ndm neposkytuje dostatek informaci pro to, abychom

mohli uréit, zda f(3) je definovana.

9(0,0) =2 g(1,0) =3 9(2,0) =38 g(3,0) =2
9(0,1)=3 g(1,1) =14 9(2,1)=3 g9(3,1)=6
9(0,2) =1 9(1,2) =0 9(2,2) = nedef. 9(3,2) =7
9(0,3) =5 g(1,3) =2 9(2,3) =6 9(3,3) =2
9(0,4)=0  g(1,4)=0  ¢(2,4)=0 9(3,4) =8
9(0,5) =1 9(1,5)=0 9(2,5) =1 9(3,5) =4

Def

minimalizace
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Poznamka 3.1

Vidime, ze minimalizace vytvari funkce, které jsou pro nékteré vstupy nede-

finovany.

Priklad 3.2
Dalsim prikladem je funkce f : N — N, kterd je definovana takto:

f(x) = py [plus(z,y) = 0].

V tomto ptipadé je f rovno nule pro nulovy vstup, ale pro vSechny ostatni
vstupy je nedefinovana. (Pro x > 0 neexistuje zadné y z N takové, ze x+y =

0.)

Priklad 3.3

Uvedme jesté jeden piiklad - celoéiselné déleni div : N? — N definované:

» celoCiselna Cast = /y jestlize y # 0
div(z,y) =
nedefinovano jestlize y = 0

Funkci div mizeme vytvorit pomoci minimalizace jako

div(z,y) = pt [((x +1) = (mult(t,y) +y)) = 0.

Poznamka 3.2

Na druhé strané minimalizace nékdy vytvaii totalni funkce jako je f(z) =
wy [monus(z,y) = 0], kterd je vlastné funkei identity: nejmensi y, pro které

x —y =0, je samotné x.

Nyni se blize podivame na vy¢islitelnost funkce definované pomoci mini-

malizace. Jestlize je parcidlni funkce g vycislitelna, potom

f(@) = py [9(T,y) = 0]
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muzeme vypocitat tak, Ze budeme postupné pocitat hodnoty ¢(zZ,0), g(7, 1),
9(7,2), ... atd., dokud neziskdme nulovou hodnotu nebo nedojdeme k hod-
noté z, pro kterou je g(, z) nedefinovana. V prvnim pfipadé bude hodnotou
funkce f(Z) hodnota y, pro kterou g(7, y) nabylo nulové hodnoty, v druhém
ptipadé bude f(Z) nedefinovano. Vidime, Ze proces minimalizace vy¢islitelné

parcialni funkce vytvari vycislitelné parcialni funkce.

Toto zjisténi nam umoznuje rozsitit oblast vycislitelnych funkci za hranici
primitivné rekurzivnich funkci na tifidu znamou jako parcialné rekurzivni

funkece.

Definice 3.2 Ptesnéji, trida parcidlné rekurzivnich funkct je t¥ida parcial-
nich funkci, které byly vytvofeny z pocatecnich funkci aplikaci kombinaci,

kompozici, primitivni rekurzi a minimalizaci.

Funkce div, kterou jsme diive definovali je parcialné rekurzivni, ale neni

primitivné rekurzivni.

Konstrukce parcidlné rekurzivni funkce mize vyzadovat pouziti kom-
binace, kompozice nebo primitivni rekurze na striktné parcialni funkce.
V téchto pripadech je definice takovych operaci obvyklym zpiisobem
rozsifena. Kombinace dvou parcialnich funkci f a g je definovana pro T prave
tehdy, kdyz obé funkce f a g jsou pro toto T definovany a kompozice f a g je
definovana pro T pravé tehdy, kdyz ¢ je definovana pro = a f je definovana
pro ¢(7). Podobné f je definovana podle funkci g a h pomoci primitivni re-
kurze pro (Z,y) pravé tehdy, kdyZ g je definovina pro T a h je definovana

pro (T, z, f(T, z)) pro vSechna nezépornd celd ¢isla z mensi nez y.

Poznamka 3.3
Opét si pfipomenme, Ze pojem parcialni neznamena, ze vSechny funkce v této
t¥idé parcialné rekurzivnich funkei jsou striktné parcialni. Tato t¥ida obsahuje

p-rekurzivni funkce, které jsou vSechny totalni (viz obr. 3).

Shrnuti:
Ttidou parcialné rekurzivnich funkci jsme zavrsili hierarchii vydislitelnych
funkci. Stejnym zptsobem jako Turingova téze rika, ze tfida Turingovych

stroji zahrnuje vypocetni silu jakéhokoliv vypocetniho systému, o tiidé par-

proces
minimalizace je
vyé¢islitelny

rozsifeni oblasti
vyé¢islitelnych
funkci

Def

rozsifeni operaci
pro parcialni
funkce
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Viechny funkce
Parcialné rekurzivni
funkce
\ \ p—rekurzivni funkee
Primitivné rekwzvni
funkce

A/

Poéateéni funkce

Obréazek 3: Hierarchie t¥id v teorii rekurzivnich funkci

cialné rekurzivnich funkci se domnivame, Ze obsahuje vSechny vycislitelné
parcialni funkce. Druha téze je znama jako Churchova téeze, i kdyz ptuvodné
ji Church formuloval v mirné odlisnych souvislostech. Churchovu tézi pod-
poruje fakt, ze se dosud nikomu nepodarilo dokazat, ze je nepravdiva: nikdo
nenalezl parcialni funkci, ktera je vycislitelna a zaroven neni parcialné rekur-
zivni. Jesté silnéjsim argumentem je to, ze Churchova a Turingova téze jsou

totoZné.

Cvideni:

1. Uvedte priklad parcidlné rekurzivni funkce, ktera neni primitivné re-

kurzivni.

2. Naleznéte f(0), f(1), f(2) a f(3), jestlize f(x) = py [eq(x,y) = 0].

3. Naleznéte ¢(0), ¢(1), ¢(2) a q(3), jestlize q(z) = py [~eq(z,y) = 0.
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4. Ukazte, ze jestlize f : N — N je vzajemné jednoznac¢nou primitivné

rekurzivni funkci, potom inverzni funkce ¢ : N — N definovana

o(f(z)) ==

je parcialné rekurzivni.

5. UkaZte, Ze jestlize je funkce f : N> — N parcialné rekurzivni, potom
funkce g : N — N; g(x) = f(x,5) je parcidlné rekurzivni.

6. Predpokladejte, ze f: N — N a g: N — N jsou parcialné rekurzivni
funkce. Ukazte, Ze existuje rekurzivni funkce &k : N — N, definovana

pravé pro ty hodnoty z, pro které je definovanid bud hodnota funkce

f(z) nebo g(x).

Pojmy k zapamatovani:

- Technika minimalizace
- Ttida parcialné rekurzivnich funkci

- Churchova téze
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3.2 Funkce vycislitelné Turingovymi stroji

Cil:
V tomto odstavci ukdzeme, ze Turingovy stroje jsou schopné vypocitat kaz-
dou parcialné rekurzivni funkci. Tim ukazeme, ze Churchova téze neni obec-

n€jsi nez Turingova.

Abychom mohli stanovit vypocetni silu Turingovych stroji, musime se
znovu vratit k zakladim Turingovych stroji, tentokrat z hlediska funkci,
které mohou pocitat, nikoliv uz v kontextu rozpoznavani jazykt. Zptsob,
jakym Turingovy stroje pocitaji funkce, spociva v prifazeni koncové konfigu-

race pasky pocatecni konfiguraci.

Konvence 3.1

Abychom byli presnéjsi, mizeme se dohodnout, ze n-tice Tetézci bu-
deme na pasce Turingova stroje reprezentovat jako posloupnost fetézci
oddélenych jednim blankem (prazdnym symbolem). Dvojice (xyz,yyzry)
bude reprezentovand jako #xyz#yyry##HH# trojice (xyzx,e,yyxy) jako
HLYTHHFYYTYHH#H - ..

Definice 3.3 Pomoci této konvence muzeme formalné definovat roli Turin-
gova stroje jako zafizeni pro vypoéet funkce takto: Rikdme, ze Turingtiv stroj

M = (S,%,T,6,q, qr) poCita parcidlni funkei
0 =30

(kde ¥; je mnozina neblankovych symbola z I') jestlize pro kazdou m-tici

(wi, Wy, ... ,wy,)z X" piejde z potatedni paskové konfigurace

HUHWAf - FWm AT

do jedné z téchto situaci:

1. V piipadech, kdy f(wi,ws, ... wy) je definovdna, stroj M
zastavi s paskou obsahujici fetézec Huvi#uve#f ... #Hvn##H#, kde
(v1,v2, ... Uy) = flwy,we, ... wWy)

2. V ptipadech, kdy f(wi,ws, ... w,,) neni definovana, stroj M nikdy

zastavi (naptiklad v dasledku abnorméalniho ukonéeni).

Def




Def

Turingovsky
vycislitelnd funkce

¢
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Definice 3.4 Parcialni funkci, kterou pocita néjaky Turingiv stroj, nazy-

vame vycislitelnou Turingovyma strogi.

Poznamka 3.4
Kazda parcidlni funkce vSak nemusi byt vycislitelna Turingovymi stroji.
Predpokladejme napiiklad funkci f : {0,1}* definovanou pro néjaky stroj
M:

1 jestlize se stroj M zastavi na slovo w

flw) = L

0 v ostatnich pripadech

neni vycislitelna Turingovymi stroji, protoze jeji vypocet odpovida vyreseni

problému zastaveni.

Konvence 3.2

Vsimnéme si, ze pti vypoctu funkce Turingovym strojem nepozadujeme, aby
Turingtv stroj umistil pfed zastavenim svoji hlavu na urcitou pozici. M-
zeme vSak mit i tento pozadavek, aniz bychom omezili tiidu funkeci, které
mohou byt vypocteny. Jestlize Turingtiv stroj pocita parcidlni funkce podle
predchozi definice, mizeme ho modifikovat tak, aby vratil hlavu na nejle-
vEjsi pozici pasky predtim nez zastavi. (Je to v podstaté problém oznadeni
nejlevéjsi pozice a vraceni hlavy na tuto oznacenou pozici po ukonceni simu-
lace pivodniho stroje, pokud tato simulace skoncila zastavenim ptivodniho
stroje). Je casto vhodnéjsi pracovat s timto vylepSenym strojem nez s pui-

vodnim a proto se na néj budeme v dalsim textu odkazovat.

Pojmy k zapamatovani:

- Kédovani n-tic fetézct
- Turingtv stroj jako zafizeni pro vypocet funkce

- Turingovsky vycislitelnd funkce
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3.3 Parcialné rekurzivni funkce vycislitelné Turingo-

vymi stroji

Cil:
Nasim tikolem bude nyni ukazat, ze parcialné rekurzivni funkce jsou zahrnuty

ve tTidé parcidlnich funkci, které jsou vycislitelné Turingovymi stroji.

Konvence 3.3

Nezaporna cela ¢isla budeme nyni reprezentovat na pasce Turingova stroje
v binadrnim tvaru. n-tice nezapornych celych ¢isel bude reprezentovana na
pasce Turingova stroje vypsanim vsech slozek oddélenych blanky. Napf. fe-
tézec #11#104#1004# bude reprezentovat trojici (3,2, 4) a #1040# 1141 re-

prezentuje ¢tvefici (2,0,3,1).

Pomoci této notace miizeme Turingovymi stroji se vstupni abecedou
{0, 1} po¢itat parcialni funkce tvaru f : N™ — N kde m an jsou nezadporné
celd c¢isla. Turingovy stroje mizeme tedy povazovat za néastroje umoznujici
pocitat parcialné rekurzivni funkce. Nasledujici véta 1iké, ze témito stroji

muzeme pocitat vSechny parcidlné rekurzivni funkce.

Véta 3.1 KazZda parcialné rekurzivni funkce je wycislitelna Turingovymsi

stroji.

Dikaz: Nejprve je zapotiebi ukazat, ze vSechny pocatecni funkce jsou vy-
¢islitelné Turingovymi stroji. Tato ¢ast dikazu je prenechana jako cviceni
na konci kapitoly. Dale si ukazeme, ze parcialni funkce vytvorené z parcial-
nich funkei vy¢cislitelnych Turingovymi stroji pomoci kombinace, kompozice,

primitivni rekurze a minimalizace jsou také vycislitelné Turingovymi stroji.

Zactneme s kombinaci. Jestlize mame Turingovy stroje M; a M,, které
pocitaji parcidlni funkce ¢;, a ¢go, mizeme vytvorit Turingtv stroj M, ktery
pocita g; X go takto: Navrhneme t¥ipaskovy stroj M, ktery nejprve zkopiruje
svilj vstup na kazdou ze svych pasek. Potom M simuluje stroj M; pomoci
pasky 2 a stroj M, pomoci pasky 3. Jestlize kazda z téchto simulaci norméalné
skon¢i, vymaze stroj M svoji prvni pasku, zkopiruje na ni obsah ostatnich
pasek tak, Ze nejprve zapise vystup funkce ¢; a za néj vystup funkce g

oddéleny blankem a zastavi.

Vytvoreni Turingova stroje, ktery pocitd kompozici dvou parcidlnich

vyd¢islitelnost
kombinace

vyé¢islitelnost
kompozice



vy¢islitelnost
primitivni rekurze
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funkci, vycislitelnych Turingovymi stroji, je velmi jednoduché. Jestlize stroj
M, pocita funkci g (pfed zastavenim vrati hlavu na nejlevéjsi pozici) a stroj
M, pocita funkci f, potom stroj — M; M, pocita funkei f o g.

Nyni uvazujme primitivni rekurzi. Predpokladejme, Ze f je definovana

f(@,0) =g()
f@y+1)=h(=y, f(T,v)),

kde ¢ je parcialni funkce pocitana strojem M; a h je parcidlni funkce po-
¢itand strojem Ms. (MuZeme ptredpokladat, Ze oba stroje pred zastavenim
vrati hlavu na nejlevéjsi pozici.) Potom muZzeme funkci f vypocitat pomoci
Turingova stroje takto:

1. Jestlize posledni slozkou vstupu je 0, vymaZ tuto slozku, vrat hlavu

pasky na nejlevéjsi pozici a simuluj stroj M;.

2. Jestlize posledni slozka vstupu neni 0, potom péaska obsahuje posloup-

nost #, @, #, y + 1, #, #, #, ... pro néjaké nezaporné celé cislo y.

(a) Pouzij techniku stroji, které vytvareji kopii a dekrement a piepis

obsah pasky na posloupnost

H. T,y # T,y — L H# T FH0, T H

Potom nastav hlavu pasky na pozici za nulou a simuluj stroj M;.

(b) Péaska nyni obsahuje posloupnost

#757#7y7#7f7#7y_ 17#7"'7#7E7#707#7g(§)7#7”'

coz je ekvivalentni

#7f7#7y7#7f7#7y_17#7"'7#7E7#707#7f(§70)7#7"'

Umisti hlavu pasky na pozici pfed poslednim = a simuluj stroj M,

Tim vznikne na pasce posloupnost

H.T,#,y, #, T, H#,y—1,#, . H# T, H, L H# R(T,0, f(7,0), #, ...
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coz je ekvivalentni

#757#7y7#757#7y_17#7'"7#7E7#7O7#7f(j71)7#7’"

(c) Déle aplikuj stroj M, na koncovou ¢ast pasky, dokud stroj M,

nezpracuje posloupnost

#7§7#7y7#7f(f7y)7#7---

a paska se neredukuje na obsah

#7 h(fvyu #7 f(§> y))v #7 #7 cee

To je ekvivalentni

#7f(f7y+1)7#7#7"'
tj. pozadovanému vystupu.

Nakonec musime zdtvodnit, pro¢ jsou parcialni funkce vytvorené z par-
ciadlnich funkci vycislitelnych Turingovymi stroji pomoci minimalizace také
vy¢islitelné Turingovymi stroji K vypocétu py [¢(Ty) = 0], kde g je funkce
pocitana Turingovym strojem M, pouzijeme tripaskovy stroj, ktery pracuje
takto:

1. Zapis 0 na pasku 2
2. Zkopiruj T z pasky 1 na pasku 3 a za néj okopiruj pasku 2
3. Simuluj na pasce 3 stroj M

4. Jestlize paska 3 obsahuje 0, vymaz pasku 1, zkopiruj obsah pasky 2
na pasku 1 a zastav. V ostatnich ptipadech zvys hodnotu na péasce 2,

vymaz pasku 3 a vraf se ke kroku 2.

Shrnuti:
Ukazali jsme, ze t¥ida Turingovych stroju je schopna vypocitat vsechny par-

cidlné rekurzivni funkce.

vyd¢islitelnost
minimalizace
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Cvideni:

1. Dle konvenci zavedenych v této kapitole vytvorte Turingovy stroje vy-

¢islujici pocatecni funkee ¢, o a funkce projekce 73, w5 a 3.

2. Navrhnéte Turingtv stroj, ktery pocita funkci

fidz,yb x{x,y) — {z,y}" x {z, 9}

tak, ze

f(wi, w2) = (w2, wy).

Pojmy k zapamatovani:

- Reprezentace n-tic celych ¢isel na pésce stroje
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3.4 Parcialni rekurzivni povaha Turingovych stroju

Cil:
Aby byl dikaz ekvivalence Turingovy a Churchovy téze uplny, musime uké-
zat, ze vypocetni mocnost Turingovych stroji je omezena na schopnost po-

¢itat parcidlni rekurzivni funkce.

Konvence 3.4

Uvazujme Turinguv stroj (S, %, T, 6, gogx) a necht b = |I'|. Obsah pésky ta-
kového stroje miizeme interpretovat jako nezaporné celé cislo s bazi b zapsané
v opacném poradi Budeme jednoduse interpretovat # jako ¢islici 0 a neblan-
kové péaskové symboly jako nenulové ¢islice. Napt. pro I' = {z, y, #} budeme
interpretovat x jako 1, y jako 2 a paska obsahujici #yx#H#y##+# ... bude
ekvivalentni ¢islu 021002000. .., které zapsano obracené je 000200120, t;j.

reprezentace ¢isla 501 s bazi 3.

Kdyz budeme interpretovat obsah pasek timto zptisobem, vsechny Tu-
ringovy stroje budou pocitat parcialni funkce z N do N. Z daného vstup-
niho ¢isla reprezentovaného pocatecni paskovou konfiguraci vypocita stroj
vystupni ¢islo reprezentované koncovou konfiguraci pasky. (Predpokladame,
ze hlava je na zacatku na nejlevéjsi pozici, ale na koncovou pozici hlavy

nemame zadné specialni pozadavky).

Pruvodce studiem:

Zda pokladame tento proces za pfijimani jazyka nebo vypocet funkce z n-
tic symbold na n-tice symboltl je pouze otazka interpretace obsahu pasky a
nikoliv otazka Cinnosti stroje. Mizeme pak dokazat, ze Turingova téze neni
obecnéjsi nez Churchova téze tim, ze ukazeme, ze parcialni funkce z N do N

pocitana libovolnym Turingovym strojem je parcialné rekurzivni.

Véta 3.2 Kazdy vypocetni proces provedeny Turingovym strojem je proce-

sem vycisleni nejaké parcialné rekurzivni funkce.

Dukaz: Necht M = (S,%,T, 46, qo, gx) je Turingtv stroj a necht f: N — N
je parcialni funkce pocitana strojem M, jestlize reprezentujeme obsahy pasky
jako cela ¢isla se zakladem b = |I'| v obraceném poradi. Pro libovolné n € N

je funkce f(n) definovana v pripadé, ze M pii vypoctu zapocatém s obsa-




kédovani stavi
stroje Cisly
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hem péasky n zastavi a potom f(n) je definovano jako ¢islo reprezentované
obsahem pasky stroje pii jeho zastaveni. Nasim tkolem je ukazat, ze takova

funkce f je parcidlné rekurzivni.

Piifadme koncovému stavu stroje M celé ¢islo 0, pocatecnimu stavu 1
a ostatnim staviim dalsi nezaporna ¢isla mensi nez k, kde k je pocet stavi
stroje M. Tedy stavy stroje M budeme reprezentovat celymi ¢isly 0, 1, ...,
k — 1. Tim maji stavy M i symboly vstupni abecedy stroje M pfirazeny
¢iselné hodnoty. Nyni definujme nasledujici funkce, které shrnuji informace

obsazené v prechodovém diagramu stroje M.

(2 jestlize M posouva hlavu pasky doprava,

je-li ve stavu p a pfi aktualnim symbolu x
mov(p,z) = {1 jestlize M posouva hlavu pasky doleva,

je-li ve stavu p a pfi aktualnim symbolu x

0 v ostatnich pripadech

y jestlize M zapisuje symbol y,
sym(p, ) = je-li ve stavu p a pti aktualnim symbolu x

x v ostatnich ptripadech

q jestlize M prejde do stavu g,

je-li ve stavu p a pfi aktualnim symbolu x
state(p, x) =
k  jestlize bud p = 0 nebo pro dvojici (p, x)

\ neni definovana prechodova funkce

Kazda z téchto funkci miize byt reprezentovana konecnou tabulkou a
podle odst. 3.1 je kazda z nich primitivné rekurzivni. Funkce mov(p, z) ¥ika,
zda akce provedena strojem M pii aktualni dvojici stav/symbol (p,x) bude
posuv hlavy doprava, doleva nebo operace zépisu, funkce sym(p, z) urcuje,
jaky symbol ztistane na aktudlni pozici péasky, jestlize (p,z) byla aktuélni
dvojice stav/symbol, funkce state(p,z) udava stav, do kterého piejde stroj
M ze stavu p pii aktualnim symbolu x. State(p, x) vraci neplatné ¢islo stavu
(stavy stroje M byly o¢islovany 0,1, ..., k—1) v pfipadé, Ze vstupnim stavem
je koncovy stav nebo pro vstupni dvojici (p,z) neni definovand ptrechodova
funkce. Tato vlastnost zarucuje, ze nase vysledna parcialné rekurzivni funkce

bude pro vstupy, které zptisobi abnormalni ukonceni stroje M, nedefinovana.
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Konfigurace stroje M miize byt v kazdém okamziku vypoctu reprezento-
vana tzv. konfiguracni trojici (w, p,n), kde w reprezentuje obsah pasky (jako
celé ¢islo zapsané s bazi b = |I'|), p je celé ¢islo reprezentujici aktudlni stav
stroje M a n je nezaporné celé ¢islo, které udava aktualni pozici, jestlize nej-
levéjsi pozice bude mit ¢islo 1, za ni vpravo nasleduje pozice 2, dale pozice 3
atd.

Z informaci v konfiguracni trojici mizeme urcit dalsi parametry vypocet-
niho procesu. Napf. z trojice (w,p,n) muzeme zjistit aktualni symbol jako
hodnotu

quo(w, b"~ ) = mult(b, quo(w, b™)),

Navic vidime, ze tento vypocet pouziva pouze funkce, které, jak jsme
si ukézali, patii do tfidy primitivné rekurzivnich funkci. Tedy funkce

cursym : N3 — N definovand jako
cursym(w, p,n) = quo(w,b" ) = mult(b, quo(w, b"))

pocita aktualni symbol z konfiguracéni trojice a je také parcidlné rekurzivni.

Z informaci danych konfiguracni trojici mtzeme vypocitat dalsi funkce

nexthead, nextstate a nexttape. Funkce nexthead je definovana:

nexthead(w, p,n) =n = eq(mov(p, cursym(w,p,n)),1)

+ eq(mov(p, cursym(w, p, n)), 2)

pocita cela cisla, kterd udavaji nasledujici pozici hlavy stroje. Abnormalni
ukonceni zpiisobené posuvem hlavy stroje pres levy konec pasky je indikovano

nulovou vystupni hodnotou funkce nexthead (nejlevéjsi pozice mé ¢islo 1).

Funkce nextstate je definovana:

nextstate(w,p,n) = state(p, cursym(w, p,n))+mult(k, -nexthead(w,p,n)).

Obvykle je druhé slozka tohoto souctu nulova, takze funkce nextstate
vraci platné ¢islo stavu, do kterého ptejde stroj M z konfigurace (w,p,n).
Jestlize vSak tento pfechod predstavuje abnormalni ukonceni, potom bude
druhy sc¢itanec roven hodnoté k, takze funkce nexstate vrati neplatné cislo

stavu.

Funkce nexttape je definovana:

reprezentace
konfigurace stroje

aktualni symbol

nasledujici pozice
hlavy

nasledujici stav
stroje

nasledujici obsah
pasky



jeden krok vypoctu
stroje

vysledek vypoctu
po t krocich

pocet kroki stroje
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nexttape(w,p,n) = (w ~ mult(b", cursym(w, p,n)))

+ mult(b", sym(p, cursym(w, p,n)))

pocita celé cislo, které reprezentuje obsah pasky stroje M po provedeni pre-

chodu z konfigurace (w, p,n).

Funkce nexthead, nextstate a nexttape byly vytvoreny z parcidlné re-
kurzivnich funkci pomoci kompozice a kombinace a jsou tedy parcidlné re-
kurzivni. Navic kombinaci téchto funkci ziskame dalsi parcialné rekurzivni
funkci

step : N> — N3,

ktera simuluje jeden krok vypocetniho procesu stroje M. Funkce step pfira-
zuje své vstupni konfiguracni trojici vystupni trojici, ktera reprezentuje dalsi

konfiguraci stroje M. Pfesnéji

step = nexttape X nextstate X nexthead.

Nyni pomoci primitivni rekurze definujeme funkci
run : N* — N3,

tak, ze run(w,p,n,t) udava konfiguracni trojici, kterda reprezentuje konfi-
guraci stroje M po provedeni t pfechodt z pocate¢ni konfigurace (w,p,n).
Napf. po provedeni 0 pfechodt bude stroj M stale v konfiguraci (w,p,n),
takze

run(w, p,n,0) = (w,p,n)

a provedl-li stroj ¢ + 1 prechodli, odpovida to provedeni jednoho prechodu

z konfigurace run(w, p,n,t), takze

run(w, p,n,t+ 1) = step(run(w, p,n,t)).

Koneéné vystup funkce vypocitané strojem M (pfi vstupu w) je hod-
nota uloZena na pasce pfi dosazeni koncového stavu (stav 0). Pocet krokt

potfebnych pro dosazeni tohoto stavu je

pt [m3(run(w, 1,1,t)) = 0],
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tj. nejmensi ¢, pro které je druha slozka run(w, 1, 1,t) nulova. Funkce run je

totalni a proto pfi vypoctu
ut [m(run(w, 1,1,4)) = 0],

nevzniknou zadné problémy, pokud existuje ¢ pozadované vlastnosti. Defi-

nujme dale parcialné rekurzivni funkci stoptime : N — N.
stoptime(w) = pt [m5(run(w,1,1,t)) = 0].
Jestlize f : N — N je parcialni funkce pocitana strojem M, potom
f(w) = 73 (run(w, 1, 1, stoptime(w))).

7 toho vyplyva, ze f je parcialné rekurzivni funkce. U

Shrnuti:

- V tomto odstavci jsme si ukézali, Ze parcialné rekurzivni funkce jsou vy-
¢islitelné Turingovymi stroji a ze kazdy proces provedeny Turingovym

strojem je procesem vypoctu parcialné rekurzivni funkce.

- 7 toho plyne, ze Turingova a Churchova téze jsou si ekvivalentni, i kdyz

jsou formulované v rtizném kontextu.

- Spolecna myslenka obou tézi je proto ¢asto nazyvana Church-Turingova

téze.

Cviceni:

1. Promyslete si na néjakém konkrétnim Turingové stroji, jak by vypadaly

parcialné rekurzivni funkce simulujici jeho vypocet.
2. Ukazte, ze jestlize f : N — N je funkce a M je Turingiv stroj, ktery
z daného vstupu n vypocita hodnotu f(n) v nejvyse 2" krocich, potom

f je primitivné rekurzivni.
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Pojmy k zapamatovani:

- Interpretace obsahu pasky jako celé cislo
- Koédovani stavi stroje

- Reprezentace konfigurace stroje



o1

4 Vyjadrovaci sila programovacich jazyku

Cil:
Jako aplikaci teorie z predeslého odstavce si uvedeme problém urcéeni vyjad-

fovaci sily programovacich jazyku:

- Jaké vlastnosti musi mit programovaci jazyk, aby neexistovaly pro-
blémy, které se v tomto jazyku nedaji fesit, ale daly by se fesit v néjaké
jeho rozsitené verzi.

- Pokusime se vytvorit jednoduchou kostru programovaciho jazyka, ve
kterém miizeme vyjadrit program pro vypocet kterékoliv parcialné re-
kurzivni funkce.

- Tim zajistime (podle Church-Turingovy téze), Ze pokud néjaky jazyk
pokryva moznosti naseho jednoduchého jazyka, umoznuje vyjadieni fe-

Seni vSech algoritmicky FeSitelnych problémii.

4.1 Skeletovy programovaci jazyk

Skeletovy programovact jazyk budeme pouzivat pro vypocet parcialné rekur-
zivnich funkci a proto jedinym potrebnym datovym typem bude pfirozené
¢islo. (Jak uz jsme uvedli, kazda datova polozka je v modernim ¢islicovém
pocitaci reprezentovana jako nezaporné celé ¢islo, i kdyz pouzivané vyssi pro-
gramovaci jazyky tento fakt zakryvaji.) Proto nas jednoduchy jazyk nebude
potiebovat zadny typ deklarace. VSechny identifikatory vytvofené z pismen
a Cislic (zac¢inajici pismenem) jsou automaticky deklarované v okamziku, kdy
se poprvé objevi v programu jako typ nezaporného celého ¢isla. (Pro lepsi
¢itelnost v tomto odstavci nékdy pouzijeme indexovany identifikator s tim,

ze tento neformalni zapis muze byt odstranén na tikor prehlednosti.)

N4&s jazyk bude obsahovat nasledujici dva prikazovaci ptrikazy:

incr name;

decr name;

datovy typ

identifikatory



rozsifeni jazyka

vynulovani
hodnoty

prirazeni hodnoty
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Prvni z nich zvysi o jednicku hodnotu prifazenou identifikdtoru name,
zatimco druhy tuto hodnotu o jednicku snizuje (s vyjimkou piipadu, kdy

hodnota, kterd se ma snizit, je nulova, potom se tato hodnota zachova).

Poslednim prikazem naseho jazyka je dvojice

while name # 0 do;

end;

ktery urcuje, ze ptikazy mezi while a end maji byt opakovany tak dlouho,

dokud hodnota prifazena identifikdtoru name nebude nulova.

Tim je nas skeletovy jazyk uplny. Je velmi jednoduchy, tak jednoduchy,
Ze nejprve zavedeme nékteré vykonnéjsi piikazy, které mizeme simulovat
posloupnosti prikazt skeletového jazyka. Tyto dalsi ptikazy potom pouzijeme
ke zjednoduseni programu ve skeletovém jazyku stejnym zptisobem, jako se

pouzivaji makroinstrukce ke zjednoduseni programu v assembleru.

Nejprve pouzijeme zapis
clear name;
jako zkratku pro posloupnost

while name # 0 do;
decr name;

end;

jejimz smyslem je prifazeni nulové hodnoty identifikatoru name. Déle bu-
deme pouzivat

namel < name2

pro reprezentaci ¢asti programu, ktera prifazuje hodnotu identifikdtoru name2
identifikdtoru namel. (Hodnota je nejprve pfifazena pomocné proménné aux
a potom znovu pfifazena obéma identifikitorim namel a name2. Pouziti
pomocné proménné odstrarnuje nezadouci efekt zniceni ptivodniho ptitazeni

hodnoty identifikitoru name2.)

clear aux;

clear namel;
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while name2 # 0 do;
incr aux;
decr name2;

end;

while aux # 0 do;
incr namel;
incr name2;
decr aux;

end;

Korespondené¢ni ukol:

Napiste interpretacni prekladac skeletového jazyka. Jedna se o napsani pro-
gramu, ktery jako sviij vstup prijme zdrojovy soubor podle syntaxe skeleto-
vého jazyka, tak jak je popsan v odstavci 4.1 a interpretuje piikazy v ném
zapsané postupné jeden za druhym tak, jak jdou po sobé. Po skonceni vy-
poctu vypise prehlednym zptisobem obsah vSech pouzitych proménnych. Pro

vétsi komfort muzete jazyk rozsifit o vstupné/vystupni piikazy
input x;

pro nacteni celociselné hodnoty z klavesnice do proménné x a
output x;

pro vypis hodnoty proménné x na obrazovku.

Pojmy k zapamatovani:

- Skeletovy programovaci jazyk
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4.2 Parcialné rekurzivni funkce ve skeletovém jazyku

Cil:
Nyni si ukdzeme, ze pro kazdou parcialné rekurzivni funkci existuje algorit-
mus jejiho vypoctu, ktery mizeme vyjadrit v nasem jednoduchém progra-

movacim jazyku.

Konvence 4.1

Zavedeme konvenci, ze pii vypoctu funkce z N™ do N™ budeme pouzivat
identifikatory x1, x2, ..., T, pro ulozeni vstupnich hodnot a identifikatory

21, %2, - .., 2zp k ulozeni vystupnich hodnot.

Programy pro vypocet pocatecnich funkci vyjadiime v nasem jazyku jed-

noduse. Funkce ¢ se vypocita podle programu

clear zi;
o podle

Z1 < X1

incr z;;
a ;" podle

Z1 — Xj;

Nyni obratime nasi pozornost k parcidlné rekurzivnim funkcim obecné.
Jsou-li F' a G programy, které pocitaji parcidlné rekurzivni funkce f : N* —
N™a g: N¥ — N™ potom funkci f x g miiZeme naprogramovat piipojenim
programu G na konec programu F'. Programy F' a GG modifikujeme tak, aby
oznadily své vystupy piislusnymi identifikdtory (F' ulozi svij vystup do zy,
29y ooy Zm & G oznadi své vystupy Zmei, Zma2, --- 5 Zmin) & program F
upravime tak, aby neporusil vstupni hodnoty pfedtim, nez program G zac¢ne

pracovat.

vypocet kombinace
funkeci



vypocet kompozice
funkci

vypocet primitivni
rekurze
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Konvence 4.2

V tomto piipadé, stejné jako v dalsich, budeme predpokladat, ze dané pro-
gramy nemaji spolecné pomocné proménné, které by ptisobily nezadouci ve-
dlejsi efekty. Lze tomu pfedchéazet zménou jmen proménnych. (Vsechny iden-
tifikatory pomocnych proménnych v programu F mohou zac¢inat pismenenm

F a v programu GG mohou za¢inat pismenem G.)

Jestlize programy F a G poéitaji parcidlni funkce f : N¥ — Nl a g :
N! — N™, potom funkce g o f miize byt vypocitana pripojenim programu G
na konec programu F' a prizptisobenim vystupnich identifikdtort programu

F' tak, aby odpovidaly vstupnim identifikdtorim programu G.

Nyni predpokladejme, Ze program G podcita parcidlni funkci g : N¥ —
N™, program H pocita funkci h : N+l — N™ a funkce f : N¥1 — N™

je definovand pomoci primitivni rekurze jako

Potom funkci f muizeme vypocitat podle programu, ve kterém piedpokla-
ddme (bez Gjmy na obecnosti), Ze programy G a H nemaji zadné vedlejsi
efekty.

G

AuUX <— Xg41;

clear xpy1;

while aux # 0 do;
k42 < 215

Xp43 < Z2;

Xk+m+1 < Zm>
H

incr Xpyi;
decr aux;

end;

Nyni ukdzeme, ze kdyz G je program v nasem skeletovém jazyku, ktery

po¢ita parciadlné rekurzivni funkci g : N**! — N, potom miiZeme vytvofit
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program, ktery pocita funkci vypodet
minimalizace

wy [9(T,y) = 0].

Program provadi vypocet funkénich hodnot ¢(z,0), g(7, 1), ... dokud ne-
ziskd vysledek 0. (Program G miZzeme navrhnout tak, Ze nezméni ptivodni

ptifazeni hodnot vstupnim proménnym.)

clear xpi1;

G

while z; # 0 do;
incr Xgi1;
G

end;

Z1 < ZXp+1s

Shrnuti:

- Nyni jsme splnili tkol, ktery jsme si dali, tj. ukazali jsme, ze kazda
parcialné rekurzivni funkce mize byt vypocitanad programem zapsanym

v nasem jednoduchém skeletovém programovacim jazyku.

- Podle Church-Turingovy téze jsme dokazali, ze kazdy jazyk, ktery umi
pracovat s datovym typem nezdpornych celych ¢isel, ma prostiredky
pro zvysovani a snizovani hodnoty a poskytuje cyklus typu while, ma
dostatecné vyrazové prostiedky pro feseni kazdého problému, ktery lze

algoritmicky fesit.

- Dalsi prostfedky programovaciho jazyka zvysuji pohodli programétora,

ale nezvétsuji silu jazyka.

Cviceni: S ,

1. Napiste program ve skeletovém programovacim jazyku, ktery pocita

funkci plus.

2. Napiste program ve skeletovém programovacim jazyku, ktery pocita
funkci faktorial.
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3. Napiste program ve skeletovém programovacim jazyku, ktery pocita
funkci f : N — N definovanou

f(x) = py [mult(z,y) > plus(z, y)]

Pro které hodnoty je funkce f definovana?

Pojmy k zapamatovani:

- Vypocet parcialné rekurzivnich funkci ve seletovém jazyce
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4.3 Funkce programovatelné ve skeletovém jazyku

Cil:

Mocnost naseho jednoduchého jazyka se projevila jako znac¢né vysoka, a dalo
by se usuzovat, Ze nas jazyk umoznuje vic, nez vypocet parcialné rekurzivnich
funkci. Kdyby byl ovSem tento tsudek spravny, byl by v rozporu s Church-
Turingovou tézi a ziskali bychom tak metodu pro vypocet t¥idy funkci, ktera
by byla vétsi nez t¥ida parcidlné rekurzivnich funkei (vydéislitelnych Turingo-

vymi stroji). Nebudeme proto prekvapeni nasledujicim zjisténim:

Véta 4.1 Kazdy vypocet vyjadreny v nasem jednoduchém jazyku miZe byt

modelovan parcidlné rekurzivni funkci.

Dikaz: Abychom dokazali toto skute¢né omezeni mocnosti naseho jazyka,
nejprve si vSimneme, Ze kazdy program v nasem jednoduchém jazyku musi
obsahovat alespon jeden identifikator, protoze musi byt vytvoren alespon jed-
nim ze t¥i prikazli: incr, decr a while a kazdy z téchto ptikazli zahrnuje
néjakou proménnou. Jestlize ma program k£ proménnych a tyto proménné
zapiseme souhrnné jako k-tici, potom vypocet vyjadieny programem sku-
te¢né predstavuje vypocet funkce z N*¥ do Nj, kde vstup je k-tice hodnot
prifazenych proménnym pii spusténi programu a vystupem je k-tice hodnot
pfifazenych témto proménnym pii ukonéeni programu. (Jestlize program ni-
kdy neskonéi, vystup pro danou vstupni n-tici neni definovan.) Déle ukdZzeme,

ze kazda takova funkce musi byt parcialné rekurzivni.

Pouzijeme indukci pfes pocet prikazii v programu. Jestlize program obsa-
huje jenom jeden piikaz, existuji tii moznosti: mize to byt ptikaz incr, decr
nebo while. Prvni dva prikazy odpovidaji primitivné rekurzivnim funkcim

o a pred a treti prikaz

while name # 0 do;

end;

pocita funkci

0 jestlize name =0
f(name) =
jinak nedefinovano

programy
obsahujici pouze
jeden ptikaz



programy s n
prikazy
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ktera je ekvivalentni parcialné rekurzivni funkci
f(name) = py [plus(name,y) = 0]

Vsechny programy, které obsahuji pouze jeden prikaz naseho jednodu-

chého jazyka, pocitaji tedy parcialné rekurzivni funkce.

Nyni uvazujeme programy o n piikazech, kde n > 1, pficemz predpo-
kladame, ze kazdy program, ktery mé méné nez n piikazii, poc¢ita parcialné
rekurzivni funkci. Jestlize dany program nemaé tvar jednoho velkého piikazu
while, potom je zfetézenim dvou kratsich programi. Podle nasi indukéni hy-
potézy, kazdy z téchto kratsich programi pocita parcialné rekurzivni funkci
a cely program pocita kompozici téchto funkci. Dany program tedy pocita

parcialné rekurzivni funkci.

Nyni predpokladejme, Ze je program tvoren jednou velkou strukturou

while, kterou vyjadiime jako

while X # 0 do;
B

end;

Protoze télo tohoto cyklu B obsahuje méné nez n prikazti, podle nasi
induktivni hypotézy poéitd parcialné rekurzivni funkci h : N¥ — N*. Déle
miizeme predpokladat, Ze proménna X v cyklu while je jednou slozkou, rek-
néme j-tou slozkou k-tice zpracovavané v sekci B. (Kdyby tato proménna
nebyla v sekci B zpracovavana, potom by cyklus while nikdy neskoncil. D-
sledkem by bylo to, ze celd struktura while by pocitala parcidlné rekurzivni
funkci, ktera je ekvivalentni identické funkci pro X = 0 a pro ostatni vstupy

je nedefinovanad).

Pomoci primitivni rekurze nyni definujme funkci f : N*! — N**1 jako

f(z,0) = ident()
f@,y+1)=h(f(z,y))

kde ident je identickd funkce. (Identickd funkce muze byt vytvorena jako
kombinace projekei a je tedy primitivné rekurzivni.) Hodnotou funkce f(Z, y)
je k-tice vytvorena inicializaci proménnych = v téle cyklu B a potom y-

nasobnym provedenim cyklu. Pocet opakovani téla cyklu ve struktute while
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bude dano hodnotou
py [ o f(@,y) = 0].
Funkce g : N¥ — N* poéitana celou strukturou while bude tedy definovana
jako
9(@) = f(@, ny [7] o f(T,y) = 0)).
7 toho vyplyva, ze funkce pocitana strukturou while je parcialné rekurzivni.

g

Shrnuti:

Na zavér poznamenejme, ze studium vycislitelnosti pomoci programovacich
jazykt je dalsi oblasti vyzkumu, jejiz vysledky podporuji Church-Turingovu
tézi. Skutecné doposud nebyl navrzen jazyk, jehoz mocnost by byla vétsi nez

u naseho jednoduchého jazyka.

Cvicdeni:

1. Ukazte, ze vypocetni mocnost skeletového programovaciho jazyka se
neredukuje, jestlize nahradime strukturu while strukturou if—then a

moznosti vyjadrit rekurzivni procedury.

2. Ukazte, ze pridanim prikazu goto a oznacenim prikazli navéstimi se

nezvysi vypocetni mocnost skeletového programovaciho jazyka.

Pojmy k zapamatovani:

- Mocnost skeletového jazyka
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Zavér

Blahopteji! Pokud jste dospéli ve studiu az k tomuto mistu, tak byste jiz méli
mit alespon zakladni predstavu o problematice vycislitelnosti a jejim vztahu

k programovacim jazyktm.

Ukazali jsme si, ze otazka vycislitelnosti mize byt zkoumana z hlediska
matematickych stroji, gramatik jazyki, teorie rekurzivnich funkei nebo pro-
gramovacich jazyki. V kazdém pripadé dojdeme k hranicim vycislitelnosti,

které jsou vzajemné ekvivalentni.

Jazyky s gramatickym zakladem odpovidaji jazyktim pfijimanym Turin-
govymi stroji, funkce vy¢islitelné Turingovymi stroji jsou ekvivalentni parci-
alné rekurzivnim funkcim a parcialné rekurzivni funkce jsou funkce vy¢isli-

telné skeletovym programovacim jazykem.

Nasli jsme tedy obecné omezeni vypocetniho procesu, které je v sou-
ladu s Church-Turingovou tézi: pokud nelze problém fesit pomoci Turingova
stroje, potom neni feSitelny na zadném pocitaci, protoze neexistuje zadny
algoritmus jeho vypoctu. Hranice moznosti vypocetnich procesti neni tedy

zévisla na technologii feSeni.

Obecné se pouziva néazev resitelné problémy (Turingovsky FeSitelné pro-
blémy) pro problémy, které lze fesit pomoci vypoc¢tu Turingovym strojem.

Problém zastaveni je piikladem neresitelného problému.

Snahou byl vyklad, ktery by vyzadoval pokud mozno minimélni matema-
tické zazemi, avsak v dostupné mire ilustrujici matematické techniky, pou-
zivané v této oblasti. V zadném pfipadé se nejednd o vycerpavajici vyklad,
¢tenar by vsak mél byt na zakladé tohoto materialu schopen snaze ptistoupit

ke studiu narocnéjsi literatury v této oblasti.

Vérim, ze prostudovani tohoto textu pro Vas bylo a jesté i v budoucnu
bude prinosem. Mym cilem bylo Vas motivovat a ukazat Vam, ze i takto silné

teoreticky zamérena oblast informatiky méa své uplatnéni v praxi.

Pfeji VaAm mnoho tspécht v dalsim studiu.

Viktor PAVLISKA

obecné hranice
vydislitelnosti

TeSitelné problémy
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