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ANOTACE

Ptedkladanad inovovana distancni opora ptedstavuje uvod do analyzy
casovych ftad. Je wuréena piedevSim posluchacim distan¢niho a
kombinovaného studia studijnich programti Aplikovand matematika,
Aplikovand informatika a Informatika. Zahrnuje nasledujici témata.

» Dekompozice ¢asovych fad:

zakladni pojmy analyzy casovych fad,

aproximace trendu matematickymi funkcemi,
metody klouzavych primért a klouzavych mediant,
exponencialni vyrovnavani,

metody analyzy sezonni slozky.

» Boxova-Jenkinsova metodologie:

pojmy a matematicky aparat Boxovy-Jenkinsovy metodologie,
linedrni modely staciondrnich ¢asovych tad,

linedrni modely nestacionarnich ¢asovych tad,

linedrni modely sezonnich ¢asovych tad,

konstrukce modelu v Boxové-Jenkinspveé metodologii,
vicerozmérné ¢asové fady a jejich charakteristiky,

linearni modely vicerozmérnych casovych fad.

» Spektralni analyza ¢asovych tad:

zékladni pojmy spektralni analyzy ¢asovych fad.






UvoD

Predkladana distanéni opora (modul), ktera se Vam dostava do ruky,
byla vytvofena inovaci pivodni opory [17] vramci projektu ,,Inovace
vyuky informatickych predméti ve studijnich programech Ostravské
univerzity“, reg. ¢islo CZ.1.07/2.2.00/28.0245. V souvislosti s inovaci byly
provedeny nasledujici zmény:

e upravena struktura celé distan¢ni opory,

e stavajici kapitoly (lekce) doplnény o fadu tabulek, obrazkidi a novych
poznatkd,

e nove zafazeny dvé kapitoly vénované analyze vicerozmérnych ¢asovych
fad.

Inovovanad opora plné¢ pokryva pozadavky ucéebnich osnov povinné
volitelného  pfedmétu  XANCS pro posluchace distanéniho a
kombinovaného studia ve studijnich programech Informatika, Aplikovanda
informatika a Aplikovand matematika na Ptirodovédecké fakulté Ostravské
univerzity. Tato opora mize byt samoziejmé pouZita jako vhodny studijni
material i pro studenty prezen¢ni formy studia v ramci ptedmétu ANCAS.

Cile modulu:

Po prostudovani tohoto modulu

e pochopite souvislost mezi teorii nahodnych procest a zakladnimi
principy analyzy ¢asovych fad,

e naucite se prakticky analyzovat casové fady s vyuzZitim béZné
pouzivanych pfistupli, zejména metod dekompozice a Boxovy-
Jenkinsovy metodologie,

e naucite se vybrat vhodnou metodu pro efektivni analyzu dané ¢asové
fady,

e pochopite vyznam analyzy Casovych fad pro feSeni konkrétnich uloh
Vv praxi.

Distan¢ni opora je ¢lenén do nasledujicich lekci (kapitol):

e zakladni pojmy analyzy casovych fad,

e aproximace trendu matematickymi funkcemi,

e metody klouzavych primért a klouzavych mediand,

e exponencialni vyrovnavani,

e metody analyzy sezonni slozky,

e zikladni pojmy a matematicky aparat Boxovy-Jenkinsovy
metodologie,

Inovace modulu

Poslani modulu

Obsah modulu



Struktura modulu

e linearni modely staciondrnich ¢asovych fad,

e linearni modely nestacionarnich ¢asovych tad,

e linearni modely sezénnich ¢asovych fad,

e  konstrukce modelu v Boxové-Jenkinsové metodologii,
e vicerozmérné casové fady a jejich charakteristiky,

e linearni modely vicerozmérnych ¢asovych fad,

e zakladni pojmy spektralni analyzy ¢asovych fad.
Jednotlivé lekce zpravidla obsahuji:

e formulaci cili lekce (tedy toho, co by mél student po jejim
prostudovani umét, znat, pochopit),

e Kklicova slova,

e pruvodce studiem,

e vlastni vyklad uciva,

e fesené priklady,

e  kontrolni otazky k procviceni uciva,

e  korespondencni ukol,

e pojmy k zapamatovani,

e shrnuti.

Zatazené koresponden¢ni tkoly maji charakter individudlni seminarni
prace, kterd je urcena k ovéfeni VaSich schopnosti aplikovat ziskané
teoretické znalosti na analyzu konkrétni (Vami vybrané) casové fady.
Povinnou soucasti VaSich studijnich povinnosti je vypracovani dvou
lektorem vybranych korespondenc¢nich ukolti s vyuZitim statistického
software NCSS [19] a jejich odevzdani prostiednictvim systému Moodle.
Jejich bodova hodnoceni budou zapoctena do celkového hodnoceni kurzu.

V kazdé kapitole je uvedeno vSe potfebné pro samostatné studium,
pocinaje definicemi zakladnich pojmi a konce vyuzitim teoretickych
poznatkii v praxi. V z4jmu spravného pochopeni probirané latky jsou
narocngjSi témata zpravidla doplnéna feSenim typovych piiklada.
Doporucujeme ctenati, aby se nad kazdym piikladem dikladné
zamyslel. Pochopeni principi feSeni je totiZ nezbytnym ptedpokladem
pro porozuméni dalSimu vykladu.

Cas potiebny k prostudovani jednotlivych lekci explicitné neuvadime,
nebot’ z naSich zkuSenosti vyplyva, Ze rychlost studia zévisi na VaSich
schopnostech a studijnich navycich.




Predpokladame, ze si mnozi z Vas budou chtit doplnit a rozsifit
poznatky studiem dalSich literarnich prament (ucebnic a skript), jez se
zabyvaji jak teorii, tak i1 aplikacemi. Teoretické zaklady analyzy Casovych
fad jsou popsany napi. v monografii [1] nebo skriptech [20]. V této
studijni opofe jsme vychazeli pfedev§im z monografii [2,3,8,9]. Ze
zahrani¢nich prament doporu¢ujeme monografie [6,15,24]. Vétime, ze
Vam predkladany studijni materidl pomtize pochopit zékladni principy
analyzy Casovych fad, a pfejeme Vam hodn¢ uspéchii ve studiu.

Autor

Autor dékuje touto cestou recenzentovi za peclivé procteni rukopisu a fadu
cennych pfipominek smétujicich ke zkvalitnéni predkladaného ucebniho textu.
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1 ZAKLADNI POJMY ANALYZY CASOVYCH
RAD

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite, co se rozumi pod pojmem casovd fada a jaké jsou
problémy spojené s vytvafenim Casové fady,

e poznate zakladni ptistupy K analyze ¢asovych fad,

e poznate, jak se konstruuji pfedpovédi v ¢asovych fadach,

¢ seznamite se s nékterymi charakteristikami ¢asovych fad.

Klicova slova: casovéd tada, délka casové tady, trend, sezonni slozka,
cyklickd slozka, ndhodnd slozka, ptedpovédi, stiedni hodnota, rozptyl,
autokovarian¢ni funkce, autokorela¢ni funkce.

Uvodni kapitola je vénovana predev§im vymezeni pojmu Gasové fady a
objasnéni nékterych problému souvisejicich s jeji konstrukci. Dale jsou
Vv ni struéné vysvétleny zékladni pfistupy k analyze casovych tad a
konstrukci predpovédi v téchto fadach. V zavéreéné Casti kapitoly jsou
definovany nékteré vyznamné charakteristiky Casové fady, a to jak
teoreticke, tak empiricke.

1.1 Casova Fada

Pod pojmem ¢asova Fada rozumime data (vysledky pozorovani), ktera
jsou chronologicky uspotfadana, napt. seismicky zdznam v geofyzice, fada
necistot v ekologii, zmény poctu jedinci néjaké populace v demografii,
vyvoj rozvodovosti v sociologii nebo vyvoj cen v ekonomii. Mdme pfitom
na mysli tzv. statistické (stochastické) Fady, které jsou zatiZzeny
nejistotou, nikoliv fady deterministické, jejichZ chovani lze jednoznaéné
popsat néjakym matematickym vzorcem. Jestlize vyjdeme z teorie
nahodnych procest, mizeme fici, ze ¢asova fada predstavuje konkrétni
realizaci odpovidajiciho nahodného (stochastického) procesu.

Cilem analyzy casové tfady je urCeni modelu (mechanismu), podle
n¢hoZ jsou generovéana sledovand data. Znalost tohoto modelu umoZiuje
piedpovidat budouci vyvoj systému a do jisté miry i fidit a optimalizovat
chovani systému vhodnou volbou vstupnich parametri a pocatecnich
podminek.
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Casové body
pozorovani

Problémy
s kalendarem

Délka ¢asové
fady

Z historického hlediska se jako prvni sledovaly fady astronomickych a
meteorologickych pozorovani. V soucasnosti se aplikace zamétuji
piedevsim do ekonomické oblasti.

Zpocatku prevladal deterministicky ptistup k analyze casovych fad,
ktery pretrvaval jesté béhem prvni ¢tvrtiny dvacatého stoleti, prestoze byl
Casto kritizovan pro neschopnost vysvétlit nepravidelnosti v amplitudach i
ve vzdalenostech mezi lokdlnimi extrémy Casovych fad. Velky pokrok
Vv rozvoji discipliny pifedstavoval novy stochasticky pfistup, zejména
Vv pracich Yulea a Sluckého, s jehoz pomoci lze popsat vétSinu redlnych
casovych fad z ekonomické praxe.

1.2 Problémy analyzy ¢asovych rad

Casové fady jsou tvofeny vysledky pozorovani (méfeni), ktera jsou
provadéna v diskrétnich casovych okamzicich. Neékteré z nich jsou uz
diskrétni svou povahou (napft. fady uhrnné produkce né&jaké zeméedélskeé
plodiny za jednotlivé roky), jiné je tieba piedem diskretizovat. Mohou
vznikat né€kolikerym zplisobem:

e diskretizaci hodnot spojité se meénici veliCiny (napi. fada hodnot
amplitudy néjakého signdlu v danych casovych okamzicich),

e akumulaci hodnot sledované veli¢iny za dané Casové obdobi (napf.
fada dennich srazkovych uhrnti v meteorologii),

e primérovanim hodnot uvazované veli¢iny v daném ¢asovém intervalu

(napf. fada primérnych dennich teplot).

Volba ¢asovych okamziku pozorovani. Mame-li moZnost volby, pak
se doporucuje volit kompromisni feSeni. Velkd hustota casovych boda
pozorovani umoziiuje dobie vystihnout charakteristické rysy ¢asové fady,
ale mohou nastat potiZe pii vypoctech. V kazdém piipad€ se vSak snazime
volit ekvidistantni intervaly mezi sousednimi pozorovanimi.

Pti analyze ekonomickych ¢asovych fad se mohou nepfiznivé projevit
problémy spojené s kalendarem (napft. rizna délka kalendainich mésict,
rizny pocet pracovnich dnii v mésici, pohyblivé svatky). V takovych
pfipadech se zavadi tzv. ,standardni mésic* o délce 30 dnd nebo
standardni pocet pracovnich dnli v mésici, nebo se pozorované udaje
akumuluji (napt. pouziti kvartalnich dat namisto mésicnich).

Délka casové rFady se definuje jako celkovy pocet pozorovani v ¢asové
fad¢, nikoliv jako ¢asové rozpéti mezi prvnim a poslednim pozorovanim.
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1.3 Zakladni pristupy Kk analyze ¢asovych fad

Volba pfistupu k analyze (vybér metody) zavisi na celé¢ fad¢ faktora:
ucelu analyzy, typu sledované ¢asové fady, zkusenostech statistika, jakoz i
dostupnosti vypocetni techniky a statistického software.

V této Casti se omezime jen na struénou charakteristiku ¢tyf nejcastéji
pouzivanych pfistupti k analyze ¢asovych fad. Uvazujme cCasovou fadu
Y. Y, Y,

A. Dekompozice ¢asové Fady. Princip tohoto piistupu je velmi
jednoduchy. Casova fada se rozklada na Gtyfi zakladni slozky, jimiZ jsou
trend (Tr), sezonni slozka (Sz), cyklicka slozka (C) a nahodna (rezidualni)
slozka (¢). To znamena, ze Casovou fadu chapeme jako trend, na ktery se
,habaluji“ periodické slozky (sezonni a cyklicka slozka) a ndhodna slozka
(nejcastéji bily Sum).

Dekompozice (rozklad) ¢asové fady je dvojiho typu:

a) aditivni ve tvaru

Y, =Tr.+Sz, +C, +¢,,
kdy vSechny slozky se méfi ve stejnych jednotkach jako Y,,
b) multiplikativni ve tvaru

Y, =Tr, Sz, C, &,

kdy pouze trendova slozka je méfena ve stejnych jednotkach jako Y, a

ostatni slozky jsou bezrozmérné veli¢iny.

Trend reprezentuje dlouhodobé zmény v primémém chovani tfady
(dlouhodoby rust nebo pokles, popt. dlouhodoba konstantni uroven); je
zpusoben faktory, jez plisobi systematicky, tj. ve stejném sméru.

Sezénni slozka piedstavuje periodické zmény, které se odehravaji
Vv pribéhu roku a kazdy rok se opakuji. Tyto zmény zpravidla souviseji se
sttidanim ro¢nich obdobi (jaro, 1éto, podzim a zima). Pro studium
sezonnich vlivii se doporucuje pracovat stadami mesicnich, nejvySe
kvartalnich méfteni.

Cyklickou slozku chapeme jako fluktuace kolem trendu, pfi nichz se
pravidelné stiidaji faze ristu s fazemi poklesu. Délka cyklu i intenzita
jednotlivych fazi se pfitom mohou V pribéhu ¢asu ménit. Pti¢iny vedouci
ke vzniku cyklické slozky lze zpravidla jen t€Zko identifikovat.

Nahodna (rezidualni) slozka piedstavuje nahodné fluktuace, jez
nemaji systematicky charakter. Zahrnuje téZz chyby méfeni, chyby ve
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Boxova-Jenkinsova
metodologie

Linearni faktorové
modely

statistickém zpracovani dat (napf. zaokrouhlovaci chyby). Casto se
piedpoklada, ze ma ndhodna slozka charakter bilého Sumu, tj. Ze je tvofena
hodnotami nezavislych nahodnych velicin s nulovou stiedni hodnotou a
n¢jakym konstantnim rozptylem.

Dekompozi¢ni metody pracuji pouze se systematickymi slozkami
(trend, sezénni a cyklicka slozka), pfitom se zpravidla vyuziva metod
regresni analyzy.

B. Boxova-Jenkinsova metodologie

U tohoto priistupu se zpravidla piedpoklada, ze Casovéa fada je slabé
staciondrni. Zakladnim prvkem pfii konstrukci modelu je rezidudlni slozka.
Uvedeme dva typické piiklady modelu:

e model klouzavych souctl 1. fadu ve tvaru
Y, =¢& +Kg,_,,
kde k je n¢jaka redlna konstanta a ¢, reprezentuje tzv. bily Sum;
e autoregresni model 1. fadu definovany predpisem
Y, =& +KY,.

Boxova-Jenkinsova metodologie umoziuje modelovat i Casové tady
S vyraznym trendovym a/nebo sezonnim charakterem, ptfi¢emz trendova i
sezonni slozka mohou byt (na rozdil od dekompozice) modelovany
stochasticky.

Boxovy-Jenkinsovy modely jsou mnohem flexibiln€j$i nez modely
dekompozi¢ni, coZ znamend, Ze se lépe adaptuji na zmény v pribchu
Casové fady.

Zakladnim matematickym néstrojem pro analyzu casové fady jsou
Vtomto pfipad¢ metody korela¢ni analyzy, které umoznuji zkoumat
zavislosti mezi jednotlivymi pozorovanimi dané casové tady.

C. Linearni kauzalni (faktorové) modely

Takové modely, bézné v ekonometrii, jsou zpravidla konstruovany tak,
ze se hodnoty sledované casové fady vysvétluji pomoci jinych, tzv.
faktorovych ¢asovych rad. Uvedeme jednoduchy ekonometricky model,
prevzaty z monografie [8], ve tvaru

C.=a+pC  +yX +P +¢,.
V uvazovaném modelu se vydaje C, obyvatelstva na ndkup spotiebniho
zbozi v roce t vysvétluji pomoci téchto vydaji C, , Vroce bezprostfedné
predchazejicim a navic pomoci penéznich pifjmi X, obyvatelstva a

cenového indexu P, spotfebniho zbozi vroce t. (a,fB,yad jsou
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parametry modelu a & znaci bily Sum.) V této oblasti se pouzivaji

pfedevSim metody regresni analyzy. Faktorovymi modely se nebudeme
Vv této distan¢ni opote dale zabyvat.

D. Spektralni analyza ¢asovych rad

Zkoumana ¢asova fada se povazuje za nekonecnou linearni kombinaci
sinusovych a kosinusovych funkci s riznymi amplitudami a frekvencemi.
Pomoci specidlnich statistickych nastroji (napf. periodogram) je mozno
ziskat predstavu o intenzit¢ zastoupeni jednotlivych frekvenci v ¢asové
radé. Ve spektrdlni analyze c¢asovych fad se vyuzivd predevsim
Fourierovy analyzy.

1.4 Predpovédi v ¢asovych radach

Ptedpovédi v Casovych tfaddch mohou byt dvojiho druhu: bodové a
intervalové. Bodova predpovéd’ predstavuje bodovy odhad hodnoty
Casové fady v urCitém budoucim okamziku. Intervalovd ptedpovéd
(pFedpovédni interval) je analogii intervalu spolehlivosti. Vlastnosti
dobrych bodovych odhadl a metody konstrukce intervalovych odhadi jsou
podrobné popsany napt. v monografiich J. Andéla [1]. V ramci této
distan¢ni opory se budeme zabyvat pouze bodovymi predpovédmi.

Metody pro vytvafeni ptedpovédi jsou bud kvalitativni nebo
kvantitativni. Kvalitativni metody (napf. metoda Delfi) jsou zaloZeny na
nazoru expertll, a proto maji jen subjektivni charakter. Naproti tomu
metody kvantitativni vychazeji z objektivnich statistickych postup(;
pfitom se predpokladd, ze se charakter zkoumané casové tady
Vv budoucnosti neméni.

Vybér predpovédni techniky zavisi na celé fad¢ faktord, zejména na
pozadované form¢& piedpovédi, cCasovém horizontu predpovédi,
pozadované piesnosti, charakteru vstupnich dat a jejich dostupnosti.

Chyba predpovédi e, v caset je definovana vztahem
€ =Yt _Y}t (t_l)’

< < < x < < }
vnémz Y, znadi skute¢n& naméfenou hodnotu v case t a Y, (t—1)
piredpovéd’ této hodnoty pofizenou v Casovém okamziku bezprostiedné
ptedchéazejicim.
Pti posuzovani kvality ptedpovédi v dané Casové fadé je nutno vzit
v uvahu vSechny zkonstruované piedpovédi. V praxi se nejcastéji
pouzivaji nasledujici miry kvality predpovédi:
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Mira SSE

Mira MSE

Mira MAD

Mira MAPE

Mira SMAPE

Stfedni hodnota

Rozptyl (variance)

Autokovarianéni funkce

Autokorela¢ni funkce

soucet ¢tvercovych chyb SSE (Sum of Squared Errors)

SSE=Ye?,
t=1

primérna ¢tvercova chyba MSE (Mean Squared Error)
MSE = 1Zeﬁ ~Lsse
t=1

primérna absolutni odchylka MAD (Mean Absolute Deviation)
MAD = > el
N

Pramérna absolutni procentualni chyba MAPE (Mean Absolute
Percentual Error)

100 & ey
MAPE = —
n ;Yt

Srovname-li vSechny uvedené miry, zjistime, Ze miry MSE a SSE (ve
srovnani s MAD) posuzuji mnohem pftisnéji velké chyby ptredpovédi nez
chyby malé. VSechny uvedené miry kvality pfedpovédi zavisi na Skale,
v niZ jsou m&feny hodnoty {Y,}. Pii porovnavéani miry kvality pfedpovédi
pro vice ¢asovych fad je vhodné&jsi pouzit symetrickou primérnou
absolutni chybu v procentech (SMAPE) definovanou vztahem

100 & e

h & v+ ]V, (-0 2

v némz h zna¢i horizont pedpoveédi.

SMAPE =

1.5 Zakladni charakteristiky ¢asovych rad
Piedpokladejme, 7e je déna Sasova fada {Y} =V.Y,, ...Y,. Na

pocatku musime zduraznit, ze je principidlni rozdil mezi charakteristikami
teoretickymi a empirickymi (vybérovymi). Teoretické charakteristiky
jsou (z pohledu klasické teorie pravdépodobnosti) konstanty, jejichz
presnou hodnotu nezname, zatimco empirické charakteristiky jsou
nahodné veli¢iny — odhady charakteristik teoretickych.

Zakladnimi teoretickymi charakteristikami casové fady jsou:
a) stfedni hodnota 4 =E(Y,),

b) rozptyl (variance) o; =var(Y,)= [( )2}
c) autokovarian¢ni funkce Fadu k (k=0,£1, ...)
]/ = Ccov Y Yt+k E': lut t+k lut+k ):I’

d) autokorela¢ni funkce Fadu k (k=0,%1, ...)

16



_cov(Y,Y.,)

Pr =
O-t O-Hk

Uvedené vztahy se zjednodusi, omezime-li se na tzv. slabé stacionarni
fady, tj. na fady s konstantni stfedni hodnotou, konstantnim rozptylem a
autokovarian¢ni funkci, ktera zavisi pouze na hodnoté k. Pak pro uvedené
teoretické charakteristiky miizeme psat:

a) stfedni hodnota 1 =E(Y,) pro viechnat,
b) rozptyl (variance) o’ =var(Y,) = E[(Yt — ,u)z} pro viechna t,
) autokovarian¢ni funkce Fadu k (k=0,%1, ...)

Yk :COV(Yt’Yt+k): E[(Yt _'u)(YHk —ﬂ)],

d) autokorela¢ni funkce Fadu k (k =0,%1, ...)

_oov(Y.Y)
=" 7 =
o 7o
Autokovarian¢ni 1 autokorelaéni funkce jsou funkce sudé, tj.
Y« =7 Pu =P Pproto se urcuji pouze pro K=0. Graficky zaznam
zéavislosti p, na kse nazyva periodogram, pfitom plati p, =1a |p,|<1
pro k >0.

Odhady teoretickych charakteristik (empirické charakteristiky) jsou:

a) aritmeticky primér Y==>Y

b) odhad rozptylu (variance) S? =%Z(Y —\7)2 =%ZY2 -Y?

t=1 t=1
c) odhad autokovarianéni funkce (k=0,1, ...)

_Ln—k 7 7 _in—k g2
ck_n_kZ(Yt Y)(Yo -Y) = YY, -Y?
t=1

t't
n - k t=1
d) odhad autokorela¢ni funkce (k=0,1, ...)
Ck Ck
ro=—% =2k,
‘sl ¢

Vypocet odhadi (empirickych charakteristik) mé prakticky vyznam pro
n
n>50, k<7

17

Aritmeticky primér

Odhad rozptylu

Odhad autokovarianéni
funkce

Odhad autokorelacni
funkce



a s~

Kontrolni otazky

Jak se tesi problémy s kalendaiem?

Jaky je zasadni rozdil mezi sezonni a cyklickou slozkou ¢asové fady?
Jak se pocita chyba piedpoveédi?

Jaka je vyhoda miry kvality predpovédi SMAPE?

Vysvétlete rozdil mezi teoretickymi a empirickymi charakteristikami.

Koresponden¢ni tkol 1

Vyberte si libovolnou c¢asovou fadu obsahujici minimalné 50
pozorovani a spoctéte pro ni hodnoty aritmetického praméru, rozptylu,
autokovarianéni a autoregresni funkce pro k=12, ..,10. K vypoctu
pouzijte Excel nebo dostupny statisticky software (napt. NCSS,
Mathematica). Vase prace by méla mit nasledujici strukturu:

1) stru¢ny popis vybranych dat (v¢éetné piivodu),

2) hodnoty vypoctenych empirickych charakteristik,

3) interpretace vysledku.

Pojmy k zapamatovani:

e Casova fada (stochasticka, deterministickd),

e Casové body pozorovani,

e délka Casové tady,

e dekompozice ¢asové fady (aditivni, multiplikativni),

e trend,

e sezoOnni slozka,

e cyklicka sloZka,

e nahodna (rezidudlni) sloZka,

e Boxova-Jenkinsova metodologie,

e linearni faktorovy model,

o faktorova (vysvétlujici) Casova fada,

e spektralni analyza Casové fady,

e bodova predpovéd’,

e predpovédni interval,

e chyba predpovédi,

e miry kvality pfedpovédi (miry SSE, MSE, MAD, MAPE,

SMAPE),

e teoretické charakteristiky Casové tady (stfedni hodnota, rozptyl,
autokovarian¢ni funkce, autokorelacni funkce),

e empirické charakteristiky casové fady (aritmeticky pramér,
empiricky rozptyl, empiricka autokovarianéni funkce, empiricka
autokorelacni funkce)
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Shrnuti

V této kapitole zavadime pojem cCasovd ftada (realizace néjakého
nahodného procesu) a nékteré dalsi pojmy souvisejici s Casovymi fadami
(délka casové tady, chyba predpovédi, miry kvality pfedpovédi). Dale
predkladame cCtenafi struCnou charakteristiku zékladnich pfistupa
k analyze cCasovych fad (dekompozice cas. fady, Boxova-Jenkinsova
metodologie, linearni faktorové modely a spektralni analyza) a také
prehled nejuzivanéjSich teoretickych i empirickych charakteristik casové
rady.
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2 APROXIMACE TRENDU MATEMATICKYMI
FUNKCEMI

Zakladni cile této kapitoly:
e poznat zékladni klasické (neadaptivni) pfistupy k eliminaci trendové
slozky
e naucit se pocitat bodové odhady parametrii matematickych funkci,
které jsou vhodné k aproximaci trendové slozky.

Kli¢ova slova: vyrovnani vykyvii okolo trendu, metoda primérovani
cykli, metoda nejmensich c¢tvercl, konstantni funkce, linedrni funkce,
kvadraticka funkce, exponencialni funkce, modifikovana exponencialni

funkce, logisticka funkce, Gompertzova funkce, spline.

Tato kapitola je vénovéana klasickym pfistupim (ne adaptivnim)
k analyze trendu. Zabyva se predev§im problematikou aproximace
trendu vhodnymi matematickymi funkcemi. Doporucujeme Ctenafi, aby
si pfed studiem této kapitoly zopakoval princip metody nejmenSich
¢tvercli a zpusob jejiho vyuziti pro odhadovani parametra regresnich
funkci. Dale povazujeme za vhodné, aby si zakreslil pribéh
jednotlivych aproximacnich funkci pro doporucené hodnoty jejich

parametrul.

2.1 Subjektivni metody analyzy trendu

Tyto metody maji vétSinou jednoduchy graficky zéklad. Umoziuji sice
Casovou fadu vyrovnat, ale neposkytuji prostfedky pro konstrukci
ptedpovédi.

Nejjednodussi grafickd metoda (vyrovnavani dolnich a hornich
zjevnych periodickych vykyvi okolo trendu) je zaloZena na tom, Ze se
sttedy vytypovanych cyklii prolozi pokud mozno hladka ktivka. Ptiklad
takového vyrovnani je na obr. 2.1.

v

Pongékud objektivnéjsi je metoda primérovani cykli. Tato metoda
(viz obr. 2.2) se realizuje ve tiech krocich:

e nejprve se spoji lomenymi €arami vSechny horni body zvratu ¢asové
fady a také vSechny dolni body zvratu,
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e pak se pro vSechny potiebné ¢asové okamziky vynesou do grafu stfedy
vzdalenosti mezi horni a dolni lomenou ¢arou,

¢ nakonec se zakresli lomena Cara spojujici jiz zminéné stiedy.

plivadni 2asova Fada t
—  —  ——  vyrowvnand asovd fada

Obr. 2.1: Vyhlazovani hornich a dolnich vykyvu kolem trendu [8]

t

—_—  plvodni &asova fada
— — _—  vyrovnand fasova fada
— .  —— . horniadelni lomens &ara

.

Obr. 2.2: Metoda pramérovani cykli [8]

Vice podrobnosti o subjektivnich metodach je uvedeno v monografii T.
Cipry[8].

2.2 Aproximace trendu matematickymi funkcemi

Budeme ptedpokladat, Ze zkoumana ¢asova fada ma tvar

Y, =Tr +¢,.
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Typ nejvhodné€jsi matematické funkce pro danou casovou fadu se
urcuje na zakladé predbézné analyzy tady, nejCastéji pomoci grafického
zdznamu fady nebo teoretickych znalosti o prubéhu trendové slozky.
Systematicka typologie funkci vhodnych pro popis trendové slozky je
uvedena napf. v monografii J. Kozaka [18].

2.2.1 Konstantni funkce
V tomto piipad¢ ziejme plati
T, = 4,, t=12, ..,n

n . ~r
Metodou nejmensich &tvercii, tj. minimalizaci funkce S =) (Y, -, ) Metodfltnejn‘:enswh
= &tverct

dostaneme pro bodovy odhad b, parametru £, vztah

18 _
boz—Zyt =Y.
N

Predpoved’ YAT pro T >N je rovn&Z konstantni, totiz Y, = By-

2.2.2 Linearni funkce
Je-1i trend linedrni, tj.
T =B, + A, 12, ..,n,
dostaneme pro bodové odhady b, ab, pomoci metody nejmensich ¢tverct

soustavu dvou normalnich rovnic

nb, + blzn:t = Zn:Yt,
t=1 t=1
qiuqiﬁ=im.
t=1 t=1 t=1

Jeji feSeni ma tvar

Sy, -TYY,
=1 t=1

b, =

Zn:tz —nt?
t=1

pficemz t = (n +l%. Pro ptedpovédi \%T budoucich hodnot ¢asové fady

, b =Y-ht,

pak plati Y, =hb, +bT.

V ekonometrickych casovych fadach, kde body pozorovani jsou
zpravidla ekvidistantni, je vyhodné&j$i pouzit modelu

T =y, +n(t-T), t=12 ..,n

n
Vzhledem k tomu, Ze plati » (t—T)=0, soustava normalnich rovnice se
t=1

zjednodusi na tvar
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n
nc, =Y,
t=1
n

clil(t_t—)z =3 (t-T)Y,

t=1

Odtud pro bodové odhady ¢, a c, snadno dostaneme
DY -,
C = t=ln t=1
D t?—nt?
t=1

a pro predpovédi budoucich hodnot ¢asové fady YAT =C,+¢, (T-T).

, G =Y

2.2.3 Kvadraticka funkce

V ptipadé kvadratické funkce muzeme, stejné jako u funkce linearni,
pouzit dvou modelt:

Tr =By + B+ pt%, t=12,..,n nebo
= —\2
Tr=y,+7(t-T)+x(t-T), ..n

V obou téchto piipadech dostaneme soustavu tii normalnich rovnic pro
bodové odhady pfislusnych parametri. Ptedpovédi budoucich hodnot
casové fady se pak pocitaji pomoci vztahu

Y, =b, +bT +b,T2, resp.

Y, =¢y+¢ (T —F)+c,(T-T).
Poznamka. \Vzorce pro vypocet intervalovych odhada jsou uvedeny napf.
v monografii [9].

2.2.4 Exponencialni funkce
Uvazuje se dvouparametricka funkce tvaru
Tr=af', >0, >0, t=12, ..,n, (2.1)
ktery se vyznacuje tim, ze podil dvou sousednich hodnot trendu (Tr”l.l.r ),
t

stejné jako podil dvou sousednich prvnich diferenci trendu, ma konstantni
hodnotu rovnou f. Je-li pB>1 pak uvazovana funkce ziejmé

exponencialné roste, zatimco pro 0< S <1 exponencialng klesa.
Pro odhad parametri exponencidlniho trendu se nej€astéji pouziva

,obycejna“ metoda nejmensich Ctverct. Vztah (2.1) se nejprve pievede
logaritmovanim na tvar

logTr, =loge +tlog

a odhady obou parametrii se ur¢i minimalizaci vyrazu

24



n

Y (logy, —loga —tlog B).

t=1

Lepsi vysledky poskytuje metoda nejmensich vazenych ¢tverci, jejiz
podstata spoc¢iva v tom, ze se jednotlivd pozorovani opatiuji statistickymi
vahami w,, t=1,2, ..., n, a minimalizuje se vyraz

n

> w,(logy, —logr —t log )’

t=1

Statistické vahy je vhodné volit tak, aby platilo: w, = Ytz, t=12, ...,n.

2.2.5 Modifikovana exponencialni funkce

Tato funkce ve tvaru
Tr, :7/+aﬂt, a<0, 0<p<l >0, t-1,2, ..., n
je vlastné¢ zobecnénim funkce exponencidlni. Doporucuje se v téch

ptipadech, kdy podil sousednich prvnich diferenci fady je konstantni a

fada je omezena hodnotou parametru y. Ptiklad takového trendu je na obr.
2.3.

Obr. 2.3: Modifikovany exponencialni trend [8]

Pro odhad parametrii se Casto vyuziva nasledujici postup. Soubor vSech
pozorovani se (po piipadném vynechdni jednoho nebo dvou pocatecnich
pozorovani) rozdéli na tii stejné velké casti o délce m. Secteme-li
pozorovani v jednotlivych ¢astech, dostaneme
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Rustova funkce

B-1
m+1 m 1

ZzTrt zZzYt =my+ = ﬁ(_ﬂl )’
2m+1 m _1

>3y =y ﬂ(_ﬁl )

Resenim této soustavy pak spoéteme odhady viech ti parametrti

-(EE]

b-1
a=m(2m—2m),
o Zlyt—ab(bm—l)(b—l).

2.2.6 Logisticka funkce

Logisticka funkce ma tvar
Tq:ﬁ, a>1,0<f<1 y>0, t=12, ...n.
Tato funkce vykazuje inflexni bod t . =-loge/logf, je rostouci a
asymptoticky omezena hodnotou parametru y. Jeji graf (viz obr. 2.4a) ma
prabéh typicky pro tzv. S-krivky. Diulezitou charakteristikou logistické
funkce je tzv. ristova funkce (viz obr. 2.4b), kterou dostaneme

derivovanim podle Casu
dTr, In
—L =——’6Trt (y-Tr,). (2.2)
dt y
Z uvedeného vztahu je zfejmé, Ze rychlost ristu trendu je pfimo umérna
nejen dosazené urovni Tr,, ale i vzdalenosti této Grovné od hladiny 1.
Ristova funkce je navic symetricka ,,kolem* inflexniho bodu.
Pro odhad parametr logistické¢ funkce lze pouzit stejnou proceduru
jako v pripad¢é modifikovaného exponencialniho trendu, v tomto pfipad¢ se

odhadovaci procedura aplikuje na ¢asovou fadu hodnot % .
t
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Tr, A

t
T
>
a) -loga/logp t
dTr, A
dt
>
b) -loga/logp t

Obr. 2.4: Logisticky trend: a) logisticka funkce, b) riistova funkce [8]

Alternativni metoda odhadu vychazi z fady prvnich diferenci, tj. z fady

Y, Y, t=12, ..,n Jestlize ve vztahu (2.2) nahradime hodnoty

t+1

trendové slozky Tr, hodnotami skuteCnych pozorovdni Y, a pouZijeme
. ay, L ; . .
aproximace d—tthHl—Yt =A,, kde A, oznacuje fadu prvnich diferenci

puvodni ¢asové fady, dostaneme (po malé tprave)
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In
—L=—-Inpg+—— ﬂ
yt /4

Odtud uz pomoci metody nejmensich ¢tverct spocteme odhady parametri

B a y. Pro odhad zbyvajiciho parametru a pouzijeme Rhodesova vztahu

o (n+1 )nj 12'[ J

2.2.7 Gompertzova funkce

Tuto funkci dostaneme jednoduse transformaci modifikované
exponencialni funkce na tvar

InTr, =y +af', a<-1, 0<B<1 t=12, .., n
Gompertzova  funkce (viz obr. 2.5a) ma inflexi v bod¢
t,c =—log(—a)/log B, je také rostouci a asymptoticky omezena. Jeji graf
ma také podobu S-k7ivky. Prislusnd rastova funkce (viz obr. 2.5b) neni

symetricka ,,kolem* indexniho bodu, ale je kladné zeSikmena.

Odhad parametrti se provadi stejné jako u modifikované exponencialni
funkce, ovsem odhadovaci procedura se aplikuje na fadu InY,.

Tr, A

Lo

a) -log(-a)/logp
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dTr. A
dt

-+

b} —Iﬂg{‘ﬂl}ﬂﬂgﬁ

Obr. 2.5: Gompertzav trend: a) Gompertzova funkce, b) rustova funkce [8]

2.2.8 Splajnové funkce

Namisto toho, abychom se snazili popsat trend né&jaké casové tady
polynomem netimérné vysokého stupné, rozdé€lime casovou fadu na
nékolik tsekll a v kazdém z nich aproximujeme trend polynomem nizkého
stupné (napf. prvniho nebo druhého). Vyslednd funkce je pak dana
spojenim funkci z jednotlivych usekd. Pfitom pozadujeme, aby tato funkce
byla spojitd a navic dostatecné hladka, coZ znamena, aby méla také spojité
derivace az do urcitého fadu vcetné.

Priklad 2.1. Pro fadu primérnych hektarovych vynosi pSenice v USA
Vv letech 1908 az 1971 lze trend popsat nasledujicimi tfemi funkcemi(viz

[9):
Tr, =13,97, t=1 .., 25,
Tr, =13,97+0,0123(t—25)2 , t=25, ..., 54,
Tr, = 24,314+ 0,664(t ~54), t=54, ..., 64.
V bod¢é t=25 se derivace 1. tadu zleva i zprava rovnaji, zatimco v bodé

t =54 se uz jednostranné derivace 1. fadu lisi.

V tabulce 2.1 uvadime piehled testi pouzivanych v praxi pro vybér
vhodné funkce pro aproximaci trendové kiivky.
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Tab. 2.1: Testy pro vybér aproximace trendové kiivky [9]

Trendova Informativni test

funkce

Linearni Prvni diference jsou ptiblizné konstantni

Kvadraticka Druhé diference jsou pfiblizné konstantni

Exponencidlni Podily sousednich hodnot Y‘% jsou piiblizné

t

konstantni

Logisticka [ ) /( : ey ix
Podil }/ - % }/ - }/ sou piiblizné

y Yt+2 Yt+1 Yt+1 Yt ) P

konstantni

Gompertzova | podily (InY,,,—InY,,)/(InY,, —InY,) jsou ptiblizné
konstantni

Kontrolni otazky

1. Vysvétlete princip metody nejmensich ¢tverci.

2. Jaky prubéh ma exponencialni funkce pro o >07?

3. Cim se lii logisticka funkce od Gompertzovy funkce?
4. Vysvétlete princip aproximace trendu pomoci splajnti.

Koresponden¢ni ukol 2

Vyberte libovolnou ¢asovou fadu a znazornéte ji graficky. Navrhnéte
vhodnou matematickou funkci pro aproximaci trendu této fady a pokuste
se urit jeji parametry pomoci néjakého dostupného matematického
software (lineadrni, popf. nelinearni regrese). Doporucend struktura:

1) stru¢ny popis vybranych dat (véetné pivodu),
2) tvar vybrané funkce pro aproximaci trendu a zdtvodnéni vybéru,
3) interpretace hodnot vypoctenych parametru.

Pojmy k zapamatovani:

e metoda vyrovnavani dolnich a hornich vykyvi,
e metoda primérovani cykld,

e metoda nejmensich ctverct,

¢ metoda nejmensich vazenych ctvercil,

e funkce aproximujici trend:
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konstantni funkce,

linearni funkce,

kvadraticka funkce,

exponencialni funkce,
modifikovand exponencialni funkce,
logisticka funkce,

Gompertzova funkce,

o splajnové funkce,

© 0O O O 0O O O

e rustova funkce.

Shrnuti

V této kapitole se zabyvame klasickymi, tj. neadaptivnimi, pfistupy
k analyze trendové slozky. Jsou popsany funkce, které slouzi nejcastéji
k aproximaci trendu, a také metody pro odhadovani jejich parametra.
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3 METODY KLOUZAVYCH PRUMERU A
KLOUZAVYCH MEDIANU

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite principy metody klouzavych pramérta, metody klouzavych
mediant a metody adaptivnich vah,

e naucite se, jak spravné volit parametry uvedenych metod,

e osvojite si princip centrovani ekonometrickych ¢asovych fad.

Kli¢ova slova: klouzavé priméry, délka klouzavych praméra, tad
klouzavych primért, klouzavé mediany, délka klouzavych mediant,
adaptivni vahy.

V této kapitole se budeme zabyvat tfremi adaptivnimi pfistupy
k analyze trendové slozky ¢asové fady: metodé klouzavych prameéru,
metod¢ klouzavych medidanti a metodé adaptivnich vah. . Principy
téchto metod vysvétlime na konkrétnich ptikladech tak, abyste je
dokazali spravné pochopit.

3.1 Metoda klouzavych priméra

Metoda klouzavych primérii je adaptivni, coZ znamena, ze je schopna
pracovat stakovymi ¢asovymi fadami, jejichz trend podléhd casovym
zménadm. V tomto piipad€ nelze aproximovat ,.celou®“ casovou fadu
matematickou funkci (napf. polynomem) s neménnymi parametry, ale je
mozné pouzit polynomu néjakého nizkého stupné k vyrovnani kratkych
usekd fady. Vychazi se z predpokladu, Ze vychozi Casova fada je ocisténa
od sezdénnich a cyklickych fluktuaci.

3.1.1 Princip metody klouzavych praméra

Metoda klouzavych primérti je zaloZzena na vyrovnavéani kratkych
usekll ¢asové fady polynomickymi funkcemi. Ma dva parametry:
e délku klouzavych priméri a
e 1ad klouzavych priméri.

Délka klouzavych pruméri udava skuteCnou délku vyrovnavanych
useku ¢asové fady. Predpoklada se, Ze je to liché ¢islo (2m+1, meN).
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Rad klouzavych
praméri

Rad klouzavych praméri (r) reprezentuje stupefi vyrovnavaciho
polynomu.

Pii konstrukci klouzavych prumérd se postupuje takto. Nejprve
vyrovname pomoci vhodného polynomu prvnich 2m+1 ¢lentt Casové

fady, tj. Cleny Y.,Y,, ..., Y,,,, a hodnotu vyrovnavaciho polynomu

v ,prosttednim“ bod¢ (v case t=m+1) povazujeme za vyrovnanou
) Ly o s . ;
hodnotu Y, ., dané fady v tomto bod¢. Pro ziskani vyrovnané hodnoty Y, ,,

(v. Case t=m+2) provedeme tutéz operaci s hodnotami

Y,,Ys, ooy Yo, atd. MiiZeme si to predstavit tak, Zze se podél zkoumané

casové tady postupné (vzZdy o jednu hodnotu) posouvd ,,0okno* o délce
2m+1 a s hodnotami, které ,lezi“ uvnitf tohoto okna, se provede
naznacend operace. Vyrovnané hodnoty casové fady jsou pak tvofeny
linearnimi  kombinacemi hodnot pivodni fady spevné uréenymi
koeficienty. Nyni si ukdzeme postup na konkrétnim piikladu (viz [8]).

Vyrovnejme danou ¢asovou fadu metodou klouzavych praméra délky
2m+1=5 a fadu r =3.V podstaté¢ jde vzdy o vyrovnavani péti hodnot

uvazované Casové fady (Y,,., 7=-2,-10,1,2) polynomem 3. stupné.

+7?
Koeficienty vyrovnavaciho polynomu se ur¢i metodou nejmensich ¢tverci,
tj. minimalizaci vyrazu

2 2

Z (Yt+r _ﬂO _ﬂlr_ﬁzrz _ﬂ3T3) .

r=-2

Odpovidajici soustava normalnich rovnic pro odhady b,- koeficientt
Si, j=0,1,2,3 ma tvar

2 2 2 2 2

i _ j_ i+ j¥2 j+3 _
EYHTT bOET blET bZEZ' b321 =0.
r=-2 7=-2 7=-2

r=-2 r=-2

2
Vzhledem k tomu, Ze pro licha j plati obecné Z 7! =0, uvedena soustava
r=-2

se podstatné zjednodusi

2
Z Yt+r’

=2
2
:E: T\1+r’

=2

Z Y, (3.1)

5b, + 10b,

N

10b, +  34b,

100,  + 34D,

N

34b, +  130b, = > 7%,
=2
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V této fazi ndm staci jen hodnota vyrovnavaciho polynomu v bodé 7 =0,

tj. odhad b,. Resenim prvni a tfeti rovnice soustavy (3.1) dostaneme

2 2
b, = i[ﬂ > Y., -5, TZYHTJ =
35 T=-2 r=-2

= 3—15(—3\(t2 +12Y,, +17Y, +12Y,, -3Y,,,).

Odhad b, pfedstavuje soucasné vyrovnanou hodnotu ¢asové fady v Case t,

takze

v = 3_15 (=3Y,_, +12Y, , +17Y, +12Y,, —3,,,),

coz se obvykle (symbolicky) zapisuje ve tvaru

Y, =3—15(—3,12,17,12,—3)Yt.
Z uvedeného je ziejmé, ze klouzavé priméry délky 2m+1 jsou linearni
kombinace hodnot Y, .,Y, .4, - Y., Spevné urCenymi koeficienty, Tyto
koeficienty (racionalni ¢isla) se nazyvaji vahy klouzavych priméri a
jsou tabelovany (napi. v monografii [8]).

3.1.2 Vahy klouzavého pruméru
Pro véhy klouzavych primért plati nasledujici tvrzeni.
e Soucet vah klouzavého priméru je roven 1.
e Vahy jsou symetrické , kolem* prostiedni hodnoty, tj. koeficienty u
clenti Y_; aY,; pro j=12, .., m jsou shodné.
e Je-li fad r klouzavého priméru sudé ¢islo, pak klouzavé priméry radu
r ar+1 jsou identické.

3.1.3 Vyrovnani pocatec¢nich a koncovych tseki ¢asové rady
Vyrovnanim ¢asové fady, které bylo popséno v odstavci 3.1.1, ziskame
vyrovnané hodnoty pouze pro t=m+1, m+2, ..., n—m, coZ znamena, Ze

prvnich m hodnot, stejné jako poslednich m hodnot, dané fady zlstane
nevyrovnano. Proto si nyni ukdzeme, jak se ziskaji vyrovnané hodnoty na
pocatku a na konci ¢asové fady, pfitom budeme navazovat na feSeni
ptikladu z odstavce 3.1.1.

Nejprve odvodime vztahy pro vyrovnané hodnoty YAWl aYAH. Postup je

zalozen na vyrovnani poslednich péti pozorovani cCasové ftady, tj.

pozorovani Y, ,,Y, ,,Y, ,,Y, ;.Y,, pomocipolynomu 3. stupné

Y , =b +br+b,r?+h° (3.2)
n—-2+r 0 2 3
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Koncové klouzavé
prameéry

Pocateéni klouzavé
praméry

Ptedpovédni
klouzavé priméry

pro hodnoty r=1a 7r=2. Ktomu ovSem potiebujeme znat jest¢ odhady
b,,b, ab,. Resenim soustavy (3.1) dostaneme

b =253 oy, 173 r3Yt+TJ,
72 7=-2 r=-2
b, = 2 %, -2 2 Y,

2 2
b, = el 52 7, -17) 7Y, |-
72 7=-2 7=-2

Jestlize nyni dosadime za vSechny odhady do vztahu (3.2) a postupné

volime 7=1a 7 =2, ziskame pro vyrovnané hodnoty Y , a Y,

A 1
Y  =—(2,-8,12,27,2)Y__,
n-1 35( ) n-2

~ 1
Y, =—(-14,-6,4,69)Y, ,.
" 70( Yoo
Praveé uvedené vztahy se nazyvaji koncové klouzavé priméry a ptislusné
koeficienty (u jednotlivych pozorovani) jsou jejich vahy.

Analogickym postupem pouzitym na vyrovnani prvnich péti pozorovani
dostaneme pro pocateéni klouzavé priméry vztahy
» 1
Y, =—(69,4,-6,4,-1)Y,,
' 70( )Y

s 1
Y, =—(2,27,12,-8,2)Y,.
2 35( Y.

3.1.4 Predikce v ¢asové radé

Vztahu (3.2) mizeme pouzit i pro konstrukci kratkodobych predpovédi.
Polozime-li 7 =3, mizeme psat
Y..(n)= %(—4,11, ~4,-14,16)Y, ,, (3.3)

kde Y

.1(N)znaci predpoveéd hodnoty Y,,, zkonstruovanou v Gase
t=n.Uvedeny postup je pouzitelny jen pro =ziskdni kratkodobych
predpovédi. Obecné totiz plati, ze ¢im je vzdalenéjsi horizont predpovédi,
tim je jeho spolehlivost mensi. Vztah (3.3) je piikladem predpovédnich
klouzavych pruméri.

Véhy vSech typt klouzavého priméru jsou tabelovany (napf.
v monografii [8]). PovSimnéte si dale, ze soucet vah koncovych,
pocatecnich 1 prfedpovédnich klouzavych primért je také roven 1,
ovSem symetrie ,.kolem* prostfedni hodnoty je narusena.
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3.1.5 Volba parametrii metody

Parametry metody klouzavych pramért se zpravidla voli subjektivné na
zaklad¢ posouzeni charakteru experimentalnich dat s tim, ze se preferuji
vyrovnavaci polynomy co nejniz§iho fadu a délka podle pozadovaného
stupné vyhlazeni.

Délka klouzavych primérti by méla odpovidat periodé sezénnich nebo
cyklickych fluktuaci, které chceme eliminovat (vyhladit). Pokud tomu tak
neni, periodické fluktuace zistanou po vyhlazovani zachovany.

V monografii [8] se uvadi objektivni kritérium pro urCeni fadu
klouzavych priméra. Navrhované kritérium ma tvar

kde A'Y, je fada k-tych diferenci plivodni ¢asové fady. Z teorie vyplyva,
ze pro K=>r+1ptedstavuje hodnota kritéria V, odhad rozptylu bilého
Sumu. V praxi se postupné pocitaji hodnoty V,,V,, ..., dokud nezjistime, ze

tyto hodnoty zacinaji konvergovat k néjaké konstanté. Jsou-li hodnoty
V..,V

r+1" Yr+2?

... Jiz blizké této konstanté, doporucuje se vybrat klouzavé
praméry fadu r. Hodnoty V, nejsou navzajem nezavislé a nemusi zjevné

konvergovat k néjaké konstanté. V kazdém ptipadé vSak uvedeny postup
umoziuje nalézt horni hranici pro fad klouzavych priméru.

3.1.6 Jednoduché klouzavé priméry

Vypocet klouzavych primért se podstatné zjednodusi, jestlize zvolime
tzv. jednoduché klouzavé priméry. Jsou to prosté aritmetické prameéry
jednotlivych pozorovani ¢asové fady. Napt. jednoduché klouzavé priméry
délky 5 maji tvar

Y, = %(1,1,1,1,1)\4.
Je ztejmé, ze jednoduchy klouzavy pramér liché délky 2m+1 odpovida
,»obycejnému® klouzavému priméru tfadu O nebo 1 téze délky. Také

konstrukce predpovédi budoucich hodnot ¢asové fady Y., , 7 >0, pomoci

t+r?
jednoduchych klouzavych priméri liché délky je velmi snadnd, plati totiz
obecné

1

- 2m+1
pticemz v okrouhlé zavorce je pravé 2m+1 jednicek.

(L1 .. 1), .,
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Centrované
klouzavé primeéry

Vyrovnavani ¢asové fady pomoci jednoduchych klouzavych priméra
sudé¢ délky neni vhodné, protoze vyrovnand hodnota pak neodpovida
zadnému okamziku pozorovani. Ale takova situace bézn€ nastava
u ekonomickych casovych tad, kdy je ptirozené volit délku klouzavych
prumért rovnou 12 (mésic¢ni pozorovani), resp. 4 (kvartalni pozorovani).
V takovych piipadech se doporucuje pouzit tzv. centrované klouzavé
priaméry.

Uvazujme napi. ekonomickou casovou tfadu meésic¢nich pozorovani.
Aplikace jednoduchych klouzavych primért délky 12 by sice umoznila
eliminovat sezénni fluktuace fady, ale aritmeticky primér lednové az
prosincové hodnoty za urCity rok nelze pfifadit zddnému skute¢nému
okamziku pozorovani, protoze ,,padne* pravé doprostied mezi Cervnové a
cervencové pozorovani. Jestlize vSak zprimériujeme dva takové sousedni
jednoduché klouzavé priméry, které odpovidaji stfredim intervali ¢erven-
cervenec a Cervenec-srpen, pak vyslednou vyrovnanou hodnotu mizeme
prifadit cervencovému pozorovani. Takto vytvofime centrovany klouzavy
pramér délky 13 ve tvaru

1
vy Yt—6+Yt 5t '“+Yt+5)+E(Yt—5+Yt—4 "'+Yt+6)}=

:i(Yt_6+2Yt_5+2Yt_4+...+2Y +2Y, +Y,

t+4 t+5 t+6 )

Pravé uvedeny vztah umoziuje spocitat vyrovnanou cervencovou hodnotu
tak, Ze pouzijeme Unorové az prosincové pozorovani piisluSného roku

s vahami %2 a lednovéa pozorovani uvazovaného a nasledujiciho roku

s vahami o4

Analogicky se postupuje i Vv pfipadé kvartalnich pozorovani, kdy
pouzivame centrované klouzavé priméry délky 5 ve tvaru

Y- (Yo + 20 202 Y, )

3.1.7 Vliv metody na slozky ¢asové rady

Z teoretickych uvah vyplyvaji nésledujici zavéry.

e Metoda klouzavych primért by neméla mit zddny vyznamny vliv na
pribéh trendové slozky.

e Sezonni slozka (periodické fluktuace vysSich frekvenci) by méla byt
po aplikaci metody klouzavych priamérti v podstaté eliminovana,
zatimco znacny podil cyklické slozky (fluktuace nizkych frekvenci)
zustava ve vyrovnané fade.
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e Bily Sum pifestavd mit po aplikaci metody klouzavych priméri
vlastnost nekorelovanosti.

3.2 Metoda klouzavych mediani

Metoda klouzavych mediani patfi rovnéz k metodam adaptivnim,
protoze umoznuje analyzovat fady s trendovou slozkou, kterd podléha
c¢asovym zménam. Princip této metody, jakoZz i praktické zkuSenosti s jeji
aplikaci, popisuje J. W: Tukey v monografii [23].

3.2.1 Princip metody klouzavych mediant

Metoda je zalozena na vyrovnavani kratkych useka ¢asové fady pomoci
medianu. Na rozdil od metody klouzavych priméri ma pouze jediny
parametr, a to délku klouzavych mediand.

Délka klouzavych

Délka klouzavych mediani urcuje skute¢nou délku vyrovnavanych didnt
mediand

usekd Casové fady. Stejné jako v ptipadé¢ metody klouzavych primérta se
doporucuje, aby délka klouzavych mediant byla rovna vhodnému lichému
Cislu (2m+1, meN).

Postup pii konstrukci klouzavych mediani je nasledujici. Nejprve
vyrovname pomoci medidnu prvnich 2m+1 ¢lent Casové fady, tj. Cleny

Y.,Y,, ooy o4, @ hodnotu tohoto medidnu povazujeme za vyrovnanou

hodnotu .., dané fady v prostiednim bod¢ (v ¢ase t=m+1). Pro ziskani

vyrovnané hodnoty YAm+2 (v Case t=m+2) provedeme tutéz operaci, tj.

ur¢eni medianu, s hodnotami Y,,Y;, ..., Y,,,, atd. Mizeme si to ndzorné

predstavit tak, Ze se podél zkoumané ¢asové fady postupné (vzdy o jednu
hodnotu) posouva ,,0kno“ o délce 2m+1 a “z hodnot, které ,lezi* uvnitf
tohoto okna, se spocte median. Nyni si ukdZeme postup na konkrétnim
ptiklade (viz [25]).

Piiklad 3.1.Vyrovname hypotetickou casovou fadu (viz tab. 3.1,
sloupec 2) metodou klouzavych mediant délky 2m+1=3. Na prvni

N
AN

pohled je ziejmé, ze hodnoty ,,rozumné* vyhlazené fady by mély pomalu
rast od cca 5 do cca 20. Pfitom nemusime brat v uvahu odlehlou hodnotu
1304, i kdyz tato hodnota miize byt redlna, a tedy indikovat né&jakou

vyznamnou udalost.

Ve 3. sloupci tab. 3.1 jsou uvedeny hodnoty vyrovnané metodou
klouzavych mediant délky 3. V této souvislosti je vhodné zduraznit, ze
metodu klouzavych mediand je mozno aplikovat na danou ¢asovou fadu
opakovan¢. Vysledek takové opakované (tedy dvojnasobné) aplikace
metody je zaznamenan v poslednim sloupci tab. 3.1. PovSimnéte si
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skute¢nosti, ze dalsi aplikace metody klouzavych medianti na tdaje
V poslednim sloupci tabulky uz nevede k zddnym zménam.

Tab. 3.1. Vyrovnani ¢asové fady metodou klouzavych mediana délky 3

Cas | Vychozi fada | Vyrovnana fada | Dvojnasobné vyr. fada
® (Y) (Y, (Y:t )
1 4 ? ?
2 7 7 ?
3 9 7 7
4 3 4 4
5 4 4 4
6 11 11 11
7 12 12 12
8 1304 12 12
9 10 15 12
10 15 12 13
11 12 13 13
12 13 13 13
13 17 17 17
14 20 20 ?
15 24 ? ?

Metoda klouzavych mediani je ve srovnani s metodou klouzavych
pramérit podstatné jednodussi, vyrovnani dané Casové tady je mozno
provadét ,,zpaméti®, tj. bez vyuZiti nastroji vypocetni techniky. Navic
uvazovana metoda neni citlivd na odlehlé (nepfiméfen¢ vysoké nebo
nizké) hodnoty pozorovani.

3.2.2 Vyrovnavani pocatecnich a koncovych tusekii Fady

Postup popsany v piedchazejicim odstavei ndm neumoziiuje urcit
vyrovnané hodnoty na pocatku a konci zkoumané casové fady, coz je
Vv tab. 3.1 vyznaceno symbolem ,,?*. Pro stanoveni téchto vyrovnanych
hodnot doporucuje Tukey [23] dva postupy.

Prvni znich je velmi jednoduchy a spociva v prostém kopirovani
hodnot pocatecnich a koncovych pozorovani do pfislusnych hodnot
vyrovnané fady. To znamend, ze se ve tietim sloupci tab. 3.1 nahradi
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lifikaéni
nstanta

symboly ,,?* postupné hodnotami 4 (prvni vyrovnana hodnota) a 24

(posledni vyrovnand hodnota). Analogicky se postupuje i pii dopliiovani

chybéjicich vyrovnanych hodnot v poslednim sloupci uvazované tabulky.
Druhy doporuceny postup je ponékud slozitéj$i. Prvni, resp. posledni,

vyrovnana hodnota se urci jako median ze tii daji:

¢ hodnoty prvniho, resp. posledniho, pozorovani,

¢ nejblizsi vyrovnané hodnoty a

e vysledku linearni extrapolace dvou nejbliz§ich vyrovnanych hodnot na
okamzik ,lezici“ pravé o jednu casovou jednotku pied prvnim
pozorovanim, resp. za poslednim pozorovanim, zkoumané fady.

3.3 Metoda adaptivnich vah

Metoda adaptivnich vah je v podstaté zobecnénim metody klouzavych
praméru.

3.3.1 Princip metody adaptivnich vah

Podobné jako u predchéazejicich metod se vychazi z predpokladu, ze pro

zkoumanou ¢asovou fadu plati
Y, =Tr +¢,.

Predpovédi se konstruuji jako vaZzeny primér vSech minulych hodnot
Casové tady, pfitom vahy jednotlivych pozorovani se postupné adaptuji
(modifikuji) vzdy v okamziku, kdy se ptfiddva vysledek nového
pozorovani. Pro stanoveni pfedpovédi se pouziva vztah

M
Yt+1 (t) = ZVVI (t)YtJrl—i =
i1
=W, ()Y, +W, ()Y + oo + Wy Yooy
vnémZ M oznacuje délku klouzavych priméri a w, (t), i=12 .., M,
vahy jednotlivych pozorovani v ¢ase t. V okamziku, kdy mame k dispozici
nov¢ pozorovani Y,,,, se vahy adaptuji podle vzorce

W, (t+1) = w (t)+2ke,,,Y, i=12, .., M,

t+1 " t+1-i?

kde k je tzv. modifika&ni konstanta a e, =Y, —Y,,(t) pfislusna chyba

piredpovédi. Pocatecni hodnoty vah se nastavuji tak, aby platilo
w(0)=30 i=12, ..M.

Podle autord monografie [25] poskytuje tato metoda lepsi vysledky nez
metoda klouzavych prameéra.
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Kontrolni otazky

. Jaky je princip metody klouzavych priméera?

. Jaké vyznacné vlastnosti maji vahy klouzavych proméra?

. Jak se urcuji pocatecni, koncové a predpovédni klouzavé primeéry?
. Kdy se pouzivaji centrované klouzavé primeéry?

g~ W0 DN

. Jak ovlivituje metoda klouzavych primeéru jednotlivé slozky casové
fady?

6. Vysvétlete princip metody klouzavych mediani.

7. Vysvétlete princip metody adaptivnich vah.

Korespondencni ukol 3. Vyberte libovolnou c¢asovou fadu obsahujici
minimalné¢ 30 pozorovani a vyrovnejte ji metodou jednoduchych
klouzavych primérta délky 3 a metodou klouzavych mediant délky 5.

Doporucend struktura:

1. struény popis vybranych dat (véetn¢ ptivodu),

2. vyrovnané¢ hodnoty casové fady pomoci metody jednoduchych
klouzavych primérta délky 3,

3. vyrovnané hodnoty ¢asové tady pomoci metody klouzavych mediant
délky 5,

4. porovnani Gi¢innosti obou metod.

Pojmy k zapamatovani:

e metoda klouzavych primért,
délka klouzavych pramért,

rad klouzavych pramért,

vahy klouzavych priméra,
pocatecni klouzavé prumeéry,
koncové klouzavé prameéry,
ptedpovédni klouzavé praméry,
jednoduché klouzavé priméry,

0O O O 0O O O O

centrované klouzavé primeéry,
e metoda klouzavych mediant,

o délka klouzavych mediant,
e metoda adaptivnich vah,

o modifikaéni konstanta.

Shrnuti

Tato kapitola je vénovana tfem adaptivnim pfistupim Kk analyze
trendové slozky, a to metodam klouzavych pramért, klouzavych mediant
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a adaptivnich vah. Obsahuje podrobné vysvétleni zékladnich principt,
Z nichz uvedené metody vychazeji, a také navod, jak tyto metody aplikovat
Vv praxi.
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4 EXPONENCIALNI VYROVNAVANI

Po prostudovéani této kapitoly:

e pochopite princip metody exponencidlniho vyrovnavani,

e naucite se, jak optimaln¢€ volit hodnotu vyrovnéavaci konstanty,

e pochopite souvislost mezi optimalni hodnotou vyrovnavaci
konstanty a mechanismy, které generuji danou ¢asovou fadu.

Klicova slova: jednoduché exponencialni vyrovnavani, dvojité
exponencialni vyrovnavani (Brownuv algoritmus), Holtiv algoritmus,
trojité exponencidlni vyrovnavani, vyrovnavaci konstanty, vyrovnavaci
statistiky.

Tato kapitola se zabyva metodou exponencidlniho vyrovnavani, ktera
predstavuje jeden z nejuzivanéjsich piistupi k analyze trendové slozky
casové tfady. Vénujte vykladu ndleZitou pozornost, abyste pochopili
princip této metody a naucili se ji spravné vyuzivat pfi analyze
vlastnich experimentalnich dat.

4.1 Princip metody

Metoda exponencialniho vyrovnavani [7,8,9] je zalozena na aplikaci
metody vazenych nejmensich ctvercli na vSechna dostupnd pozorovani
dané Casové tfady s tim, ze vahy jednotlivych pozorovéani se smérem do

minulosti exponencialné zmensuji. Vyrovnané hodnoty Y, casové fady se

urcuji tak, aby minimalizovaly hodnotu vyrazu

o0

(Yo, -Y,) (4.1)

j=0
vnémz O oznaCuje tzv. diskontni konstantu spliujici podminku
0< 6 <1. Uvedeny vyraz ma tvar nekonecné¢ho souctu, prestoze v praxi

zndme jen koneény pocet pozorovani VY,,Y,, ..,Y,. Hypotetické

prodlouzeni ¢asové fady do minulosti ma vSak ,rozumné“ opravnéni,
umoziiuje totiz podstatné zjednodusit vzorce pro vypocet vyrovnanych
hodnot a predpoveédi.

Princip exponencidlniho vyrovnavani je po vypocetni strance velmi
jednoduchy, ma malé naroky na potiebny objem uchovavanych dat a
dovoluje snadnou konstrukei predpoveédi.
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Ve vsech variantach exponencidlniho vyrovnavani se predpoklada, ze
Vvyrovnavana ¢asova rada ma tvar
Y, =Tr, +&,.

4.2 Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Jednoduché exponencidlni vyrovnavani se pouziva v piipadé, Ze
trendova slozka dané ¢asové fady je v kratkych usecich konstantni, tj. plati

T = [
Ukolem je pfitom nalézt odhad b, parametru f,. ProtoZe jde o adaptivni
ptistup k trendové sloZce, bude tento odhad zavisly na ¢asovém okamziku,
ve kterém se provadi. Oznaéme symbolem b, (t) odhad parametru g,
zkonstruovany v Case t na zaklad¢ vSech pozorovani Y,,Y,, ..., Y,, jeZ jsou
Vv ¢ase t k dispozici. Tento odhad ziskame minimalizaci vyrazu
> (Vi ()

vzhledem k f,. Aplikace metody nejmensich ¢tverci vede k normalni

rovnici
b, (0251 - 251Yt—1
j=0 j=0
CONO o 1 oy . .
Vzhledem k tomu, ze 25 = s muzeme tuto rovnici upravit na tvar
i=0 -

b, (t):(l—é)i5th_j

Ziskany odhad b, (t)bude predstavovat nejen odhadnutou uroven trendu

A

Vv ¢ase t, ale soucasné i vyrovnanou hodnotu Y, uvaZované casové fady,

proto miZzeme psat
Y, = (1—5)25"\4_ [ =(1=0)[ Y, +8Y, +0%,+ . (4.2)
j=0

Ze vztahu (4.2) je ziejmé, ze vyrovnané hodnota fady v Case t je vazenym
sou¢tem vSech pozorovani fady az do casu t vcetné s exponencidlné
klesajicimi vahami 1-9, (1—5)5, (1—5)52, .

Vyraz (4.2) mizeme upravit na tvar
Y, =(1-5)Y, +5Y,

t-1?
ktery vlastn¢ reprezentuje rekurentni ptredpis pro vypocet vyrovnanych
hodnot analyzované ¢asové fady. Uvedeny vztah se pro praktické tcely

pfepisuje na tvar
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A

Y, =aY, +(1-a)Y., (4.3)
VvV némz o= 1 — 0 se nazyva vyrovnavaci konstanta.
Vztah (4.3) dokumentuje jiz uvedené vyhody exponencialniho
vyrovnavani (jednoduchost vypoctu vyrovnanych hodnot, nizké naroky na
objem skladovanych dat). V ¢ase t—1 staci ulozit do paméti pouze

vyrovhanou hodnotu YAt_1 a predchazejici vyrovnané hodnoty

Y, ,.Y, 5 ... Ize zapomenout.

Pro stanoveni pfedpovedi se pouziva vztahu
YrH—r (n) = Yn 1

coz znamena, ze predpovédi jsou pro vSechny hodnoty t konstantni, rovné
poslednimu pozorovani.

Abychom mohli pouzit rekurentniho vzorce (4.3), musime urcit
vyrovnanou hodnotu Y;. Pro stanoveni této hodnoty mame dvé moznosti:
1. urcime YAO jako aritmeticky primér vhodného poctu pocatecnich

pozorovani,

2. aplikujeme tzv. metodu backcasting zalozenou na extrapolaci fady
smérem do minulosti.

4.2.1 Volba vyrovnavaci konstanty

Na zakladé praktickych zkusenosti doporucuje Cipra [9] vybirat
hodnotu vyrovnavaci konstanty o zintervalu (0;0,3]. Pfitom nizka

hodnota o odpovida stavu, kdy se mechanismus generujici danou ¢asovou

fadu podstatné neméni, takZe se poslednimu pozorovani pfipisuje jen mala

vaha. Hodnoty a se upfesiiuji dvéma postupy:
. L 1 .

a) pomoci empirického vzorce « =7 kde 2m+1  oznacuje

m+
nejvhodnéjsi délku jednoduchych klouzavych primért pro vyhlazeni
dané tady,

b) pomoci simulace, jez spodiva vtom, Ze se postupné voli
a=0,01; 0,02; ...; 0,30a nakonec se vybere takova hodnota a, kterd
poskytuje nejlepsi predpovedi, tj. minimalni hodnotu kritéria SSE.

Zuvedeného je ziejmé, ze se jednoduché exponencidlni vyrovnavani

Vv pfipad¢ simula¢niho pfistupu realizuje ve dvou féazich. V prvni féazi se

uréi ,,optimalni“ hodnota vyrovnavaci konstanty, ve druhé se provede

vyrovnani ¢asové fady s optimalni hodnotou o a spoctou se predpovédi.
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Vyrovnavaci
statistiky

Ve statistickém software NCSS se jednoduché exponencialni
vyrovnavani realizuje pomoci metody Exponential Smoothing—
Horizontal.

4.3 Dvojité exponencialni vyrovnavani (Brownuv algoritmus)

Pii aplikaci metody dvojitého exponencidlniho vyrovnavéani se
predpokladé, ze trend zkoumané tady je v kratkych cCasovych usecich
linearni, tj.

=54 +At

Odhady b, (t), resp. bl(t), parametri f3,, resp. S, ur¢ime minimalizaci
vyrazu

0 N2

S (Yo, -B+B])s, 0<s<l

j=0
Metodou nejmensich ¢tverct dostaneme soustavu normalnich rovnic ve
tvaru

b, (t)—ibl(t):(l—é)i;&jYH,

1-6 44
o(o+1 © '
o, (1)~ 20 Do, (1) =107 T o,
_ <
Ukol Kk textu
| > ® 1+5)
Dokazte, ze plati: » 6'=—— =7
’ JZ;‘ -5’ JZ;‘ (1-6 Z;‘ (1 )’

Navod: platnost druhého a tietiho Vztahu dokéazete postupnym
derivovanim prvniho vztahu podle .

Pro zjednoduSeni zéapisu soustavy (4.4) se zavadéji dvé specialni
veliCiny:
a) jednoducha vyrovnavaci statistika S, definovand predpisem
S, =(1—5)Z51Yt I’
j=0
b) dvojité vyrovnavaci statistika St[Z] definovana piedpisem
sA=(1-5)>8's,_,.
j=0

Po zavedeni vyrovnavaci konstanty vztahem o =1 - 6 Ize obé vyrovnavaci
statistiky pfepsat do tvaru

S, =ay, +(1—a)S

4.5
s =as, +(1-a)sP. “9
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Pomoci téchto vyrovnavacich statistik 1ze feSeni soustavy (4.4) piepsat ve
tvaru

by (t) =25, — S,
by (1) =——(s, -s).

1-a

Pro pfedpovédi Y,,, zkonstruované v Case t zfejmé plati

Voo =y (6)+5 ()7 =(25, -5+ (5, ~57) =

artT aT - (46)
:(2+ jst —(1+—)st[2].
l-«o l-«

Polozime-li ve vztahu (4.6) =0, dostaneme pro vyrovnanou hodnotu

fady v Case t
Y, =by(t)=2S,-S7.

Pro vypocet statistik se pouzivaji rekurentni vzorce (4.5). Pocatecni
hodnoty S, s S([,Z] se obvykle uréuji ze vzorcu (4.5), vV nichz dosadime za
b,(0) ab,(0) regresni odhady parametrii pfimky prolozené poSate¢nim
usekem zkoumané ¢asové rady.

Pfi volbé hodnoty vyrovnavaci konstanty o se omezujeme na interval
(0; 0,3]. Nejvhodngjsi hodnota vyrovnavaci konstanty se uréuje podobné
jako v ptipad¢é jednoduchého exponencialniho vyrovnavani: bud’® pomoci

empirického vzorce o = 1 nebo simulaci.
m+

Ve statistickém software MCSS se dvojité exponencialni vyrovnavani
realizuje pomoci metody Exponential Smoothing — Trend (Holtova
algoritmu). Oznacime-li skute¢nou hodnotu ¢asové fady v case t jako Y,,

jeji odhadovana uroven trendu &, a smérnici linearniho trendu b,, pak se
pii vypoctech pouZzivaji rekurentni vztahy:

a =ay, +(1—0¢)(at_1 + bt—l)’

b, = 7/(8‘[ _a1—1)+(1_7)bt—1'
Pocate¢ni hodnoty a, ab, se urCuji pomoci linearni regrese z prvnich 5
pozorovani cCasové fady. Holtiv algoritmus [14] pracuje se dvéma

vyrovnavacimi konstantami: o (damping factor) a y (growth damping
factor).
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4.4 Trojité exponencialni vyrovnavani
Vychazi se z ptedpokladu, Ze trendova slozka je v kratkych ¢asovych
usecich fady popsana kvadratickym polynomem, tj.

T =y + B+ Bt

Odhady parametri, vyrovnané hodnoty i1 piedpovédi se pocitaji
analogicky jako u dvojitého exponencialniho vyrovnavani. Odvozené

vztahy jsou podstatné slozitéj$i, vystupuje vnich navic trojita
vyrovnavaci statistika definovana rekurentné jako

SP = gsl + (1-a) st

Podrobnosti jsou uvedeny v monografii R. G. Browna [7].
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Kontrolni otazky

1. Vysvétlete princip exponencialniho vyrovnavani.

2. Jaké jsou piednosti metod exponencialniho vyrovnavani?

3. Jak se urcuji optimalni hodnoty vyrovnavacich konstant?

4. Jakym zpiisobem se interpretuji hodnoty vyrovnavacich konstant?
5. K ¢emu slouzi vyrovnavaci statistiky?

Korespondenc¢ni kol 4. VVyberte libovolnou ¢asovou fadu obsahujici

minimaln¢ 30 pozorovani a aplikujte na ni metody:

a) jednoduchého exponencialniho vyrovnavani (v NCSS metoda
Exponential Smoothing — Horizontal),

b) dvojitého exponencialniho vyrovnani (v NCSS metoda Exponential
Smoothing — Trend).

Doporucena struktura:

1. struény popis vybranych dat (véetn¢ ptivodu),

2. vyrovnané hodnoty casové ftady pomoci metody jednoduchého
exponencialniho vyrovnavani,

3. vyrovnané hodnoty casové tady pomoci metody dvojitého
exponencialniho vyrovnavani,

4. porovnani G¢innosti obou metod,

5. interpretace vysledkd.

Pojmy k zapamatovani:

e jednoduché exponencialni vyrovnavani,
e dvojité exponencialni vyrovnavani,

e trojité¢ exponencialni vyrovnavani,

e vyrovnavaci konstanty,

e vyrovnavaci statistiky.

Shrnuti

Tato kapitola obsahuje podrobny vyklad principt  metod
exponencialnitho vyrovnavani se zaméfenim na jednoduché a dvojité
exponencialni vyrovnavéani. Zvlastni pozornost je pfitom veénovana
problematice volby ,,optimalni“ hodnoty vyrovnéavaci konstanty.
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5 METODY ANALYZY SEZONNI SLOZKY

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite principy klasickych 1 adaptivnich pfistupi k analyze
sezonni slozky casové tady,

e naucite se v praxi analyzovat ¢asové fady s vyznamnou sezonni
slozkou.

Kli¢ova slova: sezénni faktory, normalizace sezonnich faktoru,
elementarni pfistup k analyze sezénni slozky, regresni pfistupy, metoda
kvalitativnich proménnych, Wintersova metoda.

V této kapitole poznate principy nékterych klasickych (napf.
regresnich) a adaptivnich metod pro analyzu sezonnich vlivli na pribéh
casové tady. Doporucujeme Vam, abyste vénovali maximalni usili
pochopeni ptfedev§im Wintersovy metody, jez poskytuje v praxi
nejlepsi vysledky.

Cilem analyzy ¢asové fady s vyraznou sezoénni sloZkou mize byt:

a) separace sezOnni slozky v zajmu pochopeni sezonnich fluktuaci
zkouman¢ fady,

b) ocisténi fady od sezonnich vlivi za ucelem efektivniho studia
dlouhodobého trendu.

5.1 Sezonni faktory

Pred vlastni analyzou casové tady je tfeba rozhodnout, jaky typ
dekompozice pouzijeme. Proto budeme duasledné rozliSovat ftady
s multiplikativni a aditivni sezonni sloZkou.

Casova fada vykazuje multiplikativni sezénni slozku, jestlize je
amplituda sezonnich fluktuaci pfimo Umérna urovni trendu. Je-li vSak
amplituda sezénnich vykyvi prakticky nezavisla ne Urovni trendu, je
vhodné pracovat s aditivni sezénni slozkou. Charakteristické pribehy
multiplikativni a aditivni sezonni slozky pro ¢asovou fadu kvartalnich
méfeni jsou znazornény na obr. 5.1.
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L Hodnoty sezénni slozky Sz, se nazyvaji sezénni faktory. Jejich pocet
Sezonni faktory .
je dan poctem obdobi (sezon) L v roce (L =4 pro kvartalni pozorovani,

L =12 pro mésicni pozorovani), oznacuji se
Sz,,Sz,, ..., Sz, .

v

b)

Obr. 5.1: Charakteristicky prib¢h sezonni slozky: a) multiplikativni,
b) aditivni [8]
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Hodnoty téchto faktord se pro jednotlivé roky neméni. Pro jednoznacnost
dekompozi¢niho rozkladu se zpravidla pozaduje, aby se vliv sezonnich
faktori vramci kazdého roku celkové vykompenzoval, proto se tyto
faktory normalizuji (NOrmovani sezonnich faktori).

Multiplikativni sezonni faktory jsou bezrozmérna cisla. Pro jejich
normalizaci se pouzivaji podminky:

ZL:SZi =L nebo ﬁSzi =1.
i=1 i=1

Aditivni sezonni faktory se uddvaji ve stejnych jednotkach jako

L
hodnoty ¢asové fady. Normaliza¢ni podminka ma tvar Z Sz, =0.
i=1

5.2 Elementarni pristup k sezonni sloZce
Uvazujme tadu {Yt} 36 mésicnich pozorovani (pokryvajici tii

kalendaini roky pocinaje mésicem leden) S vyraznou multiplikativni
sezonni slozkou. Jeji analyzu provedeme v péti krocich.

1. krok. Vypocteme centrované klouzavé priméry o délce 13 pomoci
vztahu

\ft - 2_14(\(t6 +2Y,  + . H2Y +Yt+6).

Tato operace umoZzni o€istit piivodni ¢asovou fadu od sezonni slozky.
Vypoctené centrované klouzavé priméry pak odpovidaji pfiblizné soucinu
TrC,, tady Y, = TrC..

2. krok. Ur¢ime podily Y, / YAt , pro néz ziejmeé plati Y, / YAt = Sz,¢,.

3. krok. Zprimérnujeme udaje pro jednotlivé kalendaini mésice. Napt.
pro leden vypocteme aritmeticky primér pozorovani s pofadovymi Eisly
(v &asech) 1, 13 a 25. Takto ziskané hodnoty Sz, budou (pii dostate¢ném

poctu pozorovani) jen malo ovlivnény reziduélni slozkou.

12
4. krok. Pouzijeme normaliza¢ni podminku ve tvaru Sz, =12 ZSZt.
t=1

5. krok. Sezonni faktory Sz, spoctené v predchézejicim kroku mizeme
pouZit napf. ke konstrukei sezonné o¢isténé fady (Y/Sz, =Tr,).

Pozndamka. Uvedeného postupu je vyuzitelny i1 v pfipad¢ aditivni
sezonni slozky s tim rozdilem, Ze operace nasobeni a déleni nahradime
operacemi scitani a od¢itani.
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5.3 Regresni pristupy k sezonni sloZce
V tomto odstavci budeme uvazovat model
Y, =Tr,+Sz,+¢&, t=12, ..,n
Podrobna analyza modelt tohoto typu s riiznou aproximaci trendové
slozky je popsana ve skriptech [20]. Sezénni slozka Sz, se obvykle
aproximuje pomoci goniometrickych funkci sinus a kosinus s délkou

periody rovnou poctu obdobi L V roce, popt. zlomku tohoto poctu.

Za predpokladu, ze trend uvazované ¢asové tfady je linearni, mizeme
napf. uvazovat model

2t

Y, =5+ 6t+ 5, cos(z—iﬂj+ﬂssin[Tj+q.

Na prvni pohled je ziejmé, Ze jde o zobecnény linedrni regresni model,
takze odhady vSech jeho parametri se vypoctou s pouzitim metody
nejmensich ¢tverc.

V piipadé, 7e vysledny koeficient determinace R* je piili§ maly,
muzeme do modelu postupné pridavat dalsi ¢leny ve tvaru uvazovanych
goniometrickych s polovi¢ni, ¢tvrtinovou nebo jesté mensi periodou, napf.

47t . (4t
ﬂwos(T], ﬂssm(Tj,

Z takto ziskanych modelii nakonec vybereme ten, ktery vykazuje
maximalni hodnotu koeficientu determinace.

Metoda kvalitativnich Zajimava je tzv. metoda Kkvalitativnich proménnych. Vychazi se
proménnych z modelu

Y, =Tr +0,X%, + QX + .o 0 X,
kde «,,a., .., a, jsou parametry a X, X, ..., X, jsou kvalitativni
213 L 2t 1 Aat i J
proménné definované piedpisem

_[1prot=i,
| 0jinak.

it

Parametry a,,a,, ..., o, stejn€ jako parametry trendové slozky, se urcuji

metodou nejmensich ¢tvercu.

Priklad 5.1. Aplikujeme tuto metodu na c¢asovou fadu kvartalnich
pozorovani s linearné rostoucim trendem a aditivni sezénni slozkou.

>4
AN

Budeme pfitom uvazovat model

Y, =Tr +Sz, + & = S, + S+ a,X, + Xy + X, + &,
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Metodou nejmensich ¢tvercu (linearni regrese) uréime odhady parametrii

b,,b,a,,a,,8,. Aby byla splnéna normaliza¢ni podminka, spocteme

a=(a,+a,+8a,)/4. Vysledek regrese bude nésledujici:

Tr, =(b,+a)+bt; Sz, =-a; Sz,=a,-a; Sz;=a,-a; Sz,=a,-a.

4
Normalizaéni podminka je zfejm¢ splnéna: Z Sz, =a,+a,+a,—4a=0.
k=1

5.4 Wintersova metoda

Wintersova metoda [26] je v podstaté zobecnénim metody
exponencialniho vyrovnavéani stim, ze se navic adaptivné odhaduje i
sezonni slozka. Je zaloZena na ptedpokladu, ze trendova slozka uvazované
fady je v dostatecn¢ kratkych casovych intervalech linearni funkei Casu, tj.

Tn =4+ At
Jestlize odhady parametri [, B, a Sz, zkonstruované v ¢ase t oznac¢ime
by(t).by (t) aSz(t), pak a,(t)=b,(t)+b (t)t pfedstavuje arovei trendu

pro cas t.

5.4.1 Multiplikativni Wintersova metoda
V tomto piipadé se vychazi z multiplikativni dekompozice analyzované
asové fady. Necht ay(t),b(t),Sz,(t) reprezentuji postupné urovei

trendu, jeho smérnici a sezonni faktor v case t. Pak algoritmus
multiplikativni Wintersovy metody (Holtiv — Wintersiiv algoritmus)
pracuje s nasledujicimi rekurentnimi formulemi:

ao(t):amﬂl—a)[ao(t—1)+b1(t—1)],

by (t) = Bl 3y (t) -2 (t-1) ]+ (1- B)by (t-1),
Sz, (t) = y =2+ (1-y) Sz, (t-L),

3 (t)

Vv nichZ a, 3, jsou vyrovnavaci konstanty (realna isla z intervalu (0,1)

a L pocet sezdn pripadajicich na jeden rok.

Pouziti uvedenych rekurentnich vztahi ovSem piredpokladd, ze jsou
k dispozici ,,rozumné“ odhady pro a,(0),b (0), aSz(t) pro t=1-L,
2—L, ..., 0. Tyto pocatecni odhady se urcuji v podstaté dvéma postupy:
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Metoda backcasting

e pomoci empirickych vzorcu (viz napf. [8,9],

e pomoci tzv. metody zpétné extrapolace (backcasting method), ktera
jednoduse obraci smér vyvoje ¢asové fady a predpovida tedy smérem
do minulosti.

Vyrovnavaci konstanty «, 3,7 se vztahuji postupné k Grovni trendu,
jeho smérnici a sezénni slozce Casové tady. Jejich hodnoty udavaji, jak
rychle se statistick¢é vahy jednotlivych ¢lenti casové fady smérem do
minulosti zmenSuji. Pro stanoveni optimalnich hodnot vyrovnavacich
konstant se pouZivaji kritéria MSE nebo MAD.

Jakmile ur¢ime hodnoty a,(t),b;(t),Sz,(t), mizeme konstruovat (v

Case t) predpovédi pro ¢as t+7, >0, pomoci vztahu
V. (t)=[a(t)+b (t)z |Sz,, , (t+7-L).
Namisto odhadu Sz,,, (t +7) pouzivame odhad Sz,,, , (t+7—L), protoze

prvni z odhadii nemame jesté k dispozici. To znamend, ze pouzivame
nejaktualnéjsi dostupny odhad sezonni slozky.

5.4.2 Aditivni Wintersova metoda

Aditivni Wintersova metoda je zaloZena na ptfedpokladu aditivni
dekompozice Casové tady. Algoritmus této metody vyuzivd nasledujici
rekurentni formule:

ao(t)= (v, Sz, (t-L))+(1-« [ao (t-1)+b, (t-1)],
ﬁ[a o (t=1)]+(1-B)b (t-1),
SZt( )=y(yt—ao( ))+(1—7)Szt_L( -L),

ve kterych maji vSechny pouZité symboly stejny vyznam jako u metody
multiplikativni.

Ptedpovédi pro ¢as t+7, 7 >0, maji tvar
V... =[a,(t)+b (t)r ]+Sz,,  (t+7-L).

Je ziejmé, Ze popsané varianty Wintersovy metody se navzajem lisi jen
typem dekompozice ¢asové fady.
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Kontrolni otazky

. Jak rozlisite multiplikativni a aditivni sezonni slozku?

. Jak urcite pocet sezonnich faktora?

. Proc¢ se obvykle provadi normalizace sezonnich faktora?
. Vysvétlete princip metody kvalitativnich proménnych.

. Jaky je princip Wintersovy metody?

o Ol B W DN

. Cim se 1i§i multiplikativni Wintersova metoda od jeji aditivni varianty?

Korespondenéni tikol 5. Vyberte libovolnou ¢asovou fadu obsahujici
minimalné 30 pozorovani a aplikujte na ni: metody:

) multiplikativni Wintersovu metodu,

d) aditivni Wintersovu metodu.

V obou ptipadech jde o metodu Expo Smoothing — Seasonal.

Doporucena struktura:

1. struény popis vybranych dat (véetn¢ ptivodu),

2. vyrovnané hodnoty casové fady pomoci multiplikativni Wintersovy
metody,

3. vyrovnané hodnoty ¢asové fady pomoci aditivni Wintersovy metody,

4. porovnani obou variant Wintersovy metody,

S.interpretace vysledka.

Pojmy k zapamatovani:

sezonni faktory,

e normalizace sezonnich faktoru,

elementarni pfistup k sezonni slozce,

e regresni piistup k sezénni slozce,

metoda kvalitativnich proménnych,
Wintersova metoda,
metoda backcasting (zp€tné extrapolace).

Shrnuti

Tato kapitola se zabyva problémem, jak zpracovavat v ¢asovych fadach
sezonni slozku. Zavadi se v ni pojem sezénnich faktorti a prezentuji se
zpusoby jejich normalizace. Podstatna Cast kapitoly je vénovana popisu
zékladnich pfistupti k sezonni slozce (elementarniho piistupu, regresnich
piistupi a Wintersovy metody), a to jak v pfipadé¢ multiplikativni, tak 1
aditivni dekompozice.
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6 POJMY A MATEMATICKY APARAT BOXOVY
_ JENKINSOVY METODOLOGIE

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite zakladni pojmy teorie (stacionarita, autokorelacni
funkce, parcialni autokorela¢ni funkce),

e naucite se pocitat odhady autokorelacni i1 parcialni autokorelacni
funkce,

e naucite se zjiStovat identifikacni bod teoretické autokorelaéni i
parcialni autokorelacni funkce.

Kli¢ova slova: striktni stacionarita, slaba stacionarita, autokorelaéni
funkce, Bartlettova aproximace, parcidlni autokorelacni funkce,
Quenouilleova aproximace, identifika¢ni body.

Vénujte maximalni pozornost pochopeni vsSech zdkladnich pojmi,
budeme se na né v nasledujicich kapitolach odvoldvat. Problematika
urovani identifika¢niho bodu teoretické autokorela¢ni 1 parcidlni
autokorelacni funkce hraje rozhodujici Glohu pfi identifikaci modelu
(kapitola 10).

6.1 Stacionarita ¢asové rady

V Boxové — Jenkinsové metodologii 1ze modelovat pouze stacionarni
Casové fady, resp. takové fady, které mohou byt pfevedeny na stacionarni.
Vteorii se rozliSuje dvoji stacionarita striktni a slaba. Striktni
stacionarita ptedpoklada, ze chovani ptislusného nahodného procesu, tj.
jeho rozdéleni, je invariantni vi¢i ¢asovym posuniim. Naproti tomu slaba
stacionarita je méné¢ omezujici; pozaduje se, aby pfislusny nahodny
proces mél konstantni stfedni hodnotu, konstantni rozptyl a pro kovariance
platilo

00V (Y, Y,) =00v(Y, . Yos).
a to pro libovolné h. Uvedeny vztah piedstavuje pozadavek, aby zavislost
mezi dvéma libovolnymi pozorovanimi zavisela jen na jejich cCasové
vzdalenosti a nikoli na jejich ¢asovém umisténi v fad¢. V dal§im vykladu
budeme pod pojmem ,,stacionarita* chapat slabou stacionaritu.
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Bartlettova
aproximace

6.2 Autokorela¢ni funkce (ACF)

Teoreticka autokorela¢ni funkce fadu k ( p, ), stejné jako jeji odhad r,,

byly jiz definovany v odstavci 1.5. Jeji hodnoty se oznacuji strucné jako
autokorelace fadu k. Pfipominame, Ze autokorela¢ni funkce je funkce suda,
tj. o, =p,, aproto se pfi praci s ni omezujeme pouze na hodnoty fadu
k > 0. Pfitom vzdy plati

po=1a|p|<ilprok>0.

Pribéh autokorelacni funkce je dilezitym faktorem pii vybéru
vhodného modelu pro danou casovou fadu (viz dale odstavec 10.3
vénovany identifikaci modelu). Pfitom je nutno urcit takovou hodnotu

k =k,, za kterou zacina byt teoretickd autokorela¢ni funkce nulova, nebo
zjistit, zda takova hodnota k, viubec neexistuje. Pro danou ¢asovou fadu
vSak teoretické autokorelace p, nezndme, a proto je musime odhadnout
pomoci vypoctenych hodnot r, . Pii rozhodovani o nulové hypotéze p, =0
porovndvame vypoctenou hodnotu |rk| s dvojnasobkem smeérodatné
odchylky r,, tedy s hodnotou 20(rk). Tato konkrétni volba hodnoty 2

pro multiplikativni konstantu odpovida zhruba hladin€ vyznamnosti testu
rovné 0,05. Pro stanoveni zminéné smeérodatné odchylky se pouZiva
nasledujici aproximace.

Bartlettova aproximace [9]. Je-li p, =0 pro k > k,, pak plati

ko
o(r)=~ /%[1+221rfj, k >kK,,
j=

pficemz n je délka analyzované casové fady.
Priklad 6.1. Vtabulce 6.1 jsou uvedeny odhady r, prvnich 10

autokorelaci p, hypotetické ¢asové fady o délce 119 (viz [9]). Uréime

identifikaéni bod autokorela¢ni funkce.

Tab. 6.1. Odhady autokorela¢ni funkce

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r. | 0,31 -0,06 | -0,07 | 0,10 | 0,08 | 0,02 | -0,13 | -0,12 | -0,05 | 0,02

Reseni. Nejprve budeme testovat nulovou hypotézu k, =0, tj. p =0

pro k > 0. Pak podle Bartlettovy aproximace dostaneme

o(r)=~ \/7 %19&0, 09 pro k > 0.
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Z tab. 6.1 je zfejmé, Ze I, je mnohem véEtsi nez ZG(I" v ), takze hypotézu
k, =0 na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame. Zkusme nyni testovat

hypotézu k, =1. V tomto ptipad¢ dostaneme

o(r) =\ ¥, (1+257) €010 prok >1.

Vsechny odhady r prok>1 uz vyhovuji vyslovené hypotéze, coz
znamena, ze K, =1 piedstavuje hledany identifika¢ni bod autokorela¢ni

funkce uvazované casové rady.

Je ovSem nutno zdaraznit, ze identifika¢ni bod nemusi vubec existovat.

6.3 Parcialni autokorela¢ni funkce (PACF)

Korelace mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami byvéa ¢asto zpiisobena tim,
7ze ob& ndhodné veliCiny jsou korelovany s jinymi veli¢inami. Parcialni
autokorelace udéavaji korelaci mezi Y, a Y, ocist€énou o vliv veli¢in
lezicich mezi nimi.

Teoreticka parcialni autokorela¢ni funkce fFadu Kk (parcialni
autokorelace Fadu k) p, je definovana jako parcialni korelacni

koeficient Y, a Y,,, pfi pevaych hodnotach Y,,,,Y,.,, ..., Y., Vlastnosti

této funkce jsou podrobné vylozeny v ucebnici [1].

Odvozeni vztahil pro parcialni autokorelace je pomérné jednoduché (viz

[3]). Vyjdeme z toho, ze parcialni autokorelace p,, predstavuji parcialni

regresni koeficient v autoregresi k-tého fadu

Vi = PaYia + PVio T oo TN T
kde e, je veli¢ina nekorelovana s veli¢inami Y,_;, 1< j<k.

Jestlize vynasobime tuto rovnici veli¢inou Y,_; a prejdeme ke stfednim

hodnotam, ziskdme vztah pro autokovariance ve tvaru

Vi=PaliatPalizat - Pudjx =12 ..,k

Po vydéleni této rovnice veli¢inou y, dostaneme vztah pro autokorelace

Pi = PuPiat PaPiat - PuPi 1=12, .. k.

Pro j=12, ..., k tedy plati
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PL= PaPot PPt o TGP

P2 = PaPrt PaPot - TGPk 2
M M M M

P = PiaPxa ™ PeaPrazt - TPO«Po

Odtud s pouzitim Cramerova pravidla dostaneme hledany vztah pro
parcialni autokorelace

v némz |P| znadi determinant matice P. Pfitom P, je ¢tvercova matice

(k-tého tadu) autokorelaci ve tvaru

1 P Lopy
P 1 A Lopo
P=lp. o~ 1 L ps
M M M O M

Pa P P L 1

v oowv

a P, jerovnéz ¢tvercova matice téhoz fadu, ktera ma tvar

1 apoopP Lop
P 1 a Loop
Po=l . A 1 L pf
M M M O M
Pca Pz Pes Lo

Je zteymé, ze ob& matice se liSi jen obsahem posledniho sloupce. Nyni si

ukazeme, jak souviseji hodnoty parcialnich autokotelaci p,, s hodnotami

autokorelaci p, .

1 p
—@_ Pl p-pt
Pu = |1| =P P = 1 p, = 1- 7 , atd.
pol

Je dilezité si pamatovat, ze plati p,; = p,.

Odhady r, parcidlnich  autokorelaci p, se pocitaji pomoci

nasledujicich rekurentnich vztaht
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h, =1,
k-1
fo— rk—l,jrk—j
_ j=1
e = k-1
1-> . i
j=1

pro vSechna k > 1,

kde 1y =r_,; — NG Proj=12, .., k-1,

Také u parcidlni autokorela¢ni funkce p,, je pro vybér vhodného
modelu dilezité zjistit, zda ma ¢i nema identifikacni bod, a pokud jej ma,
ur¢it jeho hodnotu k,. Pfitom se postupuje analogicky jako v ptipadé
autokorelacni funkce p,: vypoctené hodnoty |rkk| se porovnavaji
s dvojnasobkem smérodatné odchylky odhadu r,,, tj. s hodnotou 2o (ry, ).

Ke stanoveni zminéné smérodatné odchylky slouzi nasledujici aproximace.

Quenouilleova

uenouilleova aproximace (vi . [9]). Je-li =0prok >k, .
Q p (viz napt. [9]) Pk p 0 aproximace

a(rkk)z\/% k>k,.

Kontrolni otazky ‘)

potom plati

1. Vysvétlete rozdil mezi striktni a slabou stacionaritou.

2. Jak se postupuje pti hledani identifika¢niho bodu autokorela¢ni funkce?

3. Objasnéte definici parcialni autokorelac¢ni funkce fadu k.

4. Jak se postupuje pii hledani identifikaéniho bodu parciélni
autokorelacni funkce?

Korespondencni ukol 6. Vyjdéte z udaji uvedenych v tab. 6.1 a spoctéte

odhady parciélni autokorelaci r, pro k=12, ..., 5.

Pojmy k zapamatovani:
e striktni stacionarita, @

e slaba stacionarita,

e autokorela¢ni funkce fadu k (autokorelace fadu k),

¢ identifikacni bod autokorelacni funkce,

e Bartlettova aproximace,

e parcialni autokorelacni funkce fadu k (parcialni autokorelace fadu k),
e identifika¢ni bod parcialni autokorela¢ni funkce,

e Quenouilleova aproximace.
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Shrnuti

V této kapitole jsou zavedeny nékteré zakladni pojmy teorie ¢asovych
fad (striktni a slaba stacionarita, autokorelacni a parcialni autokorelacni
funkce). Zvlastni pozornost je pfitom vénovana odhadiim autokorelacni a
parcidlni autokorelacni funkce, jakoz 1 postupu pro urcovani
identifika¢niho bodu obou téchto funkci (Bartlettova a Quenouilleova
aproximace).
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7 LINEARNI MODELY STACIONARNICH
CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite podstatu linearniho procesu,

e porozumite podminkam pro jeho existenci, stacionaritu a
invertibilitu,

e poznate vlastnosti zékladnich typt linearniho procesu (proces

klouzavych souctl, autoregresni proces a smiSené proces).

Kli¢ova slova: linearni proces, bily Sum, operator zpétného posunuti
(operator zpétného posunuti), proces klouzavych souctl, autoregresni
proces, smiSeny proces.

Vyklad v této kapitole vychazi z pojmu linearniho procesu a vymezeni
podminek pro jeho existenci, stacionaritu a invertibilitu. Nasleduje
podrobnd analyzy vlastnosti tii zdkladnich typt linedrniho procesu. Bez
dikladného porozuméni této problematice nema smysl pfistupovat ke

studiu nasledujicich kapitol.

7.1 Pojem linearniho procesu
Linearni proces je definovan jako nekonecna fada
Vi =&+ Vo6, + - (7.1)
kde w, jsou ng&jaké parametry a vzajemné nekorelované slozky ¢,
reprezentuji tzv. bily Sum Snulovou stfedni hodnotou, konstantnim
rozptylem o a autokovarianéni funkci invariantni vii¢i posunuti v &ase t.
Poznamka. Pro obecny stacionarni linedrni proces je tfeba vztah (7.1)
piepsat ve tvaru
VU= +V e+ W6+
kde p znaci jeho stfedni hodnotu. V dal$im vykladu budeme pouzivat
jednodussi reprezentaci linearniho procesu ve tvaru (7.1).

Stacionarni linearni proces je tedy vyjadien jako linedrni kombinace
fady nekorelovanych stejné¢ rozdélenych nahodnych veli¢in. Takova
reprezentace se nékdy oznacuje jako Woldova reprezentace.

Pti zapisu linearniho procesu se obvykle pouzivad tzv. operator
zpétného posunuti (operator zpozdéni) B, pro néjz obecné plati

BYY, =Y, ; asamoziejmé také Ble, = ¢_;.

S pouzitim tohoto operatoru Ize vztah (7.1) zapsat ve tvaru
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M
AN

y, =¥(B)s,
pficemz
¥(B)=1+y,B+y,B* + ... =1+§1ij".
j=1

Linearni proces muze existovat pouze tehdy, kdyz nekonecna tada
nahodnych veli¢in na pravé strané vztahu (7.1) konverguje (pfednéji
konverguje podle kvadratick¢ho stfedu). Postacujici podminka pro
existenci linearniho procesu ma tedy tvar: Linearni proces existuje tehdy,

jestlize W (B) konverguje pro |B|<1, pfitom B se povazuje za oby&ejnou
Ciselnou proménnou. Tato podminka soucasné zarucuje i stacionaritu

linearniho procesu a nulovost jeho stfedni hodnoty, t;. E(Yt ) =0.

Z praktického hlediska je dulezité, aby se soucasna hodnota Y,
linearniho procesu dala vyjadfit pomoci hodnot piedchazejicich

Y. 4. Y, ,, ... asoucasné hodnoty bilého Sumu, tj. ve tvaru

Y, =mY, , +7,Y, ,+ ... +&. (7.2)
Pouzijeme-li operator zpétného posunuti, mizeme vztah (7.2) piepsat
ve tvaru
V4 ( B)Y =&

t t?

kde
7(B)=1-7B-7z,B* - ... =1—i7rj|3".
j=1

Linearni procesy, které¢ lze takto vyjadfit, se nazyvaji invertibilni.
Postacujici podminku pro invertibilitu linearniho procesu miizeme

formulovat takto: linedrni proces je invertibilni, jestlize 7Z'(B) konverguje
pro |B|<1.

Piiklad 7.1. Ur¢ime vztah mezi parametry w; az;. Vyjdeme
Z podminky

w(B)z(B)=1,
pficemz s vyrazy W(B) az(B) budeme pracovat jako s oby&ejnymi
mocninnymi fadami v proménné B. Po dosazeni za ¥(B) az(B)
dostaneme
1+(y,—m) B+ (v, —my, -7, ) B? + ... =1,

takze v, =7, v, —my, —7, =0, atd.
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Prakticky vyznam v Boxové — Jenkinsové metodologii maji specialni
linearni procesy s kone¢nym (co nejmensim poctem) poctem nenulovych
parametrii. Pfitom se parametry voli tak, aby vysledné modely vyhovovaly
podminkam pro stacionaritu a invertibilitu.

V puvodni Boxové — Jenkinsov€ metodologii se pracuje tfemi
zékladnimi typy linedrnich procesi:
e procesy klouzavych soucti — MA(Q),
e autoregresni procesy — AR(p),
e smiSené procesy — ARMA(p, q),
proménné p a g pfitom udéavaji pocet parametrui.

7.2 Proces klouzavych souctu

Proces klouzavych sou¢ti Fadu ( (oznaceni MA(Q)) je popsan
modelem

Y=g+, + .. +9%&.,=9(B)¢s,
kde

4 _
3(B)=1+> 4B’
j=1

pfedstavuje operator klouzavych soutti, 4,9, ..., ¢, parametry procesu

(redlna ¢isla) a &,,¢, 4, ..., &

+q SloZky bilého Sumu, pro néz plati:

e E(g)=0proviechnat,

o var(g)=E(g)=0°>0,

e cov(g,s)=E(ge)=0prot=s.

Procesy klouzavych soucti maji nasledujici vlastnosti:

1. Proces MA(Q) je stacionarni pro libovolné hodnoty parametru.

Diikaz. .9(8) zfejm¢ konverguje pro libovolnou volbu parametri.
Z toho vyplyva, Ze postacujici podminka pro stacionaritu procesu je
splnéna. O

2. Stiedni hodnota procesu MA(Q) je nulova, tj. EY, =0.

Diikaz. Z vlastnosti bilého Sumu bezprostiedné vyplyva

E(Yt):EHgt+qul;,9]gtjﬂ:E(gt)+qul:19jE(gtj):O. 0

3. Pro varianci (rozptyl) procesu MA(Q) plati
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var (Y, Ll + Z § j
Drikaz. S pouzitim vlastnosti bilého Sumu dostaneme

2
var(Yt):var(gt+Zq:l9]gtszE[(gﬁzq:SJguj ]=
=L =L
=E(&l )+ FE(&8,)+ .. +FE(el,)= 0

q
=o'+ 3o’ +.. + 3o’ =0" (1+Z,9j2j.

=1

4. Autokorela¢ni funkce p, procesu MA(Q) ma tvar
F+83 .+ - +8.98,

1+Zq:19j2
-1

Tato funkce ma identifikacni bod k, =q.

Pk =

Diikaz. Nejprve vyjadiime autokorelacni funkeci p, pomoci

autokovarianci ve tvaru p, =ﬁ, pfitom ovSem plati (viz vlastnost 3)
Yo
q
7, =CoV (Yt Y, )-var Z . Zavedeme oznaceni
1 prop =0,
5, = prop
0 prop=0.

Pak pro autokovarianci fadu k dostaneme (4, =1)

9 9
Yk = Ccov Y Yt+k __E|:Z‘9 |z‘9 Erike j:| Uzzzlgl‘g 5k jH "
i=0 j=0
Je ziejmé, ze COV(Y,, Y.y )= 0 pro k>g, tj. autokorela¢ni funkce ma
identifika¢ni bod k, = Q. Nenulové ¢leny ve vztahu pro y, ziskame jenom
v piipadé k— j+i=0, tj. proj =k —Ii. Proto
gq-k
%e=0"2. 9.9 =0" (9 + 9+ . +9.,9,).
i=0

Po dosazeni za y, a y, do vztahu pro autokorelacni funkci p, dostaneme

hledany vzorec.
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5. Parcidlni autokorela¢ni funkce p,, procesu MA(Q) nema identifikacni

bod, je omezena geometricky klesajici posloupnosti nebo sinusoidou
s geometricky klesajici amplitudou (viz napf. [8]).

6. Proces MA(Q) je invertibilni, jestlize vSechny nulové body polynomu
S(B) lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roving.
Diikaz. Podle definice je proces MA(Q) invertibilni, jestlize fada
7(B)=9"(B) konverguje pro vSechna |B|<1. Necht h,h,, ... h, jsou
koreny rovnice 7z(B)=0, pak lze polynom 3(B) rozloZit na soucin

kotfenovych Ciniteld

5(8)=c[1(B-h,),

j=1
kde c je konstanta. Je zfejmé, ze konvergence fady 7z(B)=97(B) pro

vSechna |B| <1 je zarucena tehdy, kdyz ‘hj‘ >1j=12, ..,q. 0

Pti praktickych aplikacich se nejcastéji vyuzivaji procesy MA(1) a
MA(2).

7.3 Autoregresni proces

Autoregresni proces Fadu p (oznaceni AR(p)) je popsan modelem

Yo=Y, +oY ,+ . +oY & (7.3)
neboli (s pouzitim operatoru zpétného posunuti)
p(B)Y, =&,
kde
¢(B)=1-pB—¢,B* - ... -¢,B°

je tzv. autoregresni operator.

Nekteré vlastnosti autoregresniho procesu uvedeme bez dikazu, a to
Vv téch ptipadech, kdy je postup dokazovani analogicky tomu, ktery jsme
pouzili v pfedchazejicim odstavci.
1. Autoregresni proces AR(p) je stacionarni, jestlize vSechny nulové body

polynomu go(B) lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roving.

2. Stiedni hodnota autoregresniho procesu AR(p) je nulovd, tj. E(Y,)=0.

3. Pro rozptyl (varianci) autoregresniho procesu AR(p) plati

2
o

1-0p =00, = - _¢pppl

var (Y, ) =
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4. Autokorelacni funkce p, autoregresniho procesu AR(p) nema
identifika¢ni bod a splituje soustavu diferenc¢nich rovnic
P = PPATPPat o PP, PrOK>0. (7.4)
Diikaz. Vyjdeme z defini¢niho vztahu (7.3). Tento vztah nasobime
postupné veli¢inami y, , pro k>0 a piejdeme ke stfednim hodnotam.

Dokazovany vztah dostaneme vydélenim takto ziskanych rovnosti

kovarianci y,. Lze ukazat, ze autokorelacni funkce procesu AR(p) je

linearni kombinaci geometrickych posloupnosti a sinusoid riznych
frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami.

5. Parcialni autokorela¢ni funkce p,, procesu AR(p) ma identifika¢ni bod

kK, = p, coz znamena, ze plati p, =0 prok > p.
6. Proces AR(p) je invertibilni pro libovolné hodnoty parametru.

V praxi se nejcastéji uplatiiuji procesy AR(1) a AR(2).

7.4 SmiSeny proces

SmiSeny proces Fadu p a g soznatenim ARMA( p,q) se definuje
modelem
Yo =aYatoY ot . oY te+3e,+9E ,+ . FE
nebo ekvivalentné s pouZitim operatoru zpétného posunuti
¢(B)Y, = 9(B)z,

kde ¢(B) je autoregresni operator a 3(B) operator klouzavych soudtd.

Vlastnosti smiSené¢ho procesu lze odvodit z vlastnosti procesit AR(p) a
MA(q).

1. Smiseny proces ARMA( p,q) je stacionarni, kdyz je stacionarni proces
AR(p).

2. Stfedni hodnota stacionarniho smiseného procesu ARMA(p,q) je

nulova.

3. Autokorela¢ni funkce p, smiSeného procesu ARMA( p,q) vyhovuje
soustavé diferen¢nich rovnic (7.4) pro k > g. Nema identifika¢ni bod a
predstavuje (po prvnich g—p hodnotach) linedrni kombinaci
klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid rtznych frekvenci
s geometricky klesajicimi amplitudami (viz napt. [9]).

4. Parcialni autokorela¢ni funkce p,, smiSené¢ho procesu ARMA(Pp,q)

neméa rovnéz identifikaéni bod a je omezena (po prvnich p-—q
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hodnotach) geometricky klesajici posloupnosti nebo sinusoidou
s geometricky klesajici amplitudou (viz napf. [8]).

5. SmiSeny proces ARMA(p,q) je invertibilni, jestlize je invertibilni
proces MA(Q).

V praxi se nejcastéji setkdvame s procesem ARMA(L,1).
Kontrolni otazky

1. Jaka je podminka existence stacionarniho linearniho procesu?

2. Kdy je linearni proces invertibilni?

3. Proc€ je diilezité, aby byl linearni proces invertibilni?

4. Formulujte zakladni vlastnosti procesit MA(Q), AR(p) a ARMA(p,q).

Koresponden¢ni tikol 7.

Pouzijte ziskanych znalosti k ur€eni zakladnich vlastnosti procesit MA(1),
AR(1) a ARMA(1,1).

Pojmy k zapamatovani:

e linearni proces,

e  bily Sum,

e  operator zpétného posunuti (operator zpozdéni),
e  existence linedrniho procesu,

e  stabilita linearniho procesu,

e invertibilita linearniho procesu,

e  proces klouzavych soucti MA(Q),
e  operator klouzavych souctd,

e autoregresni proces AR(p),

e  autoregresni operator,

e smiSeny proces ARMA(p,Q).

Shrnuti

V této kapitole je definovéan linearni proces a formulovany postacujici
podminky pro jeho existenci, slabou stacionaritu a invertibilitu. Déle jsou
vysvétleny (v ptipad€) procesu klouzavych souctl) dokazany vlastnosti
vSech tii zakladnich typi linearniho procesu vztahujici se k jejich
stacionarité, invertibilité¢, stfedni hodnot¢ a chovani autokorelac¢ni i
parcialni autokorela¢ni funkce.
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8 LINEARNI MODELY NESTACIONARNICH
CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite, jak prevadét nestacionarni casové ftady na
stacionarni,

e poznate model ndhodné prochazky RW a smiSené integrované
modely ARIMA,

e naucite se provadét diferenciaci a transformace Casovych fad

e seznamite se s modely volatility ARCH a GARCH.

Kli¢ova slova: model nahodné prochdzky, smiSeny integrovany model,
diferen¢ni operator, fad diferencovani, Boxova-Coxova transformace,
Boxova-Jenkinsova transformace, volatilita, model ARCH, model
GARCH.

V této kapitole se budeme zabyvat nestacionarnimi linedrnimi
modely Casovych fad, a to modelem ndhodné prochdzky RW a
smiSenymi integrovanymi modely ARIMA. Vénujte pozornost
postupim, které umoznuji vychozi nestacionarni ¢asovou fadu
prevést na stacionarni a také ji linearizovat. V zavérecné Casti
pojedname o tzv. modelech volatility, zejména modelech ARCH a
GARCH.

V piredchazejici kapitole jsme se zabyvali vyhradné stacionarnimi procesy.
V ekonomické praxi se vSak Casto setkdvame s cCasovymi fadami
tvofenymi  nestacionarnimi  procesy, které jsou charakterizovany

pfitomnosti vyrazného trendu.

8.1 Proces nahodné prochazky

Proces nahodné prochazky (proces RW) se popisuje modelem
Y, =Y, +&,. (8.1)

Jde zteyjmé o specialni ptipad modelu AR(1). Pomoci operatoru zpétného
posunuti jej miizeme zapsat jako

(1-B)Y, =&,

Vzhledem k tomu, Ze plati
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Yo=Y tea)ta =Y ten)taata=
l1ze model (8.1) ptepsat do tvaru
Y =Yot+& e, tE,+ o

kde Y, pfedstavuje hodnotu odpovidajiciho procesu v ¢ase t=0. Z toho

ovSem vyplyva, ze proces nadhodné prochdzky je tvofen nekonecnym
soutem ndhodnych veli¢in, jez jsou slozkami bilého Sumu. Prvni

diference tohoto procesu (Yt —Yt_l) ziejmé piedstavuje proces bilého Sumu.

Proces stakovou vlastnosti se nazyva integrovany proces 1. fadu a
oznacuje symbolicky I(1).

Ma-li proces RW v ¢ase t=0 hodnotu Y,, pak jeho stfedni hodnota
E(Yt):Y0 = 4 Je Konstantni, nezavisla na case. V piipadé Y, =0 je jeho
sttedni hodnota nulova.

Pro rozptyl procesu RW plati
var(Y )=y, =E[(§+&,+ - +&)(&+&,+ . +&)]|=tc’,  (8.2)

coz znamena, Ze je linedrni funkci ¢asu a pro t — oo roste neomezeng.

Autokovarian¢ni funkce fadu k je dana vztahem (viz napf. [10])
% =E[(% Y)Y =Yo) |ZE[ (6 + 64+ - +&) (6 +Eat - +8)]
= (t -k) o’,
takze zavisi nejen na posunuti k, ale i na Case t a s rostoucim Casem
neomezeng roste.

Ze vztahu (8.2) vyplyva, ze rozptyl vcase (t—k) je roven

var (Yt_k ) = (t -k ) o’ , pak autokorelaéni funkce

P = (t=k)/Jt(t=k) = J{t-K)/t =1-K/t

také zavisi na Case a pro t — oo pii dané hodnoté zpozdéni (K) konverguje

k jedné.

Z uvedenych vlastnosti procesu RW vyplyva, Ze ndhodna prochazka je
nestaciondrni proces, pficemz zdrojem nestacionarity je stochasticky trend.

8.2 SmiSené integrované procesy

Smisené integrované procesy (procesy ARIMA) jsou uréeny pro popis
casovych fad s ndhodnymi zménami trendu (urovné a sklonu). Vychozi
Casova fada nemusi byt stacionarni, je vSak nutné, aby byla pfevoditelna
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na stacionarni. Tento pfevod se uskuteciiuje diferencovanim vychozi
Casove fady.

SmiSeny integrovany proces ARIMA(p, d, q) se popisuje modelem
¢(B)W, =9(B)¢,
V némz
W, =A%,
W, reprezentuje ¢asovou fadu zkonstruovanou diferenciaci vychozi fady
Y,, d je Fad diferencovani a A diferen¢ni operator definovany jako
A%, =(1-B)"Y,.

Model ARIMA(p, d, q) je mozno také zapsat ve tvaru

9(B)(1-B)"Y, =9(B)s, (8.3)

Konstrukce smiSeného integrovaného modelu se realizuje ve dvou
krocich.

1. Nejprve se vychozi nestacionarni casova ftada W, prevede
diferencovanim, resp. vhodnou transformaci, na stacionarni fadu Y,.
Ptitom je tieba si uvédomit, ze diferencovanim se vychozi ¢asova fada

zkracuje.
2. Na stacionarni ¢asovou fadu se aplikuje smiseny model ARMA(p, q).

Modely ARIMA zfeymé& predstavuji ,rozumny“ kompromis pfi
zeslabovani piedpokladu o stacionarit¢ ARMA modeld.

Pokusime se vysvétlit, pro¢ se modely ARIMA nazyvaji integrovane.
Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze d =1, a tedy W, =AY,.

Opakovanym pouzitim vztahu W, = AY, dostaneme
Yt :VVt +Yt—l :VVt +Vvt—l +Yt—z :VVt +\Nt—1 + .. +\Nt—k +Yt—k—l'

Miuizeme si piedstavit, ze vliv ¢lenu Y, , , S rostouci hodnotou K postupné
slabne, takze ptvodni proces Y, dostaneme z procesu W, postupnym

sCitdnim  (integrovanim). Proto se proces ARIMA(p,1,q) nazyva
integrovanym procesem (pfesnéji integrovanym procesem 1. fadu), tj.
ARIMA(p,1,g)~ I(1). Obecné plati ARIMA(p,d,q)~I(d).

Jak stanovit hodnotu parametru d? V podstaté existuji tfi ptistupy.
1. Vizualni posouzeni stacionarity vychozi fady Y, a diferencovanych fad

A, t=12, ...
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Boxova-Jenkinsova
transformace

Boxova-Coxova
transformace

2. Studium odhadl autokorelaéni funkce r, pro fady Y, a
A%, t=12, ... Jestlize hodnoty r, klesaji pomalu (pfiblizné
linearng), pak je nutno provést dalsi diferenciaci.

3. Studium odhadt rozptylu pro fady Y, a A%,, t=1,2, .... Za optimalni
se voli takova hodnota parametru d, ktera poskytuje nejmensi odhad

rozptylu.

Na zavér se zminime jesté o transformacich casové fady. Nejcastéji se
pouziva Boxova-Jenkinsova transformace ve tvaru
A
Yt(l) _ Y, pro A #0,
logY, pro A=0.
Optimalni hodnota parametru A se urCuje graficky (viz napt.[8]). Dana
Casova tada se rozd¢€li na kratké useky (4 az 12 pozorovani) a v kazdém
Z téchto usekid se uréi aritmeticky primér hodnot pozorovani m a rozdil

mezi maximalni a minimalni hodnotou r. Sestroji se graf zavislosti r na m
(viz obr. 8.1).

A=-05 (1A4Y)

L=0 (logY,)
A=05 (Y)

h=1 (Y)

t

Obr. 8.1: Grafické stanoveni transformacni konstanty A

Pro stanoveni hodnoty A plati nasledujici pravidla.

e Je-li hodnota r prakticky konstantni, voli se 4 =1.

e Pokud hodnota r roste ptiblizn€ linearn¢ s hodnotou m, voli se A =0.
e Roste-li hodnota r rychleji nez linearng, voli se 4 <0.

e Naopak, roste-li hodnota r pomaleji nez linearné, voli se 0< A4 <1.

Vedle pravé uvedené transformace se pouziva také Boxova-Coxova
transformace definovana predpisem
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-1
t rol=0,
Yt(l) — ﬂ, p

logY, proA=0.

Uvedenych transformaci se v praxi pouziva k linearizaci casovych fad.

Piiklad 8.1. Vyjadfete podrobné smiSeny integrovany model
ARIMA(2, 1, 1).
Resent. Pro parametry modelu plati: p=2, d =1, g=1. To znamena
¢(B)=1-pB-¢,B*, 9(B)=1+9B,A=1-B.
Po dosazeni do vztahu (8.1) mame
(1-@B-¢,B?)(1-B)Y, =(1+9B)s,

S vyuzitim vlastnosti operatoru zpétného posunuti nakonec dostaneme

Y, —(1+ @)Y+ (o —0)Y o, + oY s =6 + 96

Kontrolni ukol 8.1. Vyjadiete podrobné smiSeny integrovany model
ARIMA(1, 1, 2).

8.3 Modely volatility

Standardné¢ pouzivané modely AR nebo ARMA poskytuji Spatné
vysledky pfi analyze finan¢nich ¢asovych fad. Takové fady vykazuji rizné
nelinearity, zejména silnou zavislost okamzitého rozptylu tfady na jeji
historii. Ukazalo se, Ze vhodnym néstrojem pro odstranéni téchto
problémii jsou modely volatility. Pfi jejich popisu se preferuji takové
charakteristiky, jakymi jsou podminéna stfedni hodnota a podminény
rozptyl.

V piipadé¢ jednoduchého autoregresniho modelu AR(1), popsaného
vztahemY, =Y, , +¢&,, plati pro podminéné charakteristiky nasledujici
vztahy:

E(Yt |Yt—1):§01 t-1 avar(Yt |Yt—1) =o”.

Z uvedeného vyplyva, ze podminéna stfedni hodnoty ndhodné veliiny Y,
se v ase méni, ale jeji podminény rozptyl zlistava konstantni.

Ozna¢me veskerou informaci znamou do ¢asu t—1 symbolem € ;.
Tato ,,minula®“ informace je generovana vSemi minulymi hodnotami
Sasové fady {Y.,,Y,, ..}, viemi minulymi hodnotami {&_,,&_,, ...} a

vhodnymi funkcemi téchto hodnot. V modelech volatility se pracuje
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Volatilita

Model ARCH(L)

s podminénymi charakteristikami ve tvaru vhodnych nelinearnich funkci
informace Q, ,:

Hy = E(Yt |Qt—1) =g (Qt—l)’

(8.4)
h=var (Y, |Q_,)=h(2._,), h(.)>0.

Podminény rozptyl se oznacuje jako volatilita ¢asové Fady a funkce
h(.) jako skedasticka funkce. V piipadé modelu AR(1) je h(.) funkce
homoskedasticka, pifi proménlivém podminéném rozptylu funkce
heteroskedasticka.

Modely volatility se nejcastéji zapisuji ve tvaru

Yt =16 = 4 +gt\/H: g(Qt—l)"'gt\/h(Qt—l)’

kde e, jsou nekorelované identicky rozdélené nahodné veliCiny
s podminénymi charakteristikami E(e |€Q_)=0avar(e |Q_)=h a ¢

nezéavislé identicky rozdélené veliCiny s nulovou stfedni hodnotou a
jednotkovym rozptylem. Uvazované modely jsou ur¢eny dvéma rovnicemi
(8.4), z nichz prvni se obvykle nazyva rovnice stiedni hodnoty a druha
rovnice volatility.

8.3.1 Modely ARCH

Prvnim vhodnym néstrojem pro modelovani volatility byl model ARCH
(Autoregressive Conditionally Heteroscedastic Model), ktery vytvofil a
aplikoval Engle [11] v roce 1982. Modely ARCH [3,10,13] vychazeji ze
dvou predpokladi:

e modely finan¢nich fad jsou heteroskedastické, tj. s proménnou
volatilitou,
e jejich volatilita (h) je jednoduchou kvadratickou funkci minulych

hodnot procesu {e}, tj. hodnot {e,_,.&_,, ..}
Obecny model ARCH(m) mizeme zapsat ve tvaru
Y= +en, =g+l + . toel,.
Koeficienty «,,«,, ...,a, mohou nabyvat jen takovych hodnot, aby platilo

h >0. Postacujici podminka, zarucujici kladnost volatility, ma tvar

o, >0,0, 20, ...,a, 20.

Vlastnosti ARCH modelti ukdzeme na ptikladé modelu ARCH(1), t;.
modelu
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Y, =4 +gt\/ﬁ, h =a,+a€,, a,>0,a >0.

1. Nepodmin&na stfedni hodnota veli¢in e, je nulova, tj. E(e,)=0. Model

ARCH(1) je tedy slab¢ stacionarni.
2. Pro nepodminény rozptyl veliin e, plati

% ] e ,
var(e,) = I °— zapodminky 0 < &, <1. To znamena, Ze je konstantni
e

V Case a proces {et} je nepodminéné homoskedasticky.

3(1-of
3. Pro nepodminény koeficient Spicatosti veliCin e, plati :E 3 12) >3 za

podminky 0<e¢, <13, coZz znamena, Z7e miZe byt v&i neZ
u normalniho rozdéleni.

8.3.2 Modely GARCH

Nevyhodou modeli ARCH je skutecnost, Ze Casto vyZzaduji ke
spravnému popsani volatility vysoky fdd m a Stim souvisi nutnost
odhadovat velky pocet parametri. Tuto nevyhodu odstranuji modely
GARCH (Generalized ARCH). V téchto modelech muze volatilita (tj.
podminény rozptyl) zéviset navic na minulych hodnotach podminéného
rozptylu.

Obecny model GARCH(m, s) ma tvar
Y, = H +gt\/ﬁ’ ht =a, +Zaiet2—i + Zﬁjht—jv
i=1 =1

kde & jsou nezavislé identicky rozdélené veliCiny s nulovou stfedni
hodnotou, jednotkovym rozptylem (Casto normalnim rozdélenim) a
&, B; (i =01 ...m, j=12, ...,S) jsou parametry modelu, které spliuji

max{m,s}
podminky: a, >0, ¢; >0, g, >0, (o + )<L

Nejjednodussim zastupcem modeldt GARCH je model GARCH(1,1),
ktery je mozno zapsat ve tvaru

Ytzyt+gtﬁ, h =a,+ae?,+ Bh.,, >0, >0, B >0.

Zakladni vlastnosti modelu GARCH(1,1) jsou podobné vlastnostem
modelu ARCH(1):

1. Model GARCH(1,1) je slabé& stacionarni, jestlize o + 3, <1.
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2. Pro nepodminény rozptyl veli¢in e, plati

var (e, ) = #O—ﬂ za podminky o, + f3, <1.
1 1

Rozptyl je tedy Kkonstantni vcase a proces {e} je nepodminéné
homoskedasticky.

3.Pro  nepodminény  koeficient  Spicatosti  veli€éin e plati

2

3(1-(ar+B)')

>3 za podminky 1-2¢ — (o, + f3 *>0.
1—2a12—(a1+,81)2 L@ )

Modifikace modelu GARCH jsou podrobnéji popsany v monografiich
[3,10].

Kontrolni otazky

1. Jaké jsou zédkladni vlastnosti procesu nahodné prochazky?

2. Cim se li§i proces nahodné prochazky od autoregresniho procesu
AR(1)?

3. Vysvétlete zakladni rozdil mezi procesy ARMA(p,q) a ARIMA(p,d,q).

4. Jak se uréuje tad diferencovani?

5. Jak se odhaduje parametr A pii pouziti Boxovy-Jenkinsovy
transformace?

6. Vysvétlete pojem volatilita.

Korespondencni ukol 8. Vyberte libovolnou c¢asovou fadu obsahujici

minimalné 50 pozorovani a aplikujte na ni dva vhodné modely v ramci

Boxovy-Jenkinsovy metodologie (AR, MA, ARMA nebo ARIMA).

V software NCSS vyberte metodu Box-Jenkins Method (ARIMA).

Doporucena struktura:

1. stru¢ny popis vybranych dat (véetné ptivodu),

2. vyrovnané hodnoty casové tady ziskané pouzitim obou vybranych
modeld,

3. porovnani obou modeli,

4. interpretace vysledkd.

Pojmy k zapamatovani:

model (proces) ndhodné prochazky,
e smiSeny integrovany model,

e diferencni operator,

e fad diferencovani,

e Boxova-Jenkinsova transformace,
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e Boxova-Coxova transformace,

e sezénni smiSeny integrovany model,
e sezOnni autoregresni operator,

e sezonni operator klouzavych souctu,
e sezonni diferencni operator,

e volatilita,

e modely ARCH,

e modely GARCH.

Shrnuti

V této kapitole jsou popsany model ndhodné prochizky (RW) a
smiSeny integrovany model ARIMA. Zvlastni pozornost je pfitom
vénovana diferenciaci a transformacim vychozi ¢asové tady. Zavérecna
Cast pifinaSi zakladni informace o modelech volatility pouzivanych pfi
analyze finan¢nich ¢asovych fad.
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9 LINEARNI MODELY SEZONNICH
CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

e poznate, jak analyzovat casové ftady, jejichz sezénni slozka ma
stochasticky charakter,

e pochopite souvislost mezi linedrnimi modely (AR, MA, ARMA
ARIMA) a odpovidajicimi sezonnimi modely.

Klic¢ova slova: sezoénni smiSené integrované modely, sezonni autoregresni
operator, sezonni operator klouzavych souctil, sezoénni diferencni operator,
sezonni autoregresni modely, sezonni modely klouzavych soucttll, sezonni
smiSené modely.

U ekonomickych a finan¢nich ¢asovych fad je rozumné predpokladat, ze
jejich sezénni slozka ma vyrazny stochasticky charakter. V této kapitole
pfedev§im ukazeme, jak se pro danou casovou fadu, jejiz trendova i
sezonni slozka maji stochasticky charakter, vytvareji sezéonni smiSené
integrované modely SARIMA. Pak struéné popiSeme strukturu
jednodussich sezonnich modelit SMA, SAR a SARMA (viz [3]), které jsou
V podstat¢ specidlnimi ptipady modeld SARIMA.

9.1 Sezonni smiSené integrované procesy SARIMA

Sezonni smiSené integrované procesy SARIMA slouzi k popisu
casovych fad, jejichZ trend 1 sezonni slozka maji stochasticky charakter.
Nyni si ukdzeme, jak se postupuje pii konstrukci piislusného modelu.
Pfitom budeme piedpokladat, Ze mame k dispozici fadu Y, mési¢nich
pozorovani, ktera vykazuje vyrazné sezénni vlivy s poctem sezéon L =12

v pribéhu roku.

1. Nejprve se zkonstruuje model ARIMA pro lednova méfeni ve tvaru
@(B?)A%Y, =0(B?)n, (9.1)
kde
®(B?)=1-®,B” -®,B* — ... —®,B*"
je sezonni autoregresni operator Fadu P
®(B”)=1+0,B” +©,B" + .. +©,B*°

sezonni operator klouzavych soucti radu Q a
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Model SARIMA

N
AN

A, =1-B?
D
sezonni diferenéni operator, pro n&jz plati ADY, = (1— Blz) Y,.

Model (8.2) se povazuje za ARMA model pro lednova méfeni.

2. Provede se konstrukce ARMA modell pro méfeni realizovana
v mésicich tnor az prosinec. Predpokldda se, tyto modely jsou
pfiblizné stejné jako model (9.1).

3. Néhodné slozky 7, by mély byt vzajemn¢ korelované, protoze ziejmé
existuje néjaka souvislost mezi lednovymi a Unorovymi métfenimi,
mezi Gnorovymi a bfeznovymi méfenimi atd. Pfedpoklada se tedy, ze
¢asovou fadu 7, Ize popsat ARIMA modelem ve tvaru

¢(B)A'n, =9(B)e, (9.2)
kde ¢(B), 9(B) jsou operatory zavedené vodstavci 8.1 a ¢
oznacuje bily Sum.

4. Spojenim modelt (9.1) a (9.2) dostaneme vysledny SARIMA model ve
tvaru

o(B)®(B?)A’ADY, = #(B)O(BY)s, (9.3)
Takto zkonstruovany multiplikativni sezénni smiSeny integrovany
model SARIMA se zapisuje ve tvaru
SARIMA(p,d,q)x(P, D,Q)12 .
V obecném piipadé ma takovy model tvar
SARIMA(p,d,q)x(P, D,Q)L ,

kde L oznacuje pocet sezon v daném obdobi (pocet mésicti nebo kvartalt

Vv roce, ale také pocet dnti v tydnu apod.).

Aditivni varianta sezonniho smiSeného integrovaného modelu se pouziva
jen zfidka.

Piiklad 9.1. Vyjadiete podrobné sezonni smiSeny integrovany model.
SARIMA (1,1,1)x(1,1, O)12 .
Reseni. Pro parametry plati: p=1, d=1, q=1, P=1,D=1 Q=0. To
znamena ¢(B)=1-¢B, $(B)=1+9B,A=1-B, A, =1-B"
Po dosazeni do vztahu (9.3) méme
(1-¢B)(1-®,B%)(1-B)(1-B?)Y, = (1+ 9B),
S vyuzitim vlastnosti operatoru zpétného posunuti nakonec dostaneme
Yo —(1+ @)Y+ oY, —(1+ D) Y, +(1+ 0, + O, + D, )Y, s —
(2 + 0P + Y oy — (O + 2D, )Y + PDY, o =5 +3& .
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Kontrolni ukol 9.1. Vyjadiete podrobné smiSeny integrovany model
SARIMA(l, 1, 1)>< (0,1, 1)12 .

9.2 Sezonni procesy klouzavych soucti SMA

Sezonni proces klouzavych souéta fadu Q, tj. SMA(Q), mizeme
obecné popsat modelem

Yo =6 +06 | +0,6 , + ... ¥Ou5 o
nebo pomoci operatoru B jako

Y, =(1+0,B" +0,B" + .. +0,B% )5 =0, (B" )4,

kde L znaci pocet sezon v daném obdobi. Je ziejmé, Ze model SMA(Q) je
specidlnim pfipadem modelu SARIMA, a to SARIMA(O, 0, O)x(O, 0, Q)L .
Uvazovany model je staciondrni pro libovolné hodnoty parametrii a
invertibilni v ptipadé, Ze vSechny kofeny rovnice G)Q(B)L =0 lezi vné

jednotkového kruhu v komplexni roving.

9.3 Sezénni autoregresni modely SAR

Sezénni autoregresni model fadu P, tj. SAR(P), ma v obecném
piipadé¢ tvar
Y, =DY,  +DY, , + ... +PY, , +6&.
Pomoci operatoru B jej mizeme zapsat jako
@, (B")=(1-®B" - ®,B" - .. ~®,B™)=¢,.

Uvedeny model je také specialnim piipadem modelu SARIMA, a to
SARIMA(O, O,O)x(P,O,O)L. Je invertibilni pfi libovolnych hodnotach
parametrl a stacionarni, pokud vSechny kofeny rovnice @, (B") =0 lezi

vné jednotkoveého kruhu v komplexni roving.

9.4 Sezonni smiSené modely SARMA

Uvazujeme smiSeny sezénni model SARMA (P,Q), ktery mizeme

povazovat za specialni ptipad modelu S oznacenim
SARIMA(0,0,0)x(P,0,Q), . Tento model Ize zapsat ve tvaru
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Yi= DY | + DY 5 + oo + DY o +6+0O16 | 0,8 5 + ... +OE g

S pouzitim operatoru B jej mizeme vyjadfit jako

(1-®B" -®,B" - .. - ®,B™)Y,=(1+0,B" +@,B™" + ... +0,BY )¢
neboli @, (B")Y, =0, (B" )z, Z vlastnosti modelii SMA a SAR vyplyva,
ze uvazované smisené¢ modely SARMA jsou stacionarni, jestlize vSechny

kofeny rovnice @, (B")=0 lezi vné jednotkového kruhu, a invertibilni,

pokud vSechny kofeny rovnice @Q(B)L =0 lezi také vné jednotkového

kruhu v komplexni roviné.
Kontrolni otazky

1. Pro jaké casové fady jsou vhodné sezonni modely?

2. Vysvétlete postup pti konstrukci sezénniho smiseného integrovaného
modelu SARIMA.

3. Jaky je vyznam parametru L v sezonnich modelech?

4. Jaky je principialni rozdil mezi modely SMA, SAR a SARMA na jedné
stran¢ a modely MA, AR a ARMA na stran¢ druhé?

5. Cim se li§i modely SARMA od modeltt SARIMA?

Korespondencni kol 9. Vyberte libovolnou casovou tadu, obsahujici

minimalné 50 pozorovani, s vyraznou stochastickou sezonni sloZkou a

aplikujte na ni dva vhodné sezonni modely (SARIMA). V software NCSS

pouzijte metodu Box-Jenkins Method (ARIMA).

Doporucena struktura:

1. struény popis vybranych dat (véetn¢ ptivodu),

2. vyrovnané hodnoty casové tady ziskané pouzitim obou vybranych
modelu,

3. porovnani obou modeld,

4. interpretace vysledkd.

Pojmy k zapamatovani:

e  sezOnni smiSeny integrovany model,
e  sezOnni autoregresni operator,

e  sezoOnni operator klouzavych soucti,
e  sezOnni diferencni operator,

e sezonni model klouzavych souctd,

e  sezoOnni autoregresni model,

e  sezOnni smiSeny model.
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Shrnuti

V této kapitole jsou popsany sezonni smiSené integrované modely
SARIMA a jejich specidlni piipady SMA, SAR a SARMA. Zvlastni
pozornost je pfitom vénovana postupu konstrukce modeli SARIMA.
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10 KONSTRUKCE MODELU V BOXOVE-
JENKINSOVE METODOLOGII

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite, jak se pro danou casovou fadu (ne nutné¢ stacionarni)
systematicky vytvari piislusny model,

e seznamite se podrobné s postupy pouzivanymi pii identifikaci
modelu, odhadovani parametri modelu a verifikaci navrzeného
modelu,

e pochopite vyhody a nevyhody Boxovy-Jenkinsovy metodologie.

Kli¢ova slova: identifikace modelu, centrovani casové ftady, odhad
parametri modelu, metoda nejmensich nelinedrnich ¢tvercti, podminéna
metoda nejmensich nelinedrnich ¢tvercli, nepodminénd metoda nejmensich
nelinearnich c¢tverct,, verifikace modelu, metoda pieparametrizovani
modelu, metoda odhadnutych rezidui, portmanteau test.

V této kapitole Vam piedev§im ukézeme, jak pro danou casovou fadu
systematicky ve tfech etapach (identifikace, odhad parametri a
verifikace) vytvofit pfislusSny model. Uvedeny postup je vhodny pro
vSechny dosud probrané modely. V zavéru kapitoly vyhodnotime klady a
zapory Boxovy-Jenkinsovy metodologie.

10.1 Identifikace modelu

Zakladnim ukolem identifikace je vybér typu modelu a uréeni fadu
modelu. Pti identifikaci modelu se doporucuje volit nasledujici postup.

Nejprve se potidi graficky zaznam casové fady a alesponi vizudlné se
oveii, zda je fada stacionarni.

V ptipadé, zZe sledovand ftada neni staciondrni, je nutno ji
stacionarizovat s vyuzitim diferenciace, popt. Boxovy-Jenkinsovy nebo
Boxovy-Coxovy transformace. Podrobnosti jsou uvedeny v odstavci 8.1.

Pokud je stiedni hodnota stacionarniho procesu (Casové fady) nenulova,
je tfeba fadu vycentrovat. Princip centrovani je jednoduchy — staci
nahradit fadu Y, fadou Y,-Y, kde Y piedstavuje aritmeticky primér
vSech pozorovani. Jestlize existuji pochybnosti o nenulovosti stfedni
hodnoty, doporucuje se pouzit béznych statistickych testti (napf. srovnani
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Metoda nejmensich
nelinearnich ¢tverct

aritmetického praméru Y s dvojnasobkem smérodatné odchylky tohoto
priuméru spoctené podle vzorct v tab. 12.1 monografie [8]).

Vlastni identifikace je zaloZzena na analyze odhadi autokorela¢ni
funkce r, a parcialni autokorela¢ni funkce r,,. Ve vétsing ptipadu staci

spocitat prvnich 20 hodnot obou funkci. Cilem vlastni identifikace je urcit
identifika¢ni bod Kk, téchto funkci, pokud existuje, s vyuzitim Bartlettovy,
resp. Quenouilleovy, aproximace (viz kapitola 6). Odhady r, i r, mohou
byt navzijem silné korelované, takze se doporucuje netrvat na

jednoznaéném uréeni fadu modelu, ale vyzkouset vice modeld.

Na zavér identifikacni etapy je vhodné spocCist pocéateéni odhady
parametri pomoci vzorci uvedenych napt. v tab. 12.2 monografie [8].
Tyto odhady jsou zpravidla velmi hrubé, vyuzivaji se jako vychozi
hodnoty pti odhadovani parametriit modelu v nasledujici etap¢.

Vyvojovy diagram pro identifikaci je uveden na obr. 10.1.

10.2 Odhad parametri modelu
Odhady parametrii navrzeného (jiz identifikovaného) modelu se
postupné upiestiuji pomoci specialnich iteranich postupt.
U jednoduchych modeli je mozno pouzit ,,0bycCejné“ metody
nejmensich ¢tvercl. Uvazujme napt. model AR(1) popsany vztahem
Yo=Y +é,

kde &, je slozka bilého Sumu. Minimalizaci vyrazu

n

thz = Z(Yt - (DlYt—l )2
t=1

t=1

dostaneme pro odhad parametru
=D YY, /DY
t=1 t=1
Slozka &, neni ziejmé korelovana s regresorem Y, ,, proto je odhad ¢
nestrannym odhadem parametru ¢, Lze dokazat, ze ¢, je také
konzistentnim odhadem parametru ¢,. Uvedend tvrzeni plati obecné pro
modely typu AR(p).

U slozitéjsich modeld nelze jednoduchou metodu nejmensich ctvercl
pouzit, ziskané odhady parametrii jsou obecné vychylené a nekonzistentni.
V takovém piipadé se pro odhadovani parametrd pouziva tzv. metoda
nejmensich nelinearnich ¢tverci. Ukédzeme si jeji princip na
jednoduchém ptikladu.
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Obr. 10.1: Vyvojovy diagram pro identifikaci modelu




Podminéna metoda
nejmensich
nelinearnich ¢tverct

Nepodminéna metoda
nejmensich
nelinearnich ctverct

Predpokladejme, Ze pro danou c¢asovou fadu byl v identifikacni etapé
navrzen model ARMA(L1), tj. dvouparametricky model ve tvaru
Yo=Y +&+86.,.

Hledame takové odhady parametr ¢, a 4, pro néz nabyva funkce

S(%!‘gl):igtz ((/’17191)' (10.1)

svého minima. Minimalizace souctu (8.1) se pfitom provadi pies takovy

obor parametrii ¢, a &, pro ktery je uvazovany model stacionarni a

invertibilni. Jde zfejmé o variantu klasické metody nejmensich ctverct,

Vv niz bily Sum je nelinedrni funkci parametrti. Pro uvazovany model
ARMA (1,1) totiz plati
1-¢B

& = .
" 1+9B

K vypoctu & (¢, 9) se pouziva rekurentniho vztahu

& ((Pl' ‘91) =Y -V _‘915}71(%’ ‘91)-

Abychom mohli rekurentni vypocet zahajit, musime znat pocatecni
hodnoty Y, a &, (¢,,9), jeZ jsou oviem nedostupné. V praxi se uplatiiuji
dva postupy:
1) podminéna metoda nejmensich nelinearnich ¢tverct,
2) nepodminéna metoda nejmensich nelinearnich ¢tverc.

Podminéna metoda nejmenSich nelinearnich ¢tverci je zaloZena na
tom, Ze volime Y,=0aé&(¢,9%)=0. Uvedena metoda se nazyva
,»podminénd“ proto, Ze se odhadnuté hodnoty bilého Sumu pocitaji

Vv zavislosti na pevné zvolenych pocatecnich hodnotach Y, a g, (g)l, 191)

Nepodminéna metoda nejmensich nelinearnich ¢tverci se snazi co
nejvice eliminovat zavislost na pocatecnich hodnotach, proto 1ze ocekavat,

S 24

minimalizovat soucet ¢tvercu ve tvaru

S(¢,9)= Zn:[E(gt((pl,Sl)Wl V)] (10.2)

t=—o0
kde E(g(@.9)IY,...Y,) oznatuje podminénou stfedni hodnotu
veli¢iny g, pocitanou pifi pevnych hodnotach casové fady Y,,Y,, ..., Y.
Snazime se tedy zkonstruovat odhady parametra tak, abychom

minimalizovali odhadnut¢ hodnoty bilého Sumu a pfitom vyuzili
maximaln¢ informaci, kterou mame o ¢asové fad¢ k dispozici. Podrobnosti
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o aplikaci nepodminéné metody nejmensich nelinearnich ¢tverct Ize nalézt
v monografii [8].

Vlastni hledani minima funkce S ((pl, 31) Vv oblasti pfipustnych hodnot
parametril je zalezitosti numerické matematiky. V praxi se pouzivaji
gradientovd metoda, Gaussova-Newtonova metoda a (nejCastéji)
Marquardtiv algoritmus, ktery je v podstaté kombinaci obou zminénych
metod. V piipadg, Ze funkce S(¢,9) je multimodalni (ma vice minim),
jsou pro stanoveni hodnot parametri mnohem vhodnéjsi tzv. evoluéni
algoritmy (genetické algoritmy, diferencialni evoluce a jiné), jez jsou
zalozeny na Darwinove¢ teorii pfirozené¢ho vybéru.

Zavérecnym krokem v této etapé je urceni presnosti ziskanych
odhadii parametri. Aproximativni smérodatné odchylky odhadnutych
parametrt pro vybrané modely AR, MA a ARMA jsou uvedeny v tab. 12.7
monografie [8].

Vyvojovy diagram pro odhadovani parametrii modelu je uveden na obr.
10.2.

9.3 Verifikace modelu

Cilem této etapy je potvrzeni adekvatnosti (spravnosti a pravdivosti)
navrzeného modelu. Uvedeme piehled nejcastéji pouzivanych metod pro
verifikaci modelu (viz [8]).

1) Metoda preparametrizovani modelu. Jsou-li smérodatné odchylky
odhadnutych parametra, popf. rozptylu bilého Sumu, netmérné vysoké,
doporucuje se pouzit novy model s vétSim poctem parametrti. Naopak,
Vv pripad¢, Ze se vypoctené odhady parametri vyznamné nelisi od nuly,
je tieba provést redukci poctu parametrt.

2) Metoda odhadnutych rezidui. Princip této metody ukdzeme na
jednoduchém modelu ARMA(L1). Jestlize ¢ a 4 jsou odhady

parametrit tohoto modelu, pak pod pojmem odhadnutd rezidua
rozumime veliiny

& =Y~ @Y 9.
Pro casovou fadu téchto odhadnutych rezidui spocteme odhady

autokorelatni  funkce K (£). Princip metody pak spociva
v porovnavéani hodnot (&) sdvojnasobky jejich smérodatnych
odchylek, tj. s hodnotami 25(r, (£)). Plati-li pro nékteré k vztah

6 (£)>20(r (8)),

pak je ovéfovany model neadekvatni.
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Obr. 10.2: Vyvojovy diagram pro odhadovani parametri modelu
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3) Metoda zaloZena na portmanteau testu. Jde o testovani statistické
hypotézy o adekvatnosti navrzeného modelu. Pouziva se statistického
kritéria (tzv. portmanteau statistiky) ve tvaru

Q= nZ 2 (&),

kde n je délka casové fady a K ptirozené Cislo srovnatelné s hodnotou
Jn. Pro model ARMA(p,q) ma portmanteau statistika Q

asymptoticky  rozd¢leni ;(i_p_q. Jestlize pro danou hladinu

vyznamnosti o a experimentalné uréené Q, _ plati

exp
2
Q> X4 (),
zamita se ovéfovany model jako neadekvatni na hladiné vyznamnosti

a. V soucasné dobé€ se k ovétovani adekvatnosti modelu uzivaji i jiné
(G€inngjsi) statistiky, napf.

Q' = n(n—Z)Z(rEEi)) .

k

9.4 Vyhody a nevyhody Boxova-Jenkinsova pristupu

Boxova-Jenkinsova metodologie ma ve srovnani s metodami
zaloZzenymi na dekompozici nasledujici vyhody.

1) Modely se rychle adaptuji na zmény v prubéhu casové fady, proto je
Boxova-Jenkinsova metodologie uspéSnd i1 v téch piipadech, kde
dekompozice selhava.

2) Boxuv-Jenkinsiv piistup vykazuje nejlepsi vysledky pii analyze
ekonomickych ¢asovych fad.

3) Boxuv-Jenkinsiv pfistup je systematicky, proto mize byt plné
automatizovan.

Nevyhody Boxova-Jenkinsova pfistupu spatiujeme v tom, Ze:
1) je vhodny jen pro Casové fady o délce nejméné 50 pozorovani,
2) jeho praktické aplikace jsou mnohem narocnéjsi nez aplikace
dekompozi¢nich metod,
3) vysledné modely, zejména modely s vétSim pocCtem parametrii, se
obtizné interpretuji.

Kontrolni otazky:

1. Co je podstatou identifikacni faze?

2. Jaky je postup pii identifikaci modelu?

3. Jaké metody se pouzivaji pfi odhadovani parametri modelu?

4. Cim se li§i zakladni varianty metody nejmensich nelinearnich &tvercii?
5. Jak se postupuje pfi odhadovéani parametri modelu?
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6. Vysvétlete podstatu portmanteau testu.
7. Jaké jsou vyhody a nevyhody Boxovy-Jenkinsovy metodologie ve
srovnani s metodami zaloZzenymi na dekompozici ¢asové fady?

Koresponden¢ni tkol 10. Analyzujte svyuzitim metody ARIMA
libovolnou casovou fadu obsahujici minimaln¢ 50 pozorovani a vyberte
nejvhodnéjsi model. Pii rozhodovani vezméte v tivahu také smérodatné
odchylky parametru, korela¢ni matici parametri, autokorelace rezidui a
vysledky portmanteau testu.

Doporucena struktura:

e strucny popis vybranych dat (v€etné ptivodu),

e vysledky analyzy vybrané ¢asové fady (vybrané modely),

e porovnani vybranych modelt,

¢ zdivodnéni vyberu nejvhodnéjsiho modelu.

Pojmy k zapamatovani:

e identifikace modelu,

e centrovani ¢asové fady,

¢ odhad parametrti modelu,

¢ metoda nejmensich nelinearnich ¢tverct,

¢ podminénd metoda nejmensich nelinearnich ctverci,
¢ nepodminéna metoda nejmensich nelinearnich ctverci,
o verifikace modelu,

¢ metoda pfeparametrizovani modelu,

e metoda odhadnutych rezidui,

portmanteau test.

Shrnuti

Tato kapitola je vénovana postupu pii konstrukci modelu v rdmci
Boxovy-Jenkinsovy metodologie. Jsou Vv ni popsany tii zakladni etapy
konstrukce modelu. tj. identifikace, odhad parametri a verifikace modelu.
ZavereCny Cast obsahuje stru¢ny vycet piednosti a nedostatkii Boxova-
Jenkinsova pfistupu k analyze casovych fad.
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11 VICEROZMERNE CASOVE RADY A JEJICH
CHARAKTERISTIKY

Po prostudovani této kapitoly:
e pochopite, ze vicerozmérné casové fady jsou zobecnénim
jednorozmérnych ¢asovych tad.
e poznate teoretické charakteristiky vicerozmérnych ¢asovych fad,
e naucite se pocitat hodnoty empirickych charakteristik vice-
rozmérnych casovych fad.

Kli¢ova slova: vicerozmérny ndhodny proces, vicerozmérna ¢asova fada,
slaba stacionarita, vektor stfednich hodnot, kovarianéni matice,
autokovarianCni maticova funkce, autokorelacni maticova funkce,
parcialni autokorela¢ni maticova funkce.

Vétsina charakteristik jednorozmérnych ¢asovych fad je mozno zobecnit
pro vicerozmérné fady, misto skalarnich veli¢in se vSak uvazuji veli¢iny
vektorové. Obsah této kapitoly je proto naroc¢néj$i na pochopeni.
Predpoklada se znalost zakladti maticové algebry. Zopakujte si zakladni
maticové operace, jakoz i metody konstrukce transponované a inverzni
matice.

11.1 Pojem vicerozmérné c¢asové irady

Vicerozmérné Casové fady chipeme jak zobecnéni jednorozmeérnych
casovych ftad. Pod pojmem m-rozmérné casové rFady rozumime
posloupnost chronologicky usporadanych vysledkli pozorovani m riznych
nahodnych  veli¢in, tedy m-rozmérmého  ndhodné¢ho  vektoru

Y, = (Y Yo o Y,

mt

)- Vyjdeme-li z teorie nahodnych procesii, mizeme
fici, ze m-rozmérna casova tada predstavuje konkrétni realizaci

néjakého m-rozmérného nahodného procesu.

m-rozmérnou ¢asovou Fadu je mozno definovat jako posloupnost
nahodnych vektori ve tvaru {Y (s,t)=seS,teT,SxT >R}, kde T je
casovd mnozina nabyvajici hodnot {0,1, 2, } a mnozina S reprezentuje m-

prvkovy vybérovy prostor odpovidajici m riznym slozkam casové tady.
Veli¢ina m se nazyva rozmér cCasové tfady. V dalsim vykladu budeme

vicerozmérné asové fady znacit zkracend {VY,} ={Yy,Y,, ... Y }-
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Slaba stacionarita

Vektor stfednich
hodnot

Poznamka.

Pravé uvedena definice m-rozmérné Casové fady vychazi z definice m-
rozmérného nahodného procesu uvedené v monografii [3].

Slaba stacionarita vicerozmérného cCasové ftady je definovana
analogicky jako stacionarita jednorozmémé ¢asové fady. Rikame, Ze m-
rozmérna casova fada je slab¢ stacionarni, jestlize jsou splnény nasledujici
podminky:

a) E(Y,)=p <o pro viechny hodnoty t, kde p je m-rozmémy sloupcovy

vektor stfednich hodnot jednotlivych ¢asovych tad.

b) E[(Yt —p)(Yt — u)T } =X pro vSechny hodnoty t, kde X je kovarian¢ni

matice typu mxm, na jejiz diagonale jsou rozptyly jednotlivych
casovych fad a mimo diagonalu jejich kovariance.

c) E[(Yt—p,)(YHk—u)T}:Fk pro vSechny hodnoty t, kde T, je

autokovarianéni maticova funkce fadu k (typu mxm), na jejiz
diagonale jsou autokovariance fadu K jednotlivych ¢asovych fad v Case
t pro danou hodnotu k a mimo diagonalu kovariance téchto fad, pficemz
jedna je uvazovana v Case t a druha v ¢ase t+K.

Prvni podminka znamend, Ze stfedni hodnota vSech Casovych fad je
konstantni, tj. v ase neménnd. Podobn¢ druha podminka vyjadiuje
skutec¢nost, ze rozptyly vSech Casovych tfad a také kovariance mezi vSemi
dvojicemi Casovych fad jsou konstantni. Konecné¢ tieti podminka ukazuje,
ze autokovariance jednotlivych ¢asovych fad a také kovariance mezi vSemi
dvojicemi nahodnych veli¢in riznych jednorozmérnych casovych tad
zavisi pouze na hodnoté K a nikoliv na Case t. Ztejme plati I'; = X. Navic

mezi autokovarianénimi maticovymi funkcemi plati vztah T', =T, .

11.2 Teoretické charakteristiky

Uvedeme vztahy pro teoretické charakteristiky m-rozmérné ¢asové rady
za predpokladu, Ze fada je slabé stacionarni. Takova fada mé konstantni
vektor stfednich hodnot
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a také konstantni (v ¢ase neménnou) kovarian¢ni matici X definovanou
vztahem

2

o, cov(Yy,Yy,) L cov(Yy,Yy)
| cov(Y,,Yy) o’ L cov(Y,,Yy)
- M M o) M ’
cov (Y, Yy) cov(Y,,Yy) L o
vnémz veli¢éiny o707, .., 0. reprezentuji teoretické rozptyly

jednotlivych ¢asovych tad.

Autokovarian¢ni maticova funkce Fadu k uvazované ¢asové fady se
definuje vztahem

Yk Y12k L V1m k

r — Yok Yok L Y amk
K M M O M/

7ml,k ymZ,k L 7mm,k

kde 7y =E[ (Yo =) (Yoo —245) | Pro i,j=12, .,m; k=012 ...
Na hlavni diagondle jsou postupné autokovariance jednotlivych ¢asovych
fad {Y,},{Yn}s - {Yy} a mimo diagonalu kovariance &asovych fad,

pfiCemz jedna je brana v Case t a druha v ¢ase t+Kk. Tato maticova funkce
sice nezavisi na ¢ase t, ale je samoziejmeé funkei k.

Autokorela¢ni maticova funkce Fadu k je definovana jako
p,=D’I,DY =(p;,)
pro i,j=12, .., m, kde D je diagonalni matice, v niz i-ty diagonalni
prvek predstavuje rozptyl i-té ¢asové fady, tj.
D= diag(711,o'711,01 ---'7’mm,o)-

Z toho vyplyva, ze i-ty diagonalni prvek maticové funkce p,, tj. prvek
Pix» je autokorelace asové fady {Y,}a (i,j)-ty nediagonalni prvek, tj.
prvek

ik ik

Pijk = =
; (7ii,07jj,o)% (O-izo-jz)

je vzdjemna autokorelace mezi Sasovymi fadami {Y,}a {th}. Také pro

autokorela¢ni maticovou funkci plati p, =p, .
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Parcialni
autokorela¢ni
maticova funkce

Vektor aritmetickych
primeéra

Empirické kovarian¢ni
matice

Parcialni autokorela¢ni maticova funkce Fadu k (p,, ) je zobecnénim

parcidlni autokorelani funkce definované v Casti 6.3 na vicerozmérné

Casové fady. Je definovana jako matice parametri p, vicerozmérné

autoregrese k-tého fadu
Y =PaYa P Yo T o TP Y ey,

kde vektor e, je nekorelovany s veli¢inami Y,_; proj>1. Z této rovnice

lze postupem, ktery je analogicky postupu vysvétlenému v ¢asti 6.3,
odvodit explicitni vztahy pro parcialni autokorela¢ni maticovou funkci ve
tvaru

B RN
P Z{Fk _CIAklbk}{ro _blAklbk} , kde (11.1)
r, I, L Iy, | T,
A — I, r, L FL3 _ FLZ C = |
: M M O M| ¢ M|" | M
r, r,, L T, FI I,

Specialng pro p,, dostaneme ze vztahu (11.1) p,, =',I',".

11.3 Empirické charakteristiky

V této casti ukazeme, jak se pocitaji odhady teoretickych charakteristik,
tedy empirické (vybérové) charakteristiky, pro vicerozmérné asové tady.
Pfitom predpokladame, Ze délka casové fady {Y,} je rovnan a jeji rozmér
je m. Vypoctené charakteristiky jsou samoziejmé nadhodné veli¢iny.

Odhadem vektoru stfednich hodnot je vektor aritmetickych priméri
jednotlivych €asovych fad , tj.

Yl
_ |y _ n
Y= 2 ,kdeYi:EZYn.
N
Y

Odhadem kovarian¢ni matice je empiricka kovarian¢ni matice ve
tvaru

2
Sl C12 L Clm
2
— C21 S2 L C2m
M M O M
2
le Cm2 L Sm
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Na jeji hlavni diagonale jsou empirické rozptyly s’ (i=l,2, . m)
jednotlivych ¢asovych fad, mimo diagondlu jsou empirické kovariance
Gy (i, =12, .., m) mezi jednotlivymi fadami. K jejich vypocltu se
pouzivaji vztahy
1 2 1 -
Si2 :_Z(Yit _Yi)2 :_ZYitz _Yi )

N N

1 - -

c; = EZ(Yit =Y)(Yy =Y;)-

t=1 s e r

Empiricka

Empiricka autokovarian¢ni maticova funkce radu k ma tvar autokovarian¢ni maticova
funkce
Cll,k C12,k L Clm,k
C21,k C22,k L C2m,k
M M O M |

le,k sz,k L C

C, =
mm,k

kde na diagondle jsou autokovariance jednotlivych ¢asovych fad ¢;, pro

danou hodnotu ka mimo diagonalu kovariance téchto ¢asovych fad,
ptiCemz jedna je brana v Case t a druha v ¢ase t+K. Ziejmé plati:

(YY) (Yo —Yi), 1 =12, ...im,

t
1 & A N\ s .
Cik =— (Y —Yi)(YJ.Hk—YJ.), Lj=12, ...m, i#].
n-k =
Vypocty se provadéji jen pro k > 0.
. . Empiricka autokorela¢ni
Pro empirickou autokorela¢ni funkci Fadu K plati maticové funkce

ro= D'%ckD_%,

kde D:diag(sf,sg, ...,sz) je diagonalni matice, jejiz prvky jsou

empirické rozptyly jednotlivych ¢asovych fad. Z uvedeného plyne, Ze i-ty
diagonalni prvek matice r,, tj.

_Cii,k s
hiv=— 1=L2....m
: s

je vlastn& empirickda autokorelacni funkce casové fady {Y,} a (i,j)-ty

nediagonalni prvek
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Empirickd parcialni
autokorelacni funkce

Cij .. ..
lik =—— 17 Lj=L12, ..m, i#]

(sts7)*

je empiricka vzajemna korelacni funkce mezi ¢asovymi fadami {Yn} a

{Yi}.
Odhad parcialni autokorelacni funkce (empirickou parcialni

autokorela¢ni maticovou funkci) dostaneme tak, ze do vztahu (11.1)
dosadime za autokovarianéni maticovou funkci I', jeji odhad, tj.

empirickou autokovarian¢ni funkci c, .

Poznamka. Pro analyzu vicerozmérnych casovych fad je mozno vyuzit
vSechny pristupy popsané v ¢asti 1.3. Pro vytvareni predpovédi plati to, co
bylo uvedeno v ¢asti 1.4, pro hodnoceni kvality predpovédi je nejvhodngjsi
mira SMAPE.

Kontrolni otazky

1. Jak je definovana m-rozmérna ¢asova rada?

2. Které jsou zakladni teoretické charakteristiky m-rozmérné casové fady?

3. Jak se pocitaji odhady zékladnich teoretickych charakteristik pro m-
rozmérnou ¢asovou fadu?

4. Pro¢ se mira kvality pfedpovédi SMAPE povazuje za nejvhodnéj$i?

Korespondenc¢ni tkol 11. Vyberte si né¢jakou dvourozmérnou ¢asovou
fadu (obsahujici alespont 50 pozorovani) takovou, ze sledované¢ ndhodné
veliiny spolu souviseji (napf. mira nezaméstnanosti a pocet uchazecl
0 jedno volné pracovni misto).  Spoététe pro tuto fadu vektor
aritmetickych prameért, empirickou kovarianéni matici S a empirickou
autokovarian¢ni maticovou funkci ¢, pro k=1,2,3,4 a5.

Doporucena struktura:

1. strucny popis vybranych dat (véetné ptivodu),

2. vypocet empirickych charakteristik,

3. interpretace vysledki.

Pojmy k zapamatovani:

e m-rozmérna ¢asova fada,

slaba stacionarita,

vektor stfednich hodnot,

kovarian¢ni matice,

autokovarian¢ni maticova funkce,
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autokorela¢ni maticova funkce,

e parcialni autokorela¢ni maticova funkce,

vektor aritmetickych primért,

empirickd kovarian¢ni matice,

empiricka autokorela¢ni maticova funkce,

empirickd autokorelacni maticova funkce,

empirickd parcialni autokorela¢ni maticova funkce.

Shrnuti

V této kapitole se zavadi pojem vicerozmérné casové ftady jako
zobecnéni diive zavedeného pojmu jednorozmérné Casové fady. Vyklad se
zamétuje na definice zdkladnich teoretickych charakteristik takovych fad a
vypocet ptislusnych empirickych charakteristik z experimentalnich dat.
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12 LINEARNI MODELY VICEROZMERNYCH
CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:
e pochopite podstatu vicerozmérného (vektorového) linearniho
procesu,

porozumite podminkam pro jeho slabou stacionaritu,

poznate vlastnosti zakladnich typl vicerozmérného linearniho
procesu (vicerozmérny proces klouzavych souctl, vicerozmérny
autoregresni proces, vicerozmérny smiseny proces).

pochopite zakladni nastroje ke zkoumdani kauzalnich vztahii mezi
¢asovymi fadami (Grangerova kauzalita, analyza impuls — reakce),

pochopite princip kointegrace casovych fad.

Klicova slova: vicerozmérny linearni proces, vicerozmérné autoregresni
modely, vicerozmérné modely klouzavych souctil, vicerozmérné smiSené
modely, kauzalita, odezva na impuls, kointegrace ¢asovych fad.

Ptechod od jedné dimenze k vice dimenzim znamend v podstaté pouze
vetsSi formalni a vypocetni sloZitost pfi konstrukci a analyze linearnich
modeld stacionarnich ¢asovych fad. Paralelni popis vice Casovych tad
vsak pfinasi ne¢které prvky, které maji vyhradné vicerozmérny charakter
(napt. kauzalni vztahy nebo kointegrace mezi jednotlivymi ¢asovymi

fadami).

12.1 Vicerozmérny linearni proces
Stacionarni vicerozmérny linearni proces {Yt} muze byt vyjadien jako
linearni kombinace fady nekorelovanych identicky rozdélenych ndhodnych

vektor. Takovy mM-rozmérny linearni proces je definovan jako
nekonec¢na fada

Yi=Lg +WE  +W,E, (12.1)
vniz |, je jednotkova matice typu mxm, w,, k=12, .., matice

parametri typu mxm a {¢} piedstavuje m-rozmérny proces bilého

Sumu S nulovym vektorem stiednich hodnot a autokovarian¢ni maticovou
funkei (viz [3]).
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Model VMA(q)

X, prok =0,
0 prok #0.

I, =E(gg_ )= {
Poznamky.

1. Pro obecny stacionarni vicerozmérny linearni proces je tieba vztah
(12.1) ptepsat ve tvaru

Yi—n=Lg +yE T8,

kde p oznacuje pfislusny m-rozmérny vektor stiednich hodnot. Dale
budeme pouzivat zjednoduseného zapisu ve formé (12.1).

2. Namisto vicerozmérny linedrni proces se casto pouziva nazev vektorovy
linearni proces.

Pomoci operatoru zpétného posunuti (operatoru zpozdéni) B lze vztah
(12.1) zapsat jako

Y, :\I’(B)aﬂ

pficemz
v(B)=1+> yB"
k=1

Vicerozmérny linearni proces je slab¢ stacionarni, jestlize plati

Zz//jk <o,

i=k

kde w; je (i, j)-ty prvek matice w,.

12.2 Vicerozmérné procesy klouzavych soucti

Vicerozmérny (vektorovy) proces klouzavych souéti ftadu (
(oznacovany jako VMA(Q)) miizeme popsat modelem

Y, =€ +38 , +3,8 , .. +9&,
nebo s pouzitim operatoru B jako
Y, =9,(B)s,,
kde 9,(B)= ( I,+9,B+9,B° ... +9,B* ) je polynomialni matice.

Je nutno si uvédomit, Ze pocet parametrti mize byt i pii malém fadu
modelu q velky, protoze 4,9, ...,9, jsou matice, nikoliv skalary.
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Proces VMA(Q) je stacionarni pro libovolné hodnoty parametri a
invertibilni, pokud vSechny koteny rovnice |l,+9,B+9,B* ... +9,B%=0

lezi vné jednotkového kruhu v komplexni rovin€. Jeho autokovarian¢ni
maticovou funkci je mozno vyjadiit takto

q-k
229,29, prok<q
—3 j=0 ’

k

Oprok>q
pfitom X_ je kovarian¢ni matice bilého Sumu a O je nulova matice typu
mxm.
Hodnoty parcialni autoregresni maticové funkce s rostouci hodnotou

k exponencialné klesaji (viz[3]).

12.3 Vicerozmérné autoregresni procesy

Vicerozmérny (vektorovy) autoregresni proces fadu p (oznacovany
VAR(p)) ma model

Y=Y, +0,Y ,+ .. Y, +E, (12.2)
ktery lze pomoci operatoru B zapsat jako

(Pp(B)Yt =&

Operator ¢, (B)= (Il -¢,B-9,B*— ... —(ppo) pfitom pfedstavuje
polynomialni matici.

Tento proces je invertibilni pro vSechny hodnoty parametri a
stacionarni, jestlize vSechny kotfeny rovnice

l,-¢B-¢,B°— .. —9,B°|=0 lezi wn& jednotkového kruhu
vV komplexni roving.
Autokovarian¢ni maticovou funkci procesu VAR(p) mizeme vyjadrit

jako (podle [3])

r - ol +ol ,+ ..+, prok>0
“ eIl +olh+ ..+ I, +Z prok=0

12.4 Vicerozmérné smiSené procesy

Model vicerozmérného smiseného procesu fadu p a q (VARMA(p,q))
ma tvar
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Kauzalita podle
Grangera

Y, =Y, +o,Y, , + .. +(pth7p +& +9&,+9,8 ,+ .. +8q$t7G|

nebo (s pouzitim operatoru B)
¢, (B)Y. = & (B)s.,
pricemz operatory

9,(B)=(1,-9,B-¢,B*~ ... —=¢,B)
ag,(B)=(1,+9B+9B° .. +9,B7)

Jsou polynomidlni matice. Proces VARMA(p,q) je stacionarni, jestlize
vSechny kofeny rovnice ‘Il -¢B-¢,B*— ... —(ppo‘ =0 lezi wvné
jednotkového kruhu v komplexni roving, a invertibilni, pokud se v§echny
kofeny rovnice |l,+9,B+9,B* ... +8qu‘ =0 nachdzeji vn¢ jednotkového

kruhu v komplexni roving.

12.5 Kauzalni vztahy

Jednim ze zakladnich problémit, jimz se =zabyva analyza
vicerozmérnych Casovych fad, je studium kauzalnich (pfi¢innych) vztaht
mezi jednotlivymi casovymi fadami. Kauzalita je pojem filozoficky.
Zakladni filozofické ptistupy ke kauzalité jsou vysvétleny napt. v praci
[16]. Aristoteles chape kauzalitu jako vnitini spojeni mezi pfi¢inou a
ucinkem ngjaké sily. Empirik D. Hume se domniva, ze kdyz je jeden jev
nasledovan jevem druhym a vyskyt druhého jevu po jevu prvnim je
pravidelny a mnohokrat ovéfeny, pak jev prvni je pfi¢inou a jev druhy
dasledkem. Filozofické pojeti kauzality neni pro statistiku vhodné.
V soucasnosti se pii ovéfovani kauzalni souvislosti mezi jednotlivymi
casovymi fadami pouzivaji dva zakladni ptistupy:

1. Grangerovo pojeti kauzality,
2. analyza odezvy na impuls (analyza impuls — reakce).

12.5.1 Grangerovo pojeti kauzality

Grangerova koncepce kauzality neni v souladu s filozofickym pojetim
kauzality. O kauzalité podle Grangera se mluvi v pfipadé, Ze existuje
korelovanost mezi soucasnou hodnotou jedné casové fady a minulymi
(zpozdénymi) hodnotami jinych casovych tad. Ptesngj$i definici
Grangerovy kauzality je uvedena napt. v monografii [3].

Pro testovdni kauzality jsou nejvhodnéjsi modely VAR. Struktura
modeli VAR umoziiuje pievést testovani kauzality na vySetfovani
nulovosti blokii urcitych parametri modelu VAR.
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Nejprve objasnime bézné pouzivanou terminologii (viz [9]) Vv piipadé,
7ze analyzujeme né&jakou m-rozmérnou casovou fadu, tj. sledujeme

paralelné ¢asové zmény ndhodnych veli¢in Y,,Y,, ..., Y, ..

o Jestlize zpozdéné hodnoty nahodné veli¢iny Y, vmodelu VAR
vyznamné ovliviiyji jinou nahodnou veli¢inu YJ-, pak veliCina Y,
kauzalng piisobi podle Grangera na veli¢inu Y j -

o Jestlize veli€ina Y; kauzalné pisobi podle Grangera na veli¢inu YJ-, ale
veli¢éin Y; kauzalné nepiisobi podle Grangera na veli¢inu Y;, pak
existuje jednosmérna zavislost YJ- nay,.

o Jestlize veli¢ina Y; kauzaln¢ pusobi podle Grangera na veli¢inu Y; a
také veli¢ina Y; kauzalné piisobi podle Grangera na veli¢inu Y;, pak
mezi veli¢inami Y; a Y; existuje zpétna vazba.

o Jestlize velicina Y; kauzaln€ nepisobi podle Grangera na velicinu a
také veliCina Y]- kauzaln¢ neplsobi podle Grangera na veli¢inu Y,, pak
veli¢iny Y, a jsou podle Grangera nezavislé.

Pouziti zavedené terminologie ukdzeme na ptikladu pievzatém

z monografie [9]. Budeme uvazovat dvourozmérny model VAR(1).

Z obecného (maticového) vztahu (12.2) dostaneme pro model VAR(1) dvé

rovnice

Yie =0V T Yo+ é

Yo = @21Yl,t—l + (DZZYZ,t—l + &y

Pak staci otestovat nulové hypotézy o nulovosti parametrli uvaZzovaného

modelu a na zdkladé vysledkli téchto testli rozhodnout, zda existuji

kauzalni vztahy mezi ndhodnymi veli¢inami Y, aY,. Pak existuji

nasledujici moznosti.

o Je-li ¢,#0, pak velicina Y, kauzalné¢ plsobi podle Grangera na
veli¢inu Y;.

o Je-li ¢, #0, pak veli¢ina Y, kauzalné¢ plisobi podle Grangera na
veli¢inu Y, .

o Jestlize plati ¢, #0a ¢, =0, pak existuje jednosmérna zavislost

veli¢iny Y, na veli¢in€ Y, .
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Odezva na impuls

M
AN

o Jestlize plati ¢,=0a¢, #0, pak existuje jednosmérna zavislost
veliCiny Y, na veliin€ Y, .

o Jestlize plati ¢, =0 a ¢,, =0, pak jsou veli¢iny Y, a Y, podle Grangera
nezavisle.

Vysetfovani kauzality podle Grangera se samoziejmé netykd jen
kauzalni zavislosti mezi dvéma jednorozmérnymi ¢asovymi fadami.

12.5.2 Odezva na impuls

V této Casti ukazeme, jak se vysvétluje odezva vybrané vysvétlované
proménné jedné ¢asové fady na impuls v nékteré rovnici modelu VAR.

Poznamka. N&ktefi autofi (napt. [3]) mluvi v této souvislosti o analyze
impuls — reakce.

V m-rozmérném modelu VAR muzeme sledovat (v ¢ase méfeném od

okamziku impulsu) celkem m?odezev, pro kazdou zm vysvétlovanych
proménnych vzdy m odezev na impulsy Vv jednotlivych rovnicich Za
predpokladu, ze model VAR je stacionarni (s nulovym vektorem stiednich

hodnot p), vliv impulsti ve vSech m? ptipadech odezni, i kdyZ s riiznou
rychlosti. Tuto skute¢nost budeme ilustrovat na nasledujicim piikladu
prevzatém z monografie [9].

Piiklad 12.1. Uvazujme dvourozmérny modeldt VAR(1) s nulovou

[YZ j [ ’ ' j(Y | ] ( t j
Y t 0 0, 3 szt 1 (92t

a jeho odezvu na jednotkovy impuls v ¢ase t=0 Vv prvni rovnici, tj. pro
&, =0. V tomto pfipad¢ (pfi nulovych ostatnich hodnotach bilého Sumu)

budou odezvy nabyvat postupné nasledujicich hodnot:
Yio eo) (1 Y.) (0,6 0,2)(1) (06
Vo) (&o) (0) \Y) L O 03)lo) (0]
Y.) (0,6 0,2)(0,6) (0,36
Y,,) Lo 03)lo) o)

Podobné, odezvy na jednotkovy impuls v ¢ase t =0 ve druhé rovnici, tj.

pro ¢,, =0, budou nasledujici:
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&o) (0 Y1) (0,6 0,2)(0) (0,2
le) W)Y, Lo 03)l1) (03)
Y.) (0,6 0,2)(0,2) (0,18
Y,,) L0 03)03) (009) "
Poznamka. Pti vypoctech jsme predpokladali, Ze Y, je nulovy vektor.

Je ziejmé, Ze v obou piipadech odezvy v pribé¢hu ¢asu odeznivaji. Odezva
vysvétlované proménné Y, na jednotkovy impuls v prvni rovnici je

nulova, coz lze vysvétlit tim, ze parametr ¢,, je roven nule.

12.6 Kointegrace ¢asovych rad

Tato ¢ast se tyka vyhradné vicerozmérnych ¢asovych tad, které jsou
nestaciondrni. Ve vétSin¢ piipadd, kdyz se linearn€¢ kombinuji
nestaciondrni ¢asové fady, je vysledkem opét nestacionarni jednorozmérna
Casova fada.

Nejprve piipomeneme, ze model nestaciondrni cCasové tady {Yt}
piedstavuje integrovany proces fadu I(d) (Y, ~1(d)), jestlize je mozné
tuto fadu stacionarizovat pomoci diferencovani fadu d. Specialné proces

nahodné prochazky je integrovany proces 1. fadu a smiSené procesy
ARIMA(p, d, q) jsou integrované procesy fadu prave d.

JestliZze nestacionarni m-rozmérna Casova fada {Yt} splituje podminku

Y, ~1(d,), i=12, ...m, pak pro linearni kombinaci jednotlivych slozek

i=1

této fady obecné plati iogiYit ~ {max d jJ' To znamend, zZe libovolna
i=1,2,...m

netrivialni (tj. nenulova) linedrni kombinace uvazovanych fad muize byt

stacionarizovana diferencovanim, jehoz  fad  je maximem fada

jednotlivych tad.

U finan¢nich ¢asovych fad miiZeme relativné ¢asto linedrné¢ kombinovat
vychozi nestaciondrni ¢asové fady tak, ze vysledna linedrni kombinace je
uz stacionarni. Takovy pfipad se oznacuje jako kointegrace uvazovanych
casovych rFad a miiZze byt interpretovan jako vztah urcité dlouhodobé
rovnovahy mezi témito fadami. Jednotlivé casové fady jsou sice
nestaciondrni, ale jejich spole¢ny (kointegracni) vyvoj v ¢ase dlouhodobé
sméfuje k néjakému rovnovaznému stavu. Modelovani kointegrace je
Vv soucasnosti jednim z hlavnich témat ekonometrie (viz napt. [12]).
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V praxi se kointegrace nejlépe analyzuje v modelech VAR. Ukazeme to
ne jednoduchém piikladu pfevzatém z monografie [9].

Piiklad 12.2. UvaZujeme dvé asové fady {Ylt} a {Y]I}. jez mizeme

modelovat spole¢né pomoci dvourozmérného modelu VAR(1)
(Yltj = (D(Yl,t1]+(gltJ :[015 _O,ZSJ(Yl’tlJ'F(gH j (123)
Y2t Y2,t—1 Eot -1 0,5 YZ,t—l Exn

Uvedeny model neni staciondrni, protoze rovnice |l,—¢B|=0 ma

jednotkovy kotfen. Ani samotné ¢asové fady

Y, =0,5Y, , —0,25Y

1t-1 2,t-1

+ &,

Yo = Y10 70,57, + 65
{Y,} a{Y,} nejsou stacionarni, lze totiz dokazat, ze se ob¢ daji popsat
modelem ARIMA(0,1,1) a ten odpovida integrovanému procesu I(1).
Nyni transformujeme fady {Y,} a {Y,} na jiné fady {Z,} a {Z,} a

bily Sum ¢g,a¢, na jiny bily Sum u,au, nasobenim zleva matici

1 0,5
P= .
-2 1
By R ey M T P
er Y2t -2 1 Y2t ’ Uy &y -2 1 &y .

Protoze vztah (12.3) mlizeme piepsat ve tvaru

P(Ylt ] _Py p-t [Yl,t—lj_l_ p (gltJ ’
Yo Y2,t—1 Ex

dostaneme po dosazeni
(Zn j _ [0 OJ(Z“*}(UH J (12.9)
ZZt 0 1 ZZ,tfl u2t

Rozepsani tohoto modelu do slozek vypada takto:
Ly = Uy,
Zy = ZZ,t—l Uy,
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takze fada {Z, | pfedstavuje pouze bily Sum, tj. proces I(0), a fada {Z,}
proces nahodné prochazky, ktery je pti nulové pocate¢ni hodnoté (Z,, =0)
také procesem I(0).

Pted transformaci byly ob¢ Casové fady nestacionarni, po transformaci
neni v systému (za predpokladu Z,, =0) Z4dna nestacionarni fada. Tato
skutecnost je zpisobena existenci kointegracniho vztahu (stacionarni
linearni kombinace)

Y, +0,5Y, =7, =u,.

Dalsi podrobnosti o kointegraci jsou v monografiich [3,9].

Kontrolni otazky

1. Jak je definovan pojem vicerozmérny linearni proces?

2. Jakd je postacujici podminka pro stacionaritu vicerozmérného
linearniho procesu?

3. Klasifikujte vicerozmérné linearni procesy.

4. Jak se definuji vicerozmérné procesy klouzavych soucti a jaké jsou
podminky pro jejich stacionaritu a invertibilitu?

5. Jak se definuji vicerozmérné autoregresni procesy a jaké jsou
podminky pro jejich stacionaritu a invertibilitu?

6. Jak se definuji vicerozmérné smiSené procesy a jaké jsou podminky
pro jejich stacionaritu a invertibilitu?

7. Jaké jsou zdakladni pfistupy k analyze kauzéalnich vztahi mezi
Casovymi fadami a které modely jsou nejvhodnéj$i pro jejich
sledovani?

8. Vysvétlete pojem kauzality podle Grangera. Cim se lisi od
filozofického pojeti kauzality?

9. Jak se postupuje pii analyze odezvy na impuls?

10. Vysvétlete pojem kointegrace casovych fad.

Korespondené¢ni ukol 12. Definujte vicerozmémé procesy VMA(1),
VAR(1), VARMA (1,1) a urcete podminky pro jejich stacionaritu a
invertibilitu.

Pojmy k zapamatovani:
e vicerozmérny linearni proces,

e vicerozmérny proces bilého Sumu,
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e vicerozmérny proces klouzavych soucti,

e vicerozmérny autoregresni proces,

e vicerozmérny smiseny proces,

e kauzalita podle Grangera,

e odezva na impuls (analyza impuls — reakce),

e kointegrace ¢asovych fad.

Shrnuti.

V této kapitole byl definovan pojem vicerozmérného linearniho procesu
a provedena Klasifikace modelt vicerozmérnych casovych fad se
zamétfenim na jejich stacionaritu a invertibilitu. Dale byly zkoumany dva
zakladni pfistupy k analyze kauzalnich vztahG mezi casovymi fadami
(kauzalita podle Grangera, analyza odezvy na impuls). V ptipad¢
vicerozmérnych nestacionarnich Casovych fad byla vénovana zvlastni
pozornost problematice kointegrace téchto fad.
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13 ZAKLADNI POJMY SPEKTRALNI
ANALYZY CASOVYCH RAD

Po prostudovani této kapitoly:

e pochopite zakladni pojmy spektralni analyzy (uhlova frekvence,
spektralni hustota, periodogram, spektralni filtr),

e naucite se, jak odhadovat spektralni hustotu,

e pochopite princip vybranych test periodicity (Fischerv test,
Siegeltiv test).

Kli¢ova slova: uhlova frekvence, periodogram, spektralni distribu¢ni
funkce, spektralni hustota, filtry, vahy filtru, Parzenovy vahy, testy
periodicity, Fisheruv test, Siegeltv test.

Tato kapitola ptedstavuje pouze tivod do spektralni analyzy ¢asovych
fad; obsahuje predevSsim vyklad zdkladnich pojml z uvedeného
oboru. Zvlastni pozornost vénujte postupim pro odhad spektralni
hustoty casové fady a pro testovani vyznamnosti vybranych
frekvenci.

13.1 Pojem uhlové frekvence

Uhlova frekvence o se v souvislosti se spektralni analyzou &asovych
fad udava v radianech za uvaZovanou ¢asovou jednotku, kterou je Casové
,»vzdalenost“ mezi dvéma po sobé jdoucimi pozorovanimi fady. Napft.
uhlova frekvence 27 znamena, Ze se za zvolenou casovou jednotku
uskuteéni pravé jeden cyklus. Cim vétsi je hodnota tthlové frekvence, tim
Castéji se v pribéhu dané Casové fady cykly opakuji. V teorii se zavadi
pojem Nyquistova frekvence, jez se definuje jako nejvyssi frekvence,
kterda umoznuje studovat periodické chovani casové tady na zakladé
pozorovani provadénych v diskrétnich ¢asech. Tato frekvence ma ziejmé
hodnotu 7 .

13.2 Periodogram

Periodogram () dané casové fady {Y,} délky n se definuje jako

funkce thlové frekvence o ve tvaru
I(a))zi[az(a))erz(a))} pro —z<o<o,  (13.)

kde
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Spektralni
distribu¢ni funkce

Spektralni hustota

a(w)= %Zn: y,cos(mt),

t=1

b() = (23, ysin(ot).

t=1
Vztah (13.1) umozinuje tedy pocitat periodogram piimo z hodnot
jednotlivych pozorovani ¢asové fady.

Periodogram lze také konstruovat pomoci odhadii autokovariancni
funkce

I(a)):zi(co+2§ckcos(a)k)) (13.2)

T

Do praxe byl zaveden jako nastroj pro hledani vyznamnych
periodickych slozek (frekvenci) Casové tfady. Predstavuje velmi hruby
odhad spektralni hustoty (viz dale).

13.3 Spektralni hustota

Nejprve zavedeme spektralni distribu¢ni funkei F(w). Tato funkce
ma pro stacionarni ¢asovou fadu {Yt} s (teoretickou) autokovariancni
funkei y, nésledujici vlastnosti:

a) je neklesajici v intervalu a)e<—7r,7r>,

b) je spojita zleva v kazdém bodé daného intervalu,

c) splije limitni vztahy F(-7)=0, F(xz)=var(y,).

Pro zminénou autokovarian¢ni funkci plati
7 = | cos(wk) dF (@), k=0 .... (13.3)

Vyjadieni (13.3) se nazyva spektralni rozklad autokovarian¢ni funkce.
Lze dokazat, ze pro stacionarni ¢asovou fadu existuje praveé jedina funkce

F (a)) S uvedenymi vlastnostmi.

Je-li F(w) absolutn& spojita, pak existuje funkce f(w) snizvem

spektralni hustota takova, ze

F(a)):]a f(w) do.
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Vyraz f(w) dew pritom udava intenzitu, sjakou je periodickd slozka
s frekvencemi (a),a)+dco) zastoupena V dané cCasové fad¢. Intenzitu

zastoupeni periodické slozky s frekvencemi v intervalu (w, ®,) pak

urcuje integral
w,
J. f(w) do=F(w,)-F ().

(2}

Spektralni rozklad autokovarian¢ni funkce (13.3) je mozno pfi existenci
spektralni hustoty zapsat ve tvaru

7= | cos(ak)f (@) do (13.4)

Vztah (13.4) reprezentuje Fourierovu transformaci funkce f (o).

Pfislusnd inverzni Fourierova transformace pak umoziuje vyjadrit

spektralni hustotu f(a)) pomoci hodnot autokovarianéni funkce y, jako

f(a)):2i i ykcos(wk):%{yo+§ykcos(a)k)}. (13.5)

T k=—o0
Z vyjadieni (13.5) vyplyvaji zdkladni vlastnosti spektralni hustoty:
a) f(w) jeperiodicka funkce s periodou 27,
b) f (@) jerealna suda funkce ( f (@)= f (-w)), takZe stadi sledovat jeji

priibéh pro frekvence w e (0, 7).

Priklad 13.1. Urcete spektralni hustotu bilého Sumue, . \I.L/
Resent. Pro bily sum plati: i
E(&)=0, y,=var(& )=o0? pro viecnat,
V= cov(gt,5t+k ) =0 pro vSechna K.
Odtud podle vzorce (13.4) dostaneme
2
(o}
flo)=—%.
(0)=7~
13.4 Filtry
Nejprve uvedeme definici filtru. Filtr svahami {5k} transformuje Filtry

danou ¢asovou fadu {Y,} na ¢asovou fadu {Z,}, kde

Z,= 3,5 (13.6)
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Pfenosova funkce
filtru

Ptedpoklddame pfitom, Ze uvedeny zapis ma smysl, tj. fada z oY

j=—0
Vv jistém smyslu konverguje. Vztah (13.6) pfipomina vypocet vyrovnanych
hodnot ¢asové fady {Y,} metodou klouzavych priméri. Proto
nepiekvapuje, ze filtrovani slouzi k vyhlazovani (vyrovnavani) casovych
fad.

V praxi maji nejvétsi vyznam filtry useknutého typu, pro néz plati
6;=0,j>m. Takovym filtrim se fika filtry délky 2m+1. Dale se
rozlisuji filtry symetrické (o, =0, pro vSechna k) a jednostranné

(8, =0 pro k<0).

Pro pochopeni dal§iho vykladu je dilezité, abyste si zopakovali
vyjadieni komplexni exponencialni funkce ve tvaru
e =cosw+isin®
a tzv. Eulerovy vzorce
lo —lo lo _efla)

cossz, Sinw =

Ma-li sledovana fada {Y,} spektralni hustotu f (@), pak za jistych

predpokladii (zejména z 0; <+o0) existuje take spektralni hustota g (a))

j=—oo

piefiltrované fady {z,}, pficemz plati

g(@)=[D(a)f f (o), (13.7)
kde komplexni veli¢ina D(w) je tzv. pfenosova funkce filtru definovana

vztahem
D(w)= i se'.
j=—o

Pro symetrické filtry ma pfenosova funkce ziejme tvar

D(w)=6,+ iékcos(a)k).
k=1

Vyznam pienosové funkce spociva vtom, Ze nam umoziuje délat

zavéry o uginku daného filtru na sledovanou ¢asovou fadu {Y,}. Ze vztahu

(13.7) vyplyva, ze dany filtr zdGrazni ve filtrované fadé{Zt}frekvence

blizké maximalnim hodnotam ‘D(a))2

, zatimco frekvence odpovidajici
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nizkym hodnotdm ‘D(a))‘2 naopak potlac¢i. Vzorec (13.6) dovoluje odvodit

vztah pro spektralni hustotu stacionarnich procesi ARMA (viz napt. [8]).

13.5 Odhad spektralni hustoty

Je-li spektralni hustota f (@) spojitd, pak je piislusny periodogram

jejim nestrannym odhadem.

Jako odhad f(a)o)spektrélni hustoty pro konkrétni frekvenci @, se

pouziva vyrovnany periodogram ve tvaru
f(w,)= J s(w-a,)l (w)do, (13.8)

kde s(w) je n&aka vhodné funkce. Vhodnou volbou funkce s(w) lze

dosahnout toho, Ze vyraz na pravé strané¢ (13.8) je dostatecné blizky
odhadované hodnoté f (a,).

Vztah (13.8) muzeme ekvivalentné zapsat jako
n n-1
f () =WyCo +2D_ W, C,cOS (k).
k=1

vnémz C, predstavuji odhadnuté autokovariance a w, vhodné zvolené
vahy. Periodogram ptevedeme na dobry odhad spektralni hustoty tim, Ze
vjeho vyjadfeni (13.2) potlacime pomoci vhodného systému vah
nespolehlivé odhady ¢, s velkymi hodnotami indexu K.

Existuje bohatd nabidka systémi vah (systém tzv. oken) pro
konstrukci odhadd spektralni hustoty.(viz napt. [1]. V soucasnosti se za
nejlepsi povazuji Parzenovy odhady zaloZené na vahach

2
1 1—%(1—5) orok=01, .., <.
K 2

27 K2
3
W, = l(l—hj pro k=5+1, v K,
T K 2
0 pro k > K,

kde K je néjaké sudé ¢islo v rozmezi od % do % Ptitom se doporucuje

pocitat odhady spektralni hustoty pro frekvence
7] .
o; :? proj=0,1 ..., K.
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Fischeruv test

13.6 Testy periodicity

Testy periodicity piedstavuji objektivni metody, které umoznuji
rozhodnout, zda je nebo neni mozno pro danou ¢asovou fadu zkonstruovat
model

Y, :y+zp:(ajcos(a)jt)+,8jsin(a)jt))+gt, t=12, ..,n, (13.9)
i1

vnémZ u,a;, fB; jsou nezndmé parametry, ; navzajem rizn¢ frekvence
Z intervalu(O,;z), j=12, ..,p, a & bily Sum snormélnim rozdélenim
N (0, o’ ) kde o® >0 je dalsi nezndmy parametr. V§echny takové metody

jsou zaloZeny na vySetfovani periodogramu. Uvedeme dvé nejcastéji
pouzivané metody:

e Fischeruv test,

e Siegellv test.

Fischeriiv test je zaloZen na testovani nulové hypotézy H,: Yy, =¢
proti alternativni hypotéze, ktera ma tvar (13.9). Vychazi se z hodnot
periodogramu dané ¢asové fady vypoctenych pro frekvence

* 2 i -
_ o120, m,
kde m je nejvétsi cel¢ &islo spliujici nerovnost m<(n-1)/2. Za
ptedpokladu, Ze je nulova hypotéza pravdiva, neméla by zadna z hodnot
periodogramu byt vyznamné vy$$i nez hodnoty ostatni. Hodnoty
periodogramu se nejprve normuji do tvaru

=) 1o m

21 («))

j=1
Testovaci kritérium ma tvar

W= max n..
=12, mﬂJ

Nulovd hypotéza se zamita na hladiné vyznamnosti a, jestlize pro
experimentalné zjisténou hodnotu kritéria plati

W,,, > 9 (@),
kde 9. () predstavuje kritickou hodnotu Fisherova testu na zvolené
hlading o. Kritické hodnoty g () jsou pro jednotliva m tabelovany nap.
v monografii [9].

Jestlize pomoci Fisherova testu prokaZzeme vyznamnost né&jaké

periodické slozky, napt. frekvence a)};, pak mizeme testovat vyznamnost
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dalsi (v poradi podle velikosti) hodnoty periodogramu. Postupuje se

analogicky s tim, ze se vynecha hodnota | (a)jo) a hodnota m se snizi o
jednotku.

V praxi se ukazalo, ze Fischertiv test je malo ucinny v piipad¢ tzv.
sloZzené periodicity, kdy existuje vice statisticky vyznamnych
periodickych slozek.

Pti slozené periodicité se povazuje za vhodné&jsi Siegeliiv test, jenz je
modifikaci testu Fischerova. Siegel [22] doporucil pouzivat k testovani
namisto kritéria W jiné kritérium ve tvaru

T, = JZ::(’L- —A9: (0{))+,

kde (Z)+:max(z,0), gF(a) je kritickd hodnota Fisherova testu na

zvolené hladiné vyznamnosti a 0<A<1 pfedem zvolend konstanta.
V tomto piipadé¢ se nulovd hypotéza zamitd, kdyz pro experimentalni
hodnotu kritéria plati

(T, )exp >t (a);
t,(a) pfitom oznaduje kritickou hodnotu Siegelova testu na hlading

vyznamnosti o. Kritické hodnoty pro Siegeliiv test jsou tabelovany
v monografii [22].

Jestlize se pomoci nékterého z testll periodicity podaii nalézt vhodny
model typu (13.9), pak se k urCeni parametrii u,«;,; tohoto modelu

pouzije metody nejmensich ¢tvercii.

Pro praktické aplikace spektralni analyzy se doporucuje pracovat
s Casovymi fadami délky alespont 100. Navic je vhodné jesté pred
zahdjenim spektralni analyzy odstranit z ¢asové fady trendovou a sezonni
slozku.

Kontrolni otazky

. Jak se definuje thlova frekvence v analyze ¢asovych fad?

. Co je to periodogram ¢asové fady a jaky ma vyznam v praxi?

. Jak se definuje spektralni hustota a jak se odhaduje jeji prab&h?
. Jak je definovan filtr a k ¢emu slouzi filtrovani Casové fady?

. K ¢emu slouZi testy periodicity?

o OB W DN P

. Jak se postupuje pfi testovani periodicity v pfipadé Fisherova testu
periodicity?

7. Jak se postupuje pfi testovani periodicity v pfipadé Siegelova testu

periodicity?
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Korespondenéni ukol 13. Vyberte si néjakou dvourozmérnou casovou
fadu (obsahujici alespoii 30 pozorovani) s spoctéte pro tuto fadu
periodogram.

Doporucena struktura:

1. strucny popis vybranych dat (v€etné ptivodu),

2. vypocet periodogramu,

3. aplikace Fisherova testu k ur¢eni vyznamnych frekvenci,

4. interpretace vysledkd.

Pojmy k zapamatovani:

e uhlova frekvence,
e Nyquistova frekvence,
e periodogram,
e spektralni distribucni funkce,
e spektralni rozklad autokovarian¢ni funkce,
e spektralni hustota,
o filtr
o filtr useknutého typu,
o filtr symetricky,
o filtr jednostranny,
e pfenosova funkce filtru,
e Parzenovy véhy (Parzenovo ,,0kno*),
e Fischerlv test periodicity,
e Siegellv test periodicity,
e slozena periodicita.
Shrnuti
Tato kapitola predstavuje uvod do spektralni analyzy casovych ftad.
Zvlastni pozornost je pritom vénovana vysvétleni zakladnich pojmu
spektralni analyzy, takovych jako thlova frekvence, periodogram

spektralni hustota a testy periodicity. Vyklad je zaméfen na praktické
aspekty spektralni analyzy. Vychazi ptedev§im z monografie [9].
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AUTOTEST

Uvadime typové otazky, resp. ptiklady, jeZ se mohou vyskytnout
Vv zavéreéném testu. VétSina znich vyzaduje volnou (tvofenou)
odpovéd’. Pozaduje se, aby odpovédi byly strucné, ale ptitom vystizné.
V ptipadé¢ zadani, kterd vyzaduji néjaky vypocet, uvadime spravné
feSeni v hranatych zévorkach.

1. Definice CR, délky CR, chyby piedpovédi a miry kvality
predpovédi

2. Prehled zakladnich pfistupi k analyze trendu. Princip metody
klouzavych pramérti

3. Princip Wintersovy metody

4. Linearni procesy: definice a klasifikace. Vlastnosti ARMA modeli

5. Teoretické autokovarianni a autokorelacni funkce: definice a
vlastnosti

6. Zakladni etapy vystavby modelu podle Boxe-Jenkinse. Odhady
parametra

7. Vyhlazeni zadané CR pomoci jednoduchych klouzavych praméra
délky 3:
569,416,422,565,484,520,573,518,501,505,468,382,310,334,369,
372,439,448,349,395

[-; 469; 467,7; 490,3; 523; 527,3; 537; 530,7; 508; 491,3; 451,7;

386,7; 342; 337,7; 358,3; 393,3; 419,7; 412; 397,3; -]
nebo
Vyhlazeni zadané CR pomoci klouzavych mediani délky 3:
569,416,422,565,484,520,573,518,501,505,468,382,310,334,369,
372,439,448,349,395
[-; 422; 422; 484; 520; 520; 520; 518; 505; 501; 468; 382; 334;
334; 369; 372; 439; 439; 395; -]

8. Rozepsat linearni model ARIMA(1,1,1)
[(1-¢B)(1-B)Y, =(1+9B)¢]
nebo
Rozepsat linearni model SARIMA(1,1,1)x(1,1,1)12

[(1-¢B)(1-®,B")(1-B)(1-B* )Yt =(1+9B)(1+©,B% )]
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