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OBSAH 5

Predmluva

Tento text slouzi jako opora pro predmét Analyza dat. Navazuje na kurs Zaklady
matematické statistiky. Cilem kursu je aplikovat zédkladni statistické znalosti v rela-

tivné jednoduchych tlohach, s nimiz se velmi casto setkavame pii analyze dat.

Casovou nérocnost zvladnuti tohoto textu a vyfeseni zadanych pifklada lze odhad-

nout na priblizné 80 az 100 hodin.

V nékterych ptikladech, jejichz feseni je uvedeno v u¢ebnim textu, se uzivaji data ze
souboru BI97.txt. Pokud si chcete uvedend feseni sami ovérit a zopakovat, tato data

si muzete stahnout z webovych stranek autora textu, http://wwwl.osu.cz/~bujok/.

Kazda kapitola zac¢ina pokyny pro jeji studium. Tato cast je vzdy oznacena jako

Pruvodce studiem s ikonou na okraji stranky:.

Pojmy a dulezité souvislosti k zapamatovani jsou vyznaceny na okraji stranky textu

ikonou.

V rozsahu celého textu jsou umistény P¥iklady, jejichz podrobné feSeni umoznuje
porozumét probirané problematice do vétsi hloubky a tak si snéze osvojit praktiky

pro dalsi aplikace.

VVVVVV

oznacena textem Shrnuti a ikonou na okraji.

Oddil Kontrolni otazky oznaceny ikonou by vam mél pomoci zjistit, zda jste prostu-
dovanou kapitolu pochopili a snad vyprovokuje i vase dalsi otdzky, na které budete
hledat odpoved’.

U nékterych kapitol je ptripomenuta Korespondeéni iloha. Pro kombinované a
distancni studium jsou korespondenc¢ni ulohy zadéavany v ramci kurzu daného se-
mestru. Uspééné vyteSeni korespondencnich tloh je soucasti podminek pro celkové

hodnoceni predmétu.

Hlavni tlohou, kterou byste meéli osvédéit poznatky ziskané v tomto kursu, je ana-
Iyza vami vybraného souboru dat z vaseho okoli. Proto se poohlédnéte po datech,
které byste chtéli statisticky zpracovat, a kde jste zvédavi na vysledky této analyzy.
Piipadné nejasnosti véas konzultujte s vyucujicim. Vysledky analyzy bude pak po-
treba predlozit formou vytisténé strucné a prehledné zpravy, pokud mozno v rozsahu

max. 3 strany. Pred pripravou zpravy si prostudujte kap. 6 o prezentaci vysledk.
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1 Parametrické testy o shodé strednich hodnot

Pruvodce studiem:

Tato kapitola shrnuje tii statistické parametrické testy. Text je rozdélen do nékolika
logicky ucelenych céasti. K prostudovani celé této kapitoly budete potiebovat asi 12
hodin. Studium vam ulehé¢i ¢etné ilustrativni priklady. V piripadé nejasnosti je mozné

se obratit na oporu predchoziho kursu Zaklady pravdépodobnosti a statistiky.

Cil: Po prostudovani této ¢asti kapitoly byste meéli:

znat detaily testovani statistickych hypotéz,

urcit a interpretovat testové kritérium jednotlivych testu,

chapat rozdily mezi zakladnimi parametrickymi testy,

rozliSovat mezi jednostrannou a oboustrannou alternativni hypotézou.

1.1 Jednovybérovy t-test

Jednovybérovy oboustranny ¢-test byl podrobné vysvétlen v ucebnim textu Zaklady
pravdépodobnosti a statistiky. Doporucujeme se k tomu vratit a zaklady testovani

hypotéz si znovu pripomenout.

Mame nahodny vybeér (X7, Xo, ..., X,,) nezdvislych ndhodnych veli¢in normélné roz-
délenych, tj. X; ~ N(pu,0?), i=1,2,...,n. Testujeme hypotézu, ze stfedni hod-
nota rozdéleni populace, z niz mame vybeér, tj. p je rovna néjaké dané hodnoté py.

proti alternative, ze p # po. Za platnosti nulové hypotézy ma statistika 7' rozdéleni

podle nasledujiciho vztahu 7' = )S( /_\%’ ~ t,_1 a pii oboustranné alternativé u # g je
kriticky obor W = (—o0,t,_1(a/2)] U [t,—1(1 — /2),+00). Pokud vypoctend hod-
nota 7" lezi v kritickém oboru, tak nulovou hypotézu pu = po pro dané o zamitdame

(kvantily t-rozdéleni jsou tabelovany 8.3).

Oboustranna alternativa Hy : u # po vSak neni jedind moznd formulace alternativni
hypotézy. Mame-li k dispozici néjakou apriorni informaci o stiedni hodnoté popu-

lace, ze které je realizovan vybér, muzeme zformulovat alternativu jednostranneé:
Hy:p=po Hy > po (tzv. pravostrannd alternativa)

Dalsi postup testu bude zcela analogicky jako u oboustranného testu, pouze kriticky

obor bude jiny, totiz W = [t,,_1(1 — «), +00). Nulovou hypotézu muzeme zamitnout
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ve prospéch této alternativy tehdy, kdyz vybérovy prumér X je o hodné vétsi nez

1o- Presnéji vyjadieno, kdyz pro hodnotu testového kritéria plati

X —
Ho > tn71<1 - Oé).

s/vn

Vidime, ze pravdépodobnost neopravnéného zamitnuti nulové hypotézy je opét rovna
hladiné vyznamnosti a. Tim, Ze jsme alternativu formulovali s vyuzitim néjaké apri-
orni informace, stac¢i k zamitnuti nulové hypotézy, aby hodnota testového kriteria T’

byla alespon ¢, _1(1 — «). U oboustranné alternativy by to bylo ¢, _1(1 — «/2).

Zcela analogicky, pokud bychom méli k tomu duvod, muzeme formulovat i levostran-

nou alternativu Hy : p < pg. Pak kriticky obor je W = (—o0, t,,_1(a)].

Obecné pii uzivani testu, zejména jednostrannych, je vhodné nejdiive formulovat
alternativu ve tvaru obsahujicim tvrzeni, které bychom chtéli ,,prokazat® — tzv. vy-
zkumnou hypotézu. Pak pokud nulovou hypotézu zamitneme, mame témér jistotu (s

rizikem rovnym «), Ze tvrzeni vyjadiené alternativni hypotézou je pravdivé.

Priklad 1.1 Na vybranou optimaliza¢ni ilohu byl aplikovan deterministicky algo-
ritmus, ktery dosahl jejitho feseni za 2400 vypocetnich kroki. Dlouhodoby vyzkum
ukazuje, ze nedeterministicky (stochasticky) pristup muze byt efektivnéjsi. Proto byl
na stejnou ulohu nasazen rovnéz stochasticky algoritmus. 7Z duvodu stochasti¢nosti
byl experiment opakovan 60 krat, a vysledné pocty kroku k dosazeni teseni téze

ulohy jsou v tabulce:

2622 2906 3816 1371 2812 1058 1749 2262 3992 1841 1200 2895
1675 4512 2530 2182 3044 2510 3087 3852 1220 1285 3984 2588
2232 2727 1741 2742 1932 3790 1548 1085 899 2269 2804 1336
3457 2525 1933 2307 2821 2333 2523 1122 1405 2661 1828 788
2018 1400 2130 635 1419 3275 2767 957 2594 1413 3124 3923

Zjistéte, zda je stochasticky algoritmus efektivnéjsi nez deterministicky.

Pokud mame zjistit, zda jsou vysledky opakovéani stejného pokusu stochastického
algoritmu lepsi nez vysledek deterministického ,etalonu”, pouzijeme jednovybérovy
t-test. Nulovou hypotézu muzeme formulovat Hy : pistoen = 2400. Dosadime-li do
testového kritéria, obdrzime 7" = —0.909, a pokud vysledek porovname s tabul-
kou 8.3 (a = 0.05, proto Ty,4=2), zjistime, ze |T'| < Ty Na zékladé toho nemuzeme
zamitnout Hy, tudiz nové aplikovany stochasticky algoritmus dosahuje obdobnych
vysledku jako deterministicky piistup (a to i pfes to, ze je prumérny pocet kroku
stochastického algoritmu roven 2291). Ukézka vystupu programu JASP:
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95% CI for Mean Difference

t df p Mean Difference Lower Upper
kroky -0.909 59 0.367 -109.067 -349.254 131.121
N Mean SD SE

kroky 60.000 2290.933 929.780 120.034

1.2 Dvouvybérovy t-test

Predpokladame, ze mame dva nezavislé vybéry o rozsahu nq, resp. no, ze dvou

normdlné rozdélenych populaci. Prvni populace ma rozdéleni N(uy,o0?), druhd
N(M?u O'%)

7 textu Zaklady pravdépodobnosti a statistiky vime, ze kdyz neznamé parametry
0%, 02 muzeme povazovat za shodné, tedy o7 = o2 = o%(rozptyl v obou populacich

je shodny), pak pro ndhodnou veli¢inu T plati:

Y1 —72 - (,ul —,MQ)

T = ~ tn1+n2—2~
\/(nll)s%Jr(ngl)s% (,%1 + é)

nit+ngs—2

Pokud chceme testovat hypotézu, ze stfedni hodnoty v obou populacich jsou shodné,
t].

Ho :piy = pio

proti nékteré z alternativ

Hy : iy # po (oboustrannd alternativa)

Hy @y < po (levostrannd alternativa)

Hy @ py > po (pravostrannd alternativa)

uzijeme testovou statistiku

X, - X
Teq = - 2 ) (1)

(n1—1)s24(n2—1)s2 1 + 1
ni+ng—2 ni n2

ktera ma za platnosti nulové hypotézy Studentovo t-rozdéleni s ny + ny — 2 stupni

volnosti.

Pokud rozptyly v obou populacich shodné nejsou, tj. o2 # o3, uziva se pro test

hypotézy o shodé stiednich hodnot statistika

Tnoneq = B T (2)
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kterda ma priblizné t-rozdéleni s v stupni volnosti, kde pocet stupnu volnosti v se

2
4 8
ni no
1 (st 2+ 1 (3 2
ni—1 \ nq na—1 \ n2

Znamend to tedy, ze pii testovani nulové hypotézy o shodé stiednich hodnot se

urci podle vztahu

musime rozhodnout, zda je nebo nenf splnén pfedpoklad o shodé rozptylu, tj. o7 =
o5 = 0% a podle toho volit testové kriterium dané vyrazem (1) nebo (2). Toto

rozhodnut{ provedeme testem hypotézy Hy : 07 = o5 proti alternativé H, : o7 # o3.

Pokud naSe vybéry o rozsazich ny, ns jsou z normalné rozdélenych populaci,
N(uy,0%), N(pa,03), plati (viz opora Zaklady pravdépodobnosti a statistiky)

(n1—1)s? 2 (n2—1)s3 2
O’% ~ anfl a 0—% ~ Xngfl

a tedy také plati

st/0%
s%/ag
F = s?/s2 Fisher- Snedecorovo rozdélen{ s parametry n; — 1, ng — 1,

~ Fn, —1n,—1 Za platnosti nulové hypotézy o7 = o3 md testovd statistika

F= o ™ Fnlfl,ngfl (3)

Lze se dohodnout, Ze indexovan{ vybeéri zvolime tak, aby platilo s3 > s3. Prakticky
to znamend, ze ve jmenovateli (3) bude mensi z obou vybérovych rozptylu. Pak

kritickym oborem bude

W= [Fm—17n2—1(1 - a)v +OO) ) (4)

jinymi slovy, hypotézu o shodé rozptylt 0? = 03 zamitneme, kdyZ pomér vybérovych

rozptyli s?/s3 bude podstatné vétsi nez jedna. Situaci ilustruje nasledujici obrazek,
F59,26<07 95) = 17 804

Pti testovani hypotéz obvykle pouzivame statisticky software. Pii dvouvybérovém
t-testu provadéném v MS Excel nejdiive otestujeme hypotézu o shodé rozptylu (v do-
plnku Analyza dat funkce s ndzvem Dvouvybérovy F-test pro rozptyl) a podle jeho
vysledku se rozhodneme, zda mame uzit funkci Dvouvybérovy t-test s rovnosti roz-

ptylu nebo Dvouvybérovy t-test s nerovnosti rozptylu.

V komerénim statistickém software je ve vysledcich vyhodnocena zpravidla jak tes-
tova statistika (1) pro rovnost rozptylu, tak kritérium (2) pro neshodu rozptylu.
Je na uzivateli, aby si vybral spravnou c¢ést vysledku pro interpretaci. Postup si

ukazeme na prikladu.

Piiklad 1.2 Mame posoudit, zda stfedni hodnoty platu (data lide) jsou stejné v po-

pulaci zijici ve StFedomoii (1) i v populaci zijici ve Skandinévii (-1). Pouzijeme pro-
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gram JASP, z menu T-tests vybereme Independent Samples T-tests. Zaddme Prijem
jako Variables a velicinu zeme jako Split (tato veli¢ina rozdéluje pozorovani do dvou

skupin) a dostaneme vystup, ktery zde uvedeme ve zkracené podobé.

Group N Mean SD SE
Prijem -1 16 31406.250 6983.836 1745.959
1 16 23468.750 9078.305 2269.576

Independent samples T-test

Location SE
Test Statistic df p Parameter Difference
Prijem Student 2.772 30.000 0.009 7937.500  2863.451

Test of equality of variances (Levene’s)

F df p
Prijem 3.239 1 0.082

45000

40000

35000

20000 —

15000

10000
skandinavie stredomori
zeme

Obrazek 1: Krabicovy graf (tento obréazek je rovnéz v priloze).

I zkraceny vystup je dosti obsahly a napoprvé nam d& trochu prace se v ném orien-
tovat a spravné interpretovat vysledky. Vyhodou tohoto software je automatizovana
volba spravného ¢-testu. Nasim tkolem je testovat nulovou hypotézu o shodé stred-

nich hodnot proti oboustranné alternative, tj. Hy : uy = po

Hy :py # o

Stejnou nulovou i alternativni hypotézu muzeme formulovat i takto: Hy : 1y — o = 0

Hy:py —pg #0

Této formulaci odpovida forma vysledku, kde se objevuje rozdil stfednich hodnot
(difference). Jesté se musime rozhodnout, zda mame pro nase rozhodovani uzit sta-
tistiku 7, definovanou rov. (1) nebo statistiku 7},ne, definovanou rov. (2). Musime

rozhodnout, zda muzeme povazovat za splnény predpoklad o shodé rozptylu v obou



1.2 Dvouvybérovy t-test 9

populacich ¢i nikoliv. K tomuto rozhodnuti ndm poslouz test hypotézy Hy : 0} = o3

proti alternativé H; : o} # o2. Jeho vysledky nalezneme v odstavci (Test of equa-
lity of variances (Levene’s)). Tam nalezneme hodnotu testové statistiky spoctené
podle vztahu (3) a kromé toho také tzv. dosazenou troven vyznamnosti této hod-
noty, kterd je uvedena ve sloupci p. Tato vyznamnost (p, nékdy oznacovana také
p-value, prob-level, significance) je ¢asto uzivanou charakteristikou, kterda usnadnuje
interpretaci vysledku. V piipadé jednostranného testu, coz je tento test, viz kriticky
obor dany vztahem (4), p udéava pravdépodobnost, ze za platnosti nulové hypotézy
bude mit testova statistika hodnotu veétsi nez hodnotu spocitanou z vybéru, tedy
v nasem piikladu p = P(X > 3,239) = 0, 082.

Smysl p v tomto piikladu i v jinych jednostrannych testech vysvétluje nasledujici

obrazek.

0.9 T T T T T T T T T

0.7 [ J

05 4

f(x)

03 r 1

0.1r 3.24

Obréazek 2: Princip p-hodnoty (tento obrazek je rovnéz v piiloze).

Je ztejmé, ze pokud plati p < «, nulovou hypotézu zamitame, jinak nezamitame.
Jelikoz v nasem piikladu vyslo p =2 0,082, tedy nepatrné vétsi nez obvykle volena
hladina vyznamnosti av = 0, 05, prijimame predstavu o shodé rozptylu v obou popu-
lacich, 0? = o3. Proto statistika pro test hypotézy o rovnosti stiednich hodnot obou
populaci je statistika T, definovana rovnici (1). Jeji hodnotu nalezneme ve vysled-
cich v odstavci Independent samples T-test. Jeji hodnota je 2,772 a u ni je uvedena
i odpovidajici hodnota p. Jelikoz ale v tomto pripadé se jedna o oboustranny test,
p udava pravdépodobnost, ze za platnosti nulové hypotézy bude absolutni hodnota
testové statistiky vétsi nebo rovna absolutni hodnoté statistiky spocitané z vybéru,
tedy v nasem piikladu p = P(|X| > 2,772) = 0,009. Jednoduse feceno, u oboustran-
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nych testu zamitdme nulovou hypotézu, je-li hodnota testové statistiky bud’ velmi

velkd nebo velmi mala. Opét pokud plati, ze p < «, nulovou hypotézu zamitdme.

Néazorneé situaci vidime na nasledujicim obrazku.

f(x)

p/2 p/2

Jelikoz v uvedeném piikladu je p = 0,009, hypotézu o shodé stiednich hodnot, tedy
1 — po = 0, na hladiné vyznamnosti a = 0,05 zamitame. Pokud bychom predem
z néjakych duvodu zvolili hladinu vyznamnosti @ = 0,001, nase vybérova data by

nam neposkytovala duvod nulovou hypotézu zamitnout.

Obecné muzeme Tici, ze pocitacové vystupy vysledku statistickych testu s uvedenymi
hodnotami p usnadnuji interpretaci v tom, ze nepotiebujeme pro urcovani kritického
oboru statistické tabulky. To, zda vypoctena statistika je ¢i neni v kritickém oboru,
pozname bezprostiedné z hodnoty p: Je-li p < a, vime, Ze hodnota testového kriteria
je v kritickém oboru, pokud p > «, hodnota testového kriteria v kritickém oboru

neni.

Poznamka 1.1

Na hodnotu p 1ze nahlizet v urcitém ohledu také jako na pravdépodobnost duvéry

v nulovou hypotézu.

V uvedeném dvouvybérovém t-testu se vychazi z predpokladu, ze oba vybéry jsou
z normalné rozdélenych populaci. Splnéni tohoto predpokladu neni tak dulezité,
pokud rozsahy obou vybéru jsou dostateéné velké. Jak vime z odstavce o centrélni

limitni vété, pri dostatecné velkém poctu pozorovani ma testové kriterium

X1 — Xy
a1
ni no

normované normalni rozdéleni N(0,1) a pfi velkém poctu stupnu volnosti se tvar

U (5)

t-rozdéleni priblizuje rozdéleni N (0, 1). Pro velké rozsahy vybéru hodnoty testovych
statistik (1) a (2) se priblizuji hodnoté dané rov. (5) a statistiku U muzeme pak
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pouzit i pro test hypotézy o shodé strednich hodnot dvou populaci libovolného roz-

déleni.

1.3 Parovy t-test

Dalsim c¢asto uzivanym t-testem je tzv. pdrovy t-test. Obecné o parovych testech
hovoiime tehdy, kdyz mame pro vybrané objekty zméreny dvojice hodnot, napf.
délka levé a pravé koncetiny, hmotnost pred a po dieté, nastupni a soucasna mzda
atd. Ve statistice je tato situace oznacovana jako dva zdvislé vybéry stejného rozsahu

n.
Méme-li tedy dva zavislé ndhodné vybéry (X1, Xo, ..., X,,), (Y1,Ys,...,Y,),
muzeme zjistit rozdily téchto hodnot: D; = X; — Y, a spocitat vybérové statistiky,
pramér D a rozptyl s2.

Pti testu hypotézy o shodé strednich hodnot velicin X a Y, tedy Hy : py — o = 0

vlastné testujeme, zda stfedni hodnota veli¢iny D je nulova. To je situace, kterou

uz zname z jednovybérového t-testu. Testovym kriteriem pro test této hypotézy je

D
T,=—"—
P SD/\/’E’

ktera ma rozdéleni ¢,,_;. Podobné jako u jednovybérového t-testu muze byt alterna-

(6)

tivni hypotéza formulovana jako oboustranna nebo jednostranna.

Pii parovém testu muzeme nulovou hypotézu formulovat nejen tak, ze stfedni
hodnoty obou veli¢in jsou shodné, ale i tak, ze jejich rozdil je roven hodnoté a,
Hy : p1 — pe = a (napiiklad hmotnost po dieté je alesponn o 10 kg nizsi). Pak

testovou statistikou je

T:D—a

" sp/yn’

ktera opét za platnosti nulové hypotézy ma rozdéleni ¢,,_.

(7)

Priklad 1.3 Mame zjistit, zda ve firmé dochazi ke zvysovani platu zaméstnancu
(data employs). Pracuje zde 474 osob, a kazda dospéla od nastupniho platu (nplat)
k platu, ktery ma nyni (plat). V prvni tabulce vystupu JASP vidime, ze v pruméru se
plat zaméstnancu od nastupu lisi zhruba o 50 %. Provedeme pérovy ¢-test (nabidka
T-tests a Paired Samples T-tests), kde obé veliciny zaddme do kolonky Variables.
Dosazena T statistika je T" = 35,036, coz velkoryse umoznuje zamitnout Hy (také
proto, ze p je podstatné mensi nez 0,05).
N Mean SD SE

plat 474 34419.568 17075.661 784.311
nplat 474 17016.086  7870.638 361.510
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Paired Samples T-Test
t df p Mean Difference SE Difference
plat - nplat  35.036 473 1.610e-133 17403.481 496.732
Mzdy zaméstnancu firmy byly jiz letmym pohledem evidentné zasadné vyssi, v po-

rovnani s nastupnim platem. Samotny test pak tento verdikt jasné potvrdil.

Shrnuti:

- Statisticky test hypotézy se uziva k rozhodovani za nejistoty.

- Rozhodujeme mezi nulovou hypotézou a alternativou.

- Jsou dva druhy chybného rozhodnuti.

- Pravdépodobnost chyby I. druhu pii testu volime predem (hladina vyznam-
nosti).

- Test hypotézy je analogicky rozhodovani soudu, ale rozdil je v tom, ze prav-
dépodobnost chyby prvniho druhu je u statistickych testu znama, dokonce ji

zvolime.

- Kriticky obor test zavisi na tom, jak je zformulovana alternativa.

Kontrolni otazky:

1. Pro¢ testy o parametrech jsou rozhodovani v nejistoté?

2. Vysvétlete rozdil mezi chybou prvniho a druhého druhu.

sledek nez nezamitnuti nulové hypotézy?
4. Kdy muzeme formulovat jednostrannou alternativu? Jakou nam to pak prinasi
vyhodu?

5. Cim se lisf parovy t-test od jednovybérového t-testu?

Pojmy k zapamatovani:

- statistické testovani hypotéz

- nulova hypotéza, alternativa

- chyby prvniho a druhého druhu
- hladina vyznamnosti

- sila testu

- testova statistika (kriterium)
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kriticky obor

jednovybérovy t-test

dvouvybérovy t-test

parové testy, parovy t-test

hodnota testové statistiky a odpovidajici hodnota p

Korespondenéni tkol:

Korespondené¢ni tlohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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2 Analyza rozptylu - jednoduché tridéni

Pruvodce studiem:

Jako analyza rozptylu (angl. ANalysis Of VAriance - ANOVA) je oznacovan soubor
postupu induktivni statistiky uzivanych pri testovani hypotéz o stfednich hodno-
tach pfi ruzném, casto i velmi komplikovaném usporadani experimentu. Analyzou
rozptylu se podrobné zabyvaji specializované statistické monografie. Zde si ukazeme
jen zakladni myslenky analyzy rozptylu na tloze, ktera se nazyva analyza rozptylu
s jednoduchym tiidénim (one-way ANOVA). K prostudovani této kapitoly by mélo

stacit asi 4 az 5 hodin.

Cil: Po prostudovani této ¢asti kapitoly byste meéli:

e rozlisSovat dvouvybérovy t-test a jeho zobecnéni,
e pochopit mechanismus testovani nulové hypotézy ANOVA,

e dokézat interpretovat tzv. post-hoc testy.

Na analyzu rozptylu s jednoduchym tfidénim muzeme pohlizet jako na zobecnéni
dvouvybérového t-testu pro situaci, kdy mame testovat shodu strednich hodnot ve
vice nez dvou populacich. V takovych tlohach nemuzeme pouzit opakované dvou-
vybérovy t-test pro vsechny dvojice vybéru, pokud chceme, aby pravdépodobnost

chyby prvniho druhu byla rovna zvolené hladiné vyznamnosti.

Predpokladejme, ze mame (I > 2) nezavislych vybéru (tj. pozorovana data jsou
z I ruznych skupin). Ndhodné velic¢iny (i jejich pozorované hodnoty) v i-tém vybéru
oznacime Yjy, Yio, ..., Y, n; > 1, i=1, 2, ... 1. Vybéry jsou z populaci, které
maji rozdéleni N (u;, 0?), tedy rozptyly ve vech populacich jsou shodné.

Celkem tedy mame k dispozici n = Zfil n; nezavislych nahodnych veli¢in. Nulovou

hypotézu, kterou chceme testovat, muzeme zapsat jako
HQI}Ll:[LQ:...:,u[ (8)
Kazdou tuto ndhodnou velicinu muzeme tedy vyjadrit jako soucet
Y;j:[ﬁ+ai+€ij, ]:1,2,,7’%, i:1,2,...,1, (9)

kde ndhodné veli¢iny e;; jsou nezdvislé a maji stejné rozdéleni N(0,0?), 0* > 0. Tim
jsme formulovali statisticky model: Kazdou pozorovanou hodnotu Y;; povazujeme
za soucet hodnoty p spolecné pro vsechny skupiny, hodnoty «; vyjadiujici vliv -
té skupiny a normélné rozdélené nahodné slozky e;; s nulovou stfedni hodnotou.
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Hodnoty u, 02, a1, g, . . ., ap jsou nezndmé parametry modelu. Pokud piiddme tzv.

reparametrizacni podminku
I
Z n;o; = 0, (10)
i=1

jsou hodnoty parametri y, aq, a, . . ., ay uréeny jednoznaéné a nulovou hypotézu (8)

muzeme zapsat jako

HoiOzl:OéQ:...:O[]:O. (1].)

Tato formulace je ekvivalentni formulaci (8). Parametr «; pak muzeme chapat jako
vysledek (efekt) charakterizujici i-tou skupinu, v analyze rozptylu se nékdy tika efekt
i-tého oSetteni (treatment). Testovana hypotéza vyjadiuje, ze skupiny se nelisi, vliv

oSetteni je nulovy.

Ukolem analyzy rozptylu je vlastné vysvétlit variabilitu vSech vysettovanych nahod-

nych veli¢in, ¢ili vysvétlit variabilitu jejich pozorovanych hodnot.

Pro zkraceni dalsiho zapisu zavedeme oznaceni

Yie = Z Yi; (skupinové soucty),
j=1
Y. Yo _ 1 iY (skupinové priméry)
io = = — i skupinové primer
n; ni & J D p Y
1 I n; (12)
Yoo = ZYZ‘ = Z ZY;‘j (celkovy soucet),
i=1 i=1 j=1
Yo I
?oo === }/Z lk 1 1me
- - Zzl jzl j (celkovy prumeér)

V téchto zkratkach je vzdy index, ptes ktery se s¢itd, vyznacen teckou. Vidime, ze
Yie je vybérovy pramér i-tého vybéru (skupinovy priamér), Y .. je vybérovy priamér

ze vSech pozorovani (celkovy prumér, grand mean).

Celkovou variabilitu pozorovanych hodnot charakterizuje soucet ¢tvercu odchylek

od celkového prumeéru
I n;
ST - Z Z (}/z] - ?00)2 (13)
i=1 j=1

Tento tzv. celkovy soucet ¢tvercu muzeme rozlozit
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I n; I
ST - Z Z (}/Z] Z (?zo ?oo)]Q -
i:l j=1 i=1 j=1
I
- Z Z zo + 2 Z zo ?oo)} +
i= 1 ] 1 i=1 j=1
I
59 ks 2 (14)
i= 1 Jj=1 i=1 j=1
n; I
+2 Z i® oo Z(YZ] - ?zo) + Z n; (Yzo ?00)2 -
7j=1 i=1
I
= ZZ (Yz‘j - 71‘.)2 + an (71‘. —?..)2
i=1 j=1 i=1
I n;
Pro prostiedni ¢len v souctu plati, 2 Z(?i‘ ~Y..) Z(Yij ~Yi.) =0,
i=1 j=1
nebot’ E(Yij ~Yi)=0, i=1,2, ..., I (nebot’ soucet odchylek od priméru je

i=1
vzdy roven nule).

Poznamka 2.1

Dva ¢leny v poslednim fadku (14) jsou charakteristikami variability

e uvniti skupin
Se = ZZ (Vi — ?io)Q (15)

(soucet ¢tvercu odchylek pozorovanych hodnot od skupinovych prumeért),

e mezi skupinami
2
SA — Zn@ i® oo) (16)

(vazeny soucet ¢tvercu odchylek skupinovych pruméru od celkového pruméru).

Vztah (14) tedy muzeme prepsat jako

Sy =S, + S, (17)

Jak vime, celkovy soucet ¢tvercu Sy ma (n — 1) stupnu volnosti. Meziskupinovy
soucet ¢tvercu Sy mé (I —1) stupnu volnosti a soucet ¢tvercu uvniti skupin (také se
fika residudlni nebo chybovyj, Error Sum of Squares) S, mé zbylé stupné volnosti, tj.
(n—1I). Pokud plati nulova hypotéza (11), je jak statistika S, /(I — 1), tak statistika
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Hustota F-rozdéleni

1471
f(x)
127

08T
06T
047
027

S./(n—1I) nestrannym odhadem téhoz rozptylu o2 a jejich podil m4 tedy za platnosti

nulové hypotézy F-rozdéleni

_ Sa/(I-1)

B =S =T

~ Fr_1p-1. (18)

Pokud nulova hypotéza neplati, je statistika Sa/(I — 1) vyrazné veétsi. Kritickym
oborem pro zamitnuti nulové hypotézy (11) je W = [F1_1 (1 — @), +00).

Vysledky analyzy rozptylu jsou obvykle prezentovany v tabulkové formé, v pocita-
covych vystupech i se sloupcem s hodnotou dosazené trovné vyznamnosti p, coz je
pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina majici rozdéleni Fr_; ,,_; je vétsi nebo rovna
hodnoté statistiky F. Vyznam hodnoty p vysvétluje nasledujici obrazek. Je zfejmé,

ze pokud plati, p < «, nulovou hypotézu zamitame, jinak nezamitame.

Tabulka vysledku analyzy rozptylu s jednoduchym tridénim ma nasledujici tvar:

zdroj suma | stupné | stfedni ¢tverec
variability ¢tvercu | volnosti | (mean square) F P
mezi skupinami Sa I—-1 Sa/(I—-1) % hodnota p
uvnitt skupin Se n—1I Se / (n—1)
celkovy St n—1 St/ (n—1)

v~

Zamitneme-li nulovou hypotézu o shodé vsech strednich hodnot

HO:/JlZMQZ s = Uy,

obvykle nas zajima, kterd dvojice stfednich hodnot se lisi. K tomu slouzi testy na-
zyvané mnohondsobné porovndni (multiple comparison, nebo tzv. post-hoc testy).

Téch je nékolik druhii, popis a zakladni informace k jejich uziti nalezneme v napo-
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védeé statistického software, zdjemce o podrobngéjsi informace odkazujeme na litera-

v~/

modely analyzy rozptylu.

Poznamka 2.2

Pokud bychom uzili analyzu rozptylu s jednoduchym tiidénim na data pochazejici

jen ze dvou vybeéru, bude mit statistika F' z rov. (18) tvar

Sa/2

Fzsym_m

~ Fl,nf2

a hodnota statistiky F' bude rovna druhé mocniné statistiky ¢ ze dvouvybérového

oboustranného t-testu pro shodné rozptyly. Tyto dva testy jsou tedy ekvivalentni.

Rozkladu celkového rozptylu (17) muzeme uzit pro vypocet smérodatné odchylky,
mame-li k dispozici pouze skupinové charakteristiky - pruméry 7;, pocty pozorovani

n; a smérodatné odchylky s;;, +=1,2,...,1.

Smérodatna odchylka je odmocnina z celkového rozptylu, tj.

1

S_\/n—l_\/n—l B n—l[zsl (n’_l)J“iZlnz(xz_@ , (19)

i=1

kde celkovy prumeér spocitame jako vazeny prumeér skupinovych prumeéru,

1
_ 12 _
n

=1

Aplikaci analyzy rozptylu s jednoduchym tifidénim ukazeme na nasledujicim pii-
kladu.

Piiklad 2.1 Méme posoudit, zda stfedni hodnota veli¢iny plat (data employs) jsou

stejné ve vsech trech profesich (manualni, urednik, manazer).

Pro test hypotézy o shodé strednich hodnot

Hy:pn = po = pis

uzijeme analyzu rozptylu s jednoduchym tiidénim (tridici faktor je pozice). Vypocet
provedeme s pomoci statistického software JASP. V ném z menu ANOVA vybereme
ANOVA. Zadame velicinu plat jako Dependent variable a velicinu pozice jako Fized
Factors (tato velicina rozdéluje pozorovani do tfech skupin) a dostaneme vystup,

ktery zda uvedeme ve zkracené podobeé:
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pozice Mean SD N
manazer 63977.798 18244.776 84
manualni  30938.889  2114.616 27
urednik ~ 27838.540  7567.995 363

140000 — .
120000
100000 —_
+— 80000 o
° .
2 60000 :
40000 e
[ ]
20000
0_
| | |
manazer manualni urednik
pozice
ANOVA - plat
Cases Sum of Squares df Mean Square F p
pozice 8.944e+10 2.000 4.472e+10 434.481 1.165e-107
Residual 4.848¢+10 471.000 1.029¢-+8
Mean Difference SE t Ptonf
manazer manualni 33038.909 2244.409 14.721  3.810e-40
urednik 36139.258 1228.352 29.421 2.883e-108
manualni urednik 3100.349 2023.760  1.532 0.379

Z tabulky analyzy rozptylu vidime, ze p <0,05, tedy nulovou hypotézu muzeme
zamitnout. Rozdily v poloze pozorovanych hodnot velic¢iny plat v jednotlivych sku-
pindch (viz krabicové diagramy na obrazku vyse) jsou zpusobeny systematickymi
rozdily mezi skupinami zaméstnancu (pozice), nikoliv pouze v dusledku nahodilého
kolisani.

V takovém pripadé je vhodné, dédle zkoumat, ve kterych skupinach zameéstnancu se
plat 1isi, a ve kterych nikoliv. K tomu poslouzi tzv. post-hoc testy (nékdy také mul-
tiple comparison tests), které vzajemné porovnaji rozdily mezi platy jednotlivych
dvojic-skupin zameéstnancu. Existuje nékolik versi téchto testu, v tomto pripadé
jsme zvolili Bonferroniho test (dosazena vyznamnost je ve sloupci pyons) s verdik-

tem, ze manudlni zaméstnanci a ufednici nemaji vyznamné rozdilné piijmy. Naopak
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je vyznamny rozdil ve stfedni hodnoté platu manazeru a zbylych dvou skupin za-

meéstnancu (coz lze odecitat i z krabicového grafu).

Shrnuti:

Statisticky test hypotézy se uziva k rozhodovani za nejistoty.

Rozhodujeme mezi nulovou hypotézou a alternativou.

Jsou dva druhy chybného rozhodnuti.

Pravdépodobnost chyby I. druhu pii testu volime predem (hladina vyznam-
nosti).

Test hypotézy je analogicky rozhodovéani soudu, ale rozdil je v tom, ze prav-
dépodobnost chyby prvniho druhu je u statistickych testu znama, dokonce ji

zvolime.

Kriticky obor test zavisi na tom, jak je zformulovana alternativa.

Kontrolni otazky:

A S e

Jaka hypotéza se testuje v analyze rozptylu s jednoduchym tiidénim?

Jaké jsou predpoklady pro uziti analyzy rozptylu s jednoduchym tiidénim?
Co je celkovy prumeér a skupinové prumeéry?

Cemu se ifka celkovy soucet ¢tverct a jak jej lze rozlozit?

Co je v analyze rozptylu s jednoduchym tiidénim testovou statistikou, jaké
ma rozdéleni za platnosti nulové hypotézy?

Kdy zamitame nulovou hypotézu?

Pojmy k zapamatovani:

skupinové prumeéry a celkovy prumeér
celkovy soucet ctvercu a jeho rozklad
import a export dat

variabilita uvnitt skupin a mezi skupinami

tabulka vysledku analyzy rozptylu

Korespondencni tkol:

Korespondené¢ni tlohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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3 Zaklady linearni regrese

Pruvodce studiem:

Regrese je snad nejcastéji uzivana statistickd metoda. Odhaduje se, ze 80 az 90 %
aplikaci statistiky je néjakou z variant regresni analyzy. Principy regresni analyzy se
pokusime vysvétlit na nejjednodussim tzv. klasickém linearnim regresnim modelu.

K prostudovani této kapitoly si vyhrad'te asi 10 hodin.

Cil: Po prostudovani této casti kapitoly byste méli:

e chapat zakladni princip linearni regrese,

e rozpoznat rozdil mezi regresi a korelaci,

e umét nalézt odhady parametru s pomoci metody nejmensich ¢tvercu,
e umét identifikovat nevhodnou nezavisle proménnou,

e zvladnout vycislit a interpretovat vhodnost modelu.

Linearni regrese se zabyva problémem vysvétleni zmén hodnot jedné veli¢iny linedarni
zavislosti na jedné nebo vice jinych velicinach. Uvazujme nejjednodussi pripad, kdy

vysvétlujeme velicinu Y linedrni zavislosti na jedné vysvétlujici veliciné .

Priklad 3.1 Data maji tvar, ktery je uveden v nasledujici tabulce:

il m | Y;

T | Y
21| Y
ni| T, | Y,

Predpokladédme, Ze hodnoty veli¢iny & umime nastavit presné (napf. teplotu v ter-
mostatu), hodnoty Y; jsou zatizeny nahodnym kolisénim, zpusobenym tfeba ne-
presnostmi méfici metody (napf. objem plynu). K dispozici tedy méame n dvojic
pozorovanych hodnot. Grafické znazornéni takovych dat ukazuje nasledujici obra-
zek.

Na obrazku vidime, zZe s rostoucimi hodnotami veli¢iny @ se zhruba linearné méni i
hodnoty Y. Body na obrazku kolisaji kolem myslené ptimky, kterou bychom mohli
nameérenymi body prolozit.

Hodnoty veli¢iny Y; muzeme vyjadrit jako soucet dvou slozek:

}/;:60_'_613772_'_8727 i:1727"'7n (20)
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kde By, 81 jsou neznamé koeficienty urcujici linearni zavislost a ¢; ndhodné kolisani.

Pokud stiedni hodnoty ndhodného kolisani jsou nulové, E(g;) = 0,1 = 1,2,...,n,

rov. (20) muzeme piepsat
E(Y|x =x;) = E(Y;) = By + frx; (21)

¢ili stiedni hodnoty nahodnych velicin Y; za podminky, ze velicina & ma hodnotu

x;, lezi na piimce dané rov. (21).

Rovnice (20) a (21) formuluji regresni model, v tomto pfipadé linedrni regresni
model s jednou vysvétlujici proménnou (regresorem) x a vysvétlovanou proménnou
Y . Neznamé koeficienty Sy, 51 jsou parametry regresniho modelu, také se jim tika
regresni koeficienty. Regresni model je vlastné vyjadrenim nasi predstavy o zavislosti
veliciny Y na veli¢iné .

Jednou ze zakladnich tloh regresni analyzy je odhad parametru regresnitho modelu
z pozorovanych dat. V pripadé naseho linedrniho modelu je potieba odhadnout re-
gresni koeficienty [y, 81 z dat, tzn. nalézt takové hodnoty by, by, které by urcovaly
primku Y = bo+byz; co nejlépe prokladajici namérena data. Hodnoty by, by, jsou pak
odhady regresnich koeficienti 3y, 81, Y; je odhadem E (Y |x = z;). Co nejlepsi prolo-
zeni muze byt formulovano ruznymi zpusoby, nejcastéji se uziva metoda nejmensich
ctvercii (MNC), tj. hleddme takové hodnoty by (isek, ktery vytind pifmka na ose
Y) b; (smérnice piimky), aby soucet ¢tvercu odchylek pozorovanych hodnot Y; od

hodnot Y; byl co nejmensi:

n n

Se:Z<Yi—}7i>2:Z(Y,~—bo—b1xi)2 5 min (22)

i=1 i=1
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bo

0 X

Obrézek 3: Metoda nejmensich ¢tvercu (tento obrazek je rovnéz v priloze).

Piiklad 3.2 Metodu nejmensich étverci vysvétluje nésledujici obrazek. Resime
ulohu, jak volit hodnoty by a by, aby soucet obsaht ploch vyznacenych ¢tvercu byl

co nejmensi.

Hodnoty by, b; minimalizujici S, nalezneme tak, ze parcidlni derivace S, podle by,

b, polozime rovny nule:

9. 0 0S.
oby ob,

Tim dostaneme soustavu tzv. normdlnich rovnic (v tomto ptipadé dvou rovnic),

0.

v obecném pripadé, kdy regresni model ma vice parametru nez model s jednim
regresorem, je pocet normélnich rovnic roven poc¢tu parametri. Jsou-li normalni
rovnice linedrni jako v tomto regresnim modelu, fikame, ze regresni model je linedrni

v parametrech.

Snadno nalezneme, ze parcialni derivace jsou rovny nasledujicim vyrazum

a5, " S -
gie = =23 [(Y;— by — bizy) z;] = —2 (Z%YZ —bo Yy wi— blzx?> '
1 i=1 i=1 i=1 i=1

(23)
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V minimu jsou parcidlni derivace rovny nule, takze po jednoduchych tpravach do-

staneme soustavu dvou normaélnich rovnic

nboerlZ%': ZYi (24)
bonﬁble?: Z%‘Yi

Reseni této soustavy rovnic muzeme vyjadrit explicitné takto:

_%(Z}fi_blzxi):?—blf (25)

y, — oz)OYi) v A ;
Va¥ - Zu 5y - (T (DY) 26

b, = —
a2 — o) ny a?— (3 a)

Z rov. (25) vidime, ze piimka prolozend metodou nejmensich ¢tvercu, tj. spliujic

podminku (22), prochazi bodem [f, ?}.

Dosadime-li z rov. (26) do (25), dostaneme

DY) = (D) (SY) = ]
Ve WYt (> a) E:i
:JZKME%)(E%)(xJ

ny ri— (32 z‘)2

(27)

Nyni pfipomeneme nékteré rovnosti, které vyuzijeme pii dalsim vykladu o statistic-
kych vlastnostech odhadu by, b;.

> (wi—7)? =) (¢ - 20 +7) = 2} -2y x;+ 0T =
_ = -2 -2 (ZZL‘Z)Q (28>
—Zx?—anQjLn:cz—Zx?—nxz—Zx?— -

Z(%‘—T)%‘:Z T} — Ta;) Zx —xez—Z  —7)° (29)

Sai-7) (Yi-Y) =Y (0~ Y, — 7Y +7Y) =
=D aYi—TY Y=YV Y x4nxY =

:Z$i5/i—n57—nf7+nf7: (30)
Y T i SRR DLOLe B0

T, —2)Y; = Y, — 7 Y; =
2>
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Z rov. (26), (28) a (31) pak dostaneme

(S ) (TY) _
_xwim (1) [ - D=1 sy

b1 =
Sat -

Cx)’ - DY(n-3? s

n

kde s2 je vybérovy rozptyl veliciny @ a s,, je vybérovéa kovariance.

Say I ~ _ Szy __ Sy
, vidime, ze by = = Ty

Jelikoz 14, = =
xSy

Tzn., ze smérnici regresni piimky muzeme vypocitat z hodnoty korelacniho koefici-

entu. Jak vidime, smérnice i korelacni koeficient musi mit stejné znaménko.

S vyuzitim (30) a (31) muzeme rov. (26) prepsat

> (i — 7)Y, (32)

bl = p)
> (2 —7)

Odtud
b)Y (1 =)= (i -2

Pak pro stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in v predchozi rovnici plati
EMb)Y (w—7)" = (5 =) E(Y;) =) (2 —F) (6o + fiw;) =
:512(% —7) :512(% —5)2

Kdyz tuto rovnost délime vyrazem 3 (z; — )%, dostaneme E(by) = f3;, takze by je

nestrannym odhadem parametru (.

Podobneé pro by muzeme dosadit do (25)

— Y; v, —T)Y;_ 1 T —T)T
IRRALEEDILEE S e SR AL e AL

Muzeme ukazat, ze

a také, ze
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Pak pro stfedni hodnotu by plati

E(by) = ZCiE(Yz‘) = Zci(ﬁo + f)w; = 502% + b1 Zcﬂfz = fo.

Tedy i by je nestrannym odhadem parametru .

Chceme-li urcit rozptyly odhadu by, by, potfebujeme jesté dalsi predpoklady o na-
hodné slozce e; v rov. (20):

a) E(g;) =0, i=1,2,...,n (tento predpoklad uz byl vysloven diive);
b) var(e;) = E(e?) = o2, i=1,2,....n

2

(rozptyl e; je konstantni, tzv. homoskedasticita);

c) cov(e;ej) = Eeie;) =0, i#j, 4,5=12,....n

(i, €5 jsou nekorelované).

Z rov. (20) vidime, ze var(Y;) = var(e;) = . Pak z rov. (32) dostaneme

1 o?

— (@i —) var(V;) = =———.
(> (2 —7)7) Z > (7 —T)

Z rov. (33) vidime, ze rozptyl odhadu smérnice regresni pfimky muzeme snizit vhod-

var(by) = (33)

nou volbou hodnot regresoru tak, aby > (z; — 7)” byla co nejvétsi.
Z rov. (25) dostaneme
var(by) = var(Y) + z*var(b,) = o* <l + L) (34)
noY (e -7

Podobné tedy i rozptyl odhadu tseku regresni primky muzeme snizit zvétSenim

rozsahu vybéru a volbou hodnot regresoru tak, aby 3° (z; — Z)* byla co nejvets.

Priddme-li k predpokladum (a), (b), (c) jesté predpoklad (d)

d) &~ N(0,0?) i=1,2,...,n

(odchylky hodnot Y; od linedrni zévislosti maji normalni rozdéleni), pak

bj — B

~ N(0,1), ) =0,1 35
N0, (35)

Pokud bychom znali var(b;), mohla by statistika definovana rov. (35) slouzit jako

testové kritérium pro testy hypotéz o parametrech regresniho modelu.
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Obycejné vSak var(b;) nezndme, nebot’ nezname o2 - viz rov. (33) a (34). Hodnotu

o2 (tzv. rezidudlni rozptyl) vSak muzeme odhadnout:

n

n N2
g2 Z(Yi_yi> Z(Yi—bo—bﬂi)Z
22 2 e _ =l _ =1
o =7 n—2 n—2 n—2 ' (36)

Charakteristika s? definovana rov. (36) - vijbérovy residudlni rozptyl - je nestrannym
odhadem hodnoty 2. Dosadime-li tento odhad do rov. (33) a (34) misto o2, zfs-
kame odhady rozptylu regresnich parametru. Oznacme odmocniny z téchto odhadu
rozptylt s(b;), j = 0,1 (smérodatna odchylka nebo také standardni chyba odhadu

regresniho parametru). Pak ndhodna veli¢ina

bj — B
s(b;)
b .

a pro testovani hypotéz 3; = 0 muzeme uzit statistiku ?z) ~t,_o.
J

~ 2, ] - 07 17 (37)

Poznamka 3.1

Linedrni regresni model (20) muzeme celkem snadno zobecnit, muze obsahovat vice

nez jeden regresor. Mame-li k regresoru, k > 1, linearni regresni model ma tvar:

Yi= 0o+ Bz + Poxin + ...+ Prrx + e, 1=1,2,....n

Pak residualni rozptyl se odhaduje jako

n N2
> (v-¥)
~2 2 Se :izl
n—kF—1 n—kF—1

tj. soucet residudlnich ¢tvercu déli rozsahem vybéru zmensenym o pocet parametru

regresniho modelu, coz je k + 1.

b — B,
Pak plati 2= ot =01, ..k
s(by)

tedy tyto ndhodné veli¢iny maji Studentovo t-rozdéleni s n — k& — 1 stupni volnosti.

Priklad 3.3 Uvazujme data ze souboru lide. Nasim tikolem je odhad regresnich pa-
rametru linedrniho modelu zavislosti veliciny Hmotnost na veliciné Vyska. V feseni
vyuzijeme napiiklad statisticky program JASP. Volbou File/Open otevieme soubor
lide.jasp (vytvoreny diive programem JASP) a v menu Regression vybereme Linear

Regression. V sabloné regrese zvolime jako vysvétlovanou veli¢inu (Dependent vari-
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able) Hmotnost, jako regresor (Covariates) zvolime jedinou veli¢inu, a to Vyska. Po

spusténi vypoctu dostaneme nésledujici vystup:

Coefficients
95% CI
Unstandar. Std. Error t p Lower  Upper
(Intercept) -186.488 13.445 -13.870 1.379e-14 -213.947 -159.029
Vyska 1.450 0.078 18.696 4.413e-18 1.291 1.608
ANOVA
R R? Adjusted R> RMSE R? Change F Change
0.960 0.921 0.918  4.342 0.921 349.525

"\

Density

B/

\ \ \ T \
-2 - 0 1 2

Standardized Residuals

Obrézek 4: Histogram residui (tento obrazek je rovnéz v priloze).
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Obrazek 5: Rozdéleni residui (tento obrazek je rovnéz v piiloze).

Odhady parametru linearniho regresnitho modelu jsou v ¢asti Coefficients. Na radku
Intercept je odhad tseku regresni piimky - viz rov. (27) - a dalsi charakteristiky
tykajici se tohoto parametru, na fadku Vyska pak je odhad smérnice - viz rov. (26) -
a dalsi charakteristiky tykajici se tohoto parametru. Odhady parametru by, by, jsou
tedy ve sloupci Unstandardized. Ve sloupci Std. Error jsou pak s(b;), j =0,1 -
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viz rov. (33), (34) a nésledujici text. Ve sloupci ¢ jsou hodnoty testového kritéria

% pro test hypotézy /3; = 0 - viz rov. (37) - a ve sloupci p jsou vyznamnosti p pro
J

oboustranny test.

Vysledkem nasi ulohy jsou odhady by (tisek) = -186,5 a by (smérnice) = 1,45. Kromeé
toho vidime, nase data nds opravnuji zamitnout hypotézu 5; = 0, (v tabulce vy-
sledki ma hodnota p-value 17 nul, tzn. p < 5 x 10—18), takze nulovou hypotézu
muzeme zamitnout na jakékoli rozumné zvolené hladiné vyznamnosti. Ziejmé se
vaha s rostouci délkou vyznamné meéni. Stejné tak muzeme zamitnout hypotézu
Bo =0 (p<5x1071), tudiz regresni primka neprochdzi pocatkem. Takovy regresni
model jen s jednim parametrem, a to smérnici, bychom méli prozkoumat v dalsim

kroku. Vyznam dilezité charakteristiky R? vysvétlime pozdéji.

V éésti Coefficients jsou rovnéz uvedeny 100(1 — «v)-procentni intervalové odhady
regresnich parametru (ve sloupcich Lower a Upper 95 % C.1.), hodnota o muze byt

zvolena pfti zadani vypoctu.

Cést ANOVA vysvétlime pozdéji. Z dalsich charakteristik je uzitetnd RMSE, coz je
smérodatna odchylka odhadu, odmocnina z vyrazu daného rov. (36), tedy vybérova

residudlni smérodatnéd odchylka s.

Grafy ve vystupu - histogram residui Y; — Y; a zdvislost residuf Y; — Y; na hodno-
tach Y; predikovanych regresnim modelem jsou uziteénym néstrojem pro vizulni
priblizné ovéreni predpokladu (a), (b), (¢) a (d) uzitych pii odvozovani vztahu pro
odhad regresnich parametru a rozdéleni statistik, zejména pro ovéreni konstantniho

rozptylu, nekorelovanosti residui a jejich normalniho rozdéleni.

Nyni se vratime k vysvétleni charakteristik, které jsme v predchozim piikladu pre-
skocili. Z odstavce o analyze rozptylu vime, ze celkovy soucet ¢tvercu odchylek na-

meérenych hodnot veliciny Y od jejich pruméru muzeme rozlozit na dva scitance:

ST =Y () e (VT (38)

i=1 i=1

Ozna¢me jednotlivé sumy ctvercu podle jejich vyznamu

e celkova suma ¢tvercu (total sum of squares):

TSS=Y (Yi-Y)
i=1
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e residudlni suma ¢tvercu (residual sum of squares):

Rsszse:i(yi—ffif

i=1

e modelovd suma ¢tvercu (model sum of squares):

Msszzn:(ifi—?)z
i=1

Rov. (38) tedy muzeme ¢ist takto: Celkovou variabilitu vysvétlované velic¢iny rozlo-
zime na ¢ast, kterd odpovida variabilité vysvétlené regresnim modelem a na cast,

kterou model nevysvétluje, kterd zbyva, tedy je residualni. To muzeme zapsat:

TSS = MSS + RSS. (39)

Pak muzeme zavést index determinace R? (R-squared).

_ MSS _TSS—RSS . RSS

R _ 22
TSS 7SS 7SS

(40)

Vidime, ze index (koeficient) determinace je vlastné podil variability vysvétleny

regresnim modelem k celkové variabilité zavislé veliciny. Je ziejmé, zZe

0<R*<1 (41)

Hodnotu 1 dosahuje R? tehdy, kdyz RSS = 0 (viz rov. (40)), tj, Ze zdvislost Y na
@ je presné linedarni (model vysvétluje vse). Hodnotu 0 dosahuje index determinace
tehdy, kdyz model nevysvétluje z variability Y nic, tzn. RSS = T'SS, tedy regresni

piimka je rovnobéznd s osou & v trovni by =Y.

Lze také ukdzat, ze pro linedrni regresni model s jednim regresorem - rov. (20)
nebo (21) - je koeficient determinace roven druhé mocniné vybérového korelaéniho
koeficientu, tedy

R*=r2 . (42)

Y

Poznamka 3.2

Pii pouzivani tohoto vztahu nezapomeiite, ze —1 < r,, < 1 a znaménko korelacniho

koeficientu je shodné se znaménkem smérnice piimky.

Tabulka analyzy rozptylu je obvyklou souc¢ésti pocitacovych vystupu regresnich pro-
gramu. Jeji strukturu pro vybér o rozsahu n a regresni model s k parametry (pocet

regresoru je k — 1) muzeme vyjadrit
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zdroj suma | stupné | stfedni ¢tverec
variability | ¢tvercu | volnosti | (mean square) F
MSS/(k—1)
error RSS n—k RSS/(n — k)
total TSS n—1

Jsou-li splnény predpoklady (a) az (d), statistika F' v predposlednim sloupci tabulky

ma F rozdéleni s (k — 1) a (n — k) stupni volnosti. V pripadé modelu jen s jednim

regresorem je tento test ekvivalentni s ¢-testem hypotézy, ze 5 = 0 (smérnice je

nulovd, tedy Y neni na x linedrné zévislé), dosazend irovenn vyznamnosti p je u obou

testu shodnd, viz poznamka v zavéru kapitoly o analyze rozptylu s jednoduchym

tridénim. Statistiku F' vyuzijeme jen v ilohéach s vice nez jednim regresorem. Je-li

hodnota statistiky F' v kritickém oboru, znamend to, ze vyznamna cast variability

veliciny Y je vysvétlena linedrni zavislosti na jednom nebo vice regresorech.

Shrnuti:

Regrese je jedna z nejuzivanéjsich metod statistiky.

Nejjednodussi a nejznameéjsi forma regrese je linedrni model.

Cilem regrese je modelovat zavislost mezi zavisle proménnou a nezavisle
proménnou(-ymi).

Hledani koeficientu modelu zajist'uje nejcastéji metoda nejmensich ¢tvercu.
Vhodnost modelu Ize odhadovat s pomoci koeficientu determinace.

Pro kazdy z regresoru je potireba testovat, zda ma v modelu uplatnéni.

Na linearni regresi jsou kladeny predpoklady, které je potieba ovérit.

Kontrolni otazky:

=W o=

ot

Co vyjadiuje linearni regresni model, jaky ma tvar?

Co jsou parametry linearnitho modelu? Jak se odhaduji z dat?

Co se minimalizuje v metodé nejmensich ¢tvercu?

Jaké jsou predpoklady v klasickém linearnim modelu? Jak jejich platnost lze
OVerit?

Jaké hypotézy o parametrech lze testovat? Co je testovou statistikou?
Jakych hodnot muze nabyvat koeficient determinace? Jak lze jeho hodnotu
interpretovat?

Spocitejte ulohu fesenou v prikladu v této kapitole pomoci Excelu, zorientujte

se ve vystupech a porovnejte vysledky.
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Pojmy k zapamatovani:

linearni regresni model

odhad parametru regresntho modelu, metoda nejmensich ¢tvercu

residudlni rozptyl, rozptyly odhadu parametru

celkovy a residualni soucet ctvercu, koeficient determinace

Korespondencni tkol:

Korespondenéni tlohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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4 Neparametrické metody

Pruvodce studiem:

V této rozsahlé kapitole se seznamime se zaklady tzv. neparametrickych metod.
Metod, kdy predmétem testu hypotézy neni tvrzeni o hodnoté parametru néjakého
konkrétniho rozdéleni, ale nulova hypotéza je formulovana obecnéji, napt. jako shoda
rozdéleni nebo nezavislost velicin. Tuto kapitolu doporucujeme studovat po jednotli-
vych podkapitolach a podle potieby se v textu vracet a vzajemné porovnavat vyhody
a nevyhody jednotlivych testu. Postupy a algoritmy uzivané v neparametrickych me-
todach, zejména operace s poradim hodnot, mohou byt i inspirativni pro aplikaci

v mnoha oborech informatiky.

Cil: Po prostudovani této casti kapitoly byste méli:

e porozumeét obecnému principu pouziti neparametrickych metod,
e byt schopni pracovat s vypoctu testu dobré shody a testu nezavislosti,

e podrobnéji pochopit princip Wilcoxonova a Kruskal-Wallisova testu.

Dosud jsme se setkavali jen s testy hypotéz o parametrech norméalniho rozdéleni
(t-testy, ANOVA, testy o parametrech linedrniho regresniho modelu). Vechny tyto
testy vychazeji z predpokladu, ze mame jeden nebo vice vybéru z norméalniho rozdeé-
leni. Tak silny predpoklad pti praktickych aplikacich nebyva casto splnén. Pak je na
misté otdazka, jakou statistickou metodu volit, abychom dostali spolehlivé vysledky
a aby naSe rozhodnuti pti testu hypotézy nebylo ovlivnéno pravé jen nesplnénim
predpokladu pro pouziti téchto tzv. parametrickych metod. Jednim z dlouha léta
osvédcenych alternativnich postupu je pouziti tzv. neparametrickych metod. Nebu-
deme se podrobnéji zabyvat spolecnymi vlastnostmi neparametrickych metod, jen se
spokojime s tim, ze neparametrické metody nevyzaduji, aby vybéry byly z normal-
niho rozdéleni. Vétsinou staci, kdyz jde o vybéry ze spojitych rozdéleni, u neparame-
trickych metod se nulova hypotéza casto tyka medidanu rozdéleni. Neparametrické
metody ¢asto vychéazeji z poradi pozorovanych hodnot v jejich vzestupném uspota-
dani. Predpoklady pro aplikaci neparametrickych metod jsou oproti parametrickym
metodam daleko slabsi, tzn. ze pti aplikacich jsou splnény castéji Obecné vsak plati,
ze tato vyhoda neparametrickych testu je vyvazena nevyhodou - ve srovnani s testy
parametrickymi jsou neparametrické testy slabsi, tzn. ze pravdépodobnost zamitnuti
nulové hypotézy v situaci, kdy zamitnuta byt ma, je mensi. Proto by neparametrické
testy mély byt uzivany jen tehdy, kdy predpoklady pro parametrické testy splnény

nejsou.
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4.1 Test dobré shody

Test dobré shody (angl. goodness-of-fit test) se uziva k ovérovani shody empirického

rozdéleni s néjakym teoretickym rozdélenim. Ilustruje to nasledujici priklad.

Priklad 4.1 Chceme ovérit, zda je pocet utoku do pocitacové sité v ramci vybrané
spolecnosti stejny v ramci tydne. Jinymi slovy, zda vSech sedm moznych vysledki ma
stejnou pravdépodobnost. Firma zaznamenala nasledujici ¢etnosti v iithrnu jednoho

kalendainiho mésice:

vysledek | Po | Ut | St | Ct | P4 | So | Ne | n
cetnost n; | 119 | 94 | 93 | 82 | 126 | 139 | 117 | 770

Testujeme nulovou hypotézu, ze pravdépodobnosti p; = 1/7. Muzeme tedy spocitat
¢etnosti e;, které bychom ocekavali za platnosti nulové hypotézy ze 770 tutoku za
platnosti nulové hypotézy (n = 770), ¢, =n-p; = 770 - (1/7) = 110.

Nulovou hypotézu zamitneme, kdyz se pozorované cetnosti n; budou hodné lisit od

ocekavanych cetnosti e;. Testovym kritériem je statistika

2

(n; — ei)
X = —_— 43
2w )
kde k je pocet moznych vysledku, v nasem prikladu k£ = 7. Tato statistika ma pti
dostatecné velkém n (takovém, aby vSechny e; > 5) rozdéleni chi-kvadrat s k£ — 1

stupni volnosti,
k

(n; — ez')z
X = § — Xi (44)
i=1 v

Nulovou hypotézu zamitneme, pokud odchylky od ocekavanych cetnosti jsou velké,

tj. kdyz hodnota testového kritéria X je v kritickém oboru W,

W= [xi_1(1—a),+o00).

Pro nas priklad je vypocet ukazan v nasledujici tabulce.

1| n | pi| € X &
Po | 119 | 1/7 | 110 | 0.74 | 0.86
Ut | 94 |1/7|110| 0.80 |-1.53
St | 93 [1/7 110 | 1.25 |-1.62
Ct| 8 |1/7]110| 1.25 | -2.67
P4 | 126 | 1/7 [ 110 | 1.80 | 1.53
So [139 | 1/7 | 110 | 0.80 | 2.77
Ne | 117 | 1/7 | 110 | 0.80 | 0.67

X |70 1 | 7702324 0
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Zvolime-li a = 0,05, je kriticky obor W = [12.59, +00). Hodnota testové statistiky
je 23,24, lezi tedy v kritickém oboru, a proto nulovou hypotézu zamitame. Je tedy
ziejmé, ze pocet utoku do pocitacové sité spolecnosti se v ramci dnu tydne lisi, coz

znazornuje i obrazek:

0.14
0.12

0.1
0.08 [

=
0.06
0.04 X=23.24
12.59
0021 \ \
0 . .
0 5 10 15 20 25

V takovém pripadé nas dale zajima, zda néktery den dochazi k podstatné vyssim,
¢1 podstatné niz§im poctum utoku, oproti zbytku tydne. K tomu poslouzi tzv. stan-

dardizovana residua — ¢;, ktera maji zhruba normované normalni rozdéleni:

Je evidentni, Ze residua mohou nabyvat kladnych i zapornych hodnot, coz v pripadé
prekroceni mezni hodnoty normovaného normélniho rozdéleni (=~ £+1.96) odhali zvy-
Seny (4) ¢i naopak snizeny (—) pocet vyskytu utoku. Z posledniho sloupce nasi
tabulky vidime, ze v sobotu dochazi k vyznamné vysS$im poctum utoku, a naopak

ve ¢tvrtek je pocitacova sit’ spolecnosti ohrozovana vyznamné nejméné.

Pro spojité veliciny a spojita rozdéleni je test dobré shody podobny, jen postup o
trochu pracnéjsi. Testujeme shodu rozdéleni nasich pozorovanych hodnot s néjakym
spojitym teoretickym rozdélenim, zndme tedy distribucni funkei F'(x) tohoto roz-
déleni. Pottebujeme tedy zjistit empirické cetnosti n; a ocekdvané cetnosti e;, tzn.
predtim musime obor hodnot empirickych dat rozdélit na intervaly, v nich zjistit
cetnosti, spocitat ocekavané ¢etnosti a vyhodnotit testové kriterium (43). Soucasné
potifebujeme, aby vSechny ocekavané cetnosti byly e; > 5. Je vyhodné zvolit takové
déleni na takovych k intervalu, aby ocekavané cetnosti byly konstantni,

>3
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tedy k volime tak, aby k& < n/5.

Hranice intervalu jsou pak nasledujici kvantily teoretického rozdélent,

x(i-p;) =x(i/k), 1=0,1,... k. (46)

Pak uz se jen spocitaji cetnosti n;, i = 0,1,...,k, tj. pocty hodnoty v jednotlivych

intervalech a vyhodnoti testové kriterium (43).

Vyznam pojmu p-kvantil, tj hodnoty z(p) ilustruje obrazek.

0.7 .
0.6 :
X051 1
0.4 .

0.3 4

02 x(p) i

o1} / ]

Obrazek 6: Kvantil a distribuéni funkce (tento obrazek je rovnéz v piiloze).

Uvédomme si, ze podminka (45), znamend, ze déleni na svislé ose hodnot F(z)
je ekvidistantni, zatimco intervaly (jejich hranice dané vztahem (46) odecitdme na
vodorovné ose) stejné Siroké vétsinou nejsou, zalezi na tvaru distribuéni funkee,
¢ili na teoretickém rozdéleni, s nimz testujeme shodu. Nejcastéji se testuje shoda

s normalnim rozdélenim.

4.2 Kontingencni tabulky - test nezavislosti

Méame-li dvé nominalni veliciny X, Y, kde X muze nabyvat hodnot =1, xs,...2¢c a
velicina Y muze nabyvat hodnot vy, 4o, . . . , yr, pak rozdéleni ¢etnosti pozorovanych

hodnot muzeme vyjadiit kontingencéni tabulkou, jak uz zname z popisné statistiky.
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X

I T R X R ite! Tie
Y | 11 | M2 Ny nic TNie
Y2 | M21 | T2z Nac T2e

Y

Yi | Ni1 2y n;c Mo
Yr | MR1 | R2 NRj NnRrc T Re

Te1 | Me2 Nej NeC | Nee — NN

Hodnoty n;; jsou absolutni ¢etnosti, tzn. pocty sledovanych objektu, kdy velicina Y’
mé hodnotu y; a soucasné veli¢ina X ma hodnotu z;. Margindlni cetnosti n;e a ne;

jsou definovany jako fadkové, resp. sloupcové soucty.

C R
Nije — Z NijNej = Z Ngj (47)
j=1 =1

Celkovy pocet objektu n je samoziejmé soucet pres vSechna policka tabulky:

n:Z' nij:Zni.:Zn.j (48)

=1 ]:1 =1

Obvyklou tlohou statistické analyzy je rozhodnout, zda ndhodné velic¢iny jsou ne-
zavislé ¢i mezi nimi existuje néjaky vtah a také néjakou vhodnou charakteristikou

piipadnou zavislost kvantifikovat.

Test nezavislosti dvou nominalnich nahodnych velicin X, Y je zalozen na tom, ze
muzeme odhadnout ¢etnosti, které bychom pozorovali, kdyby opravdu veliciny X, Y
nezavislé byly. Jsou-li X,Y nezavislé, pak pravdépodobnost jevu, ze soucasné na-

stane jev Y = y; a jev X = z; vyjadiit jako soucin pravdépodobnosti

P(Y =y) (X =x;)] = P(Y = y) - P(X = z),

. . (49)
1=1,2, ....R,j=1,2, ...,C.

Pro zkraceni zapisu zavedeme oznaceni
pii = PIY =p) N (X =x))], pie = PY =ui), pej = P(X = 15).

Pak rov.(49) muzeme piepsat

Dij = Die * Pej i:1727"'7R7 j:1727"'7c (5())
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Margindlni pravdépodobnosti p;e , pe; muzeme odhadnout jako relativni margindlni

cetnosti (odhady jsou vyznaceny stiiskou nad symbolem):

~ Nie noj
e — y Pej — ) o1
p " Dej n (51)

a cetnost, kterou bychom ocekavali v nasich datech, pokud by veliciny X,Y byly
nezavislé (tzv. ocekdvand Cetnost, expected frequency) muzeme odhadnout pro kazdé
policko kontingenéni tabulky jako

Nie noj nionoj

U Py = T T

(52)

Nulovou hypotézu

Hy : veliciny X, Y jsou nezdvislé (53)

zamitneme tehdy, kdyZ pozorované cetnosti n;; budou podstatné odlisné od oceké-
vanych cetnosti e;;, tj. hodnot, které bychom pozorovali v nasich datech, pokud by

nulovd hypotéza platila. Testovou statistikou pro test nulové hypotézy (53) je

R C

X2:ZZM’ (54)

6. .
i=1 j=1 vt

kterd md asymptoticky (tj. pro dostatecné velké cetnosti) rozdélen{ y? s (R—1)(C—1)

stupni volnosti, pribliznée tedy plati
s see (i —eg)®
9 DL A &

Jelikoz (55) plati pouze priblizné, je pii uziti tohoto testu nutno posoudit, zda je
splnéna podminka, ze ¢etnosti v tabulce jsou dostatecné velké. Obvykle se pro uziti
tohoto testu pozaduje podminka, aby vSechny ocekdvané cetnosti e;; > 1 a naprosta

vétsina (alespont 80 %) ocekavanych cetnosti byla e;; > 5.

Kritickym oborem proto tento test nezavislosti je
W = [X{r_1c_1(1 —a),+0) .

Zamitneme-li hypotézu o nezavislosti velicin X a Y, pak nés obvykle zajima, které
pozorované cetnosti (kterda policka kontingencni tabulky) se od Cetnosti ocekava-
nych pii nezévislosti veliéin vyznamné odchyluji. Rikdme, ze vyhleddvédme zdroje

zavislosti.
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Jedna z nejjednodussich metod posouzeni téchto zdroju zavislosti je posouzeni pti-
spévku jednotlivych policek tabulky k hodnoté testové statistiky (55). Velikost to-
hoto prispévku je vyznamna, kdyz rozdil pozorované a ocekavané cetnosti nelze

povazovat za nahodny, tj. tehdy, kdyz

(ny — eiy)’

> xi(1—a), (56)
el-j

pro obvykle uzivanou hodnotu a = 0, 05 je x3(0,95) = 3,84 (viz tabulky 8.1).

Pohodlnéjsi je uzit standardizovand residua €;; = (n;; — €;5) //€i;. Uzijeme-1i stan-
dardizovana residua, podle jejich znaménka vidime, zda pozorovana ¢etnost je vétsi
¢1 mensi nez ocekavana. Uziti testu nezavislosti dvou nomindlnich veli¢in ukazeme

na nasledujicim piikladu.

Piiklad 4.2 Mame posoudit, zda veli¢iny vzdel a pozice (data employs) jsou neza-
vislé. Jinymi slovy, zda zastoupeni vsech tii stupnu vzdélani je ve trech profesich

shodné.
Hy: vzdel a pozice jsou nezavislé veli¢iny
Vypocet provedeme s pomoci programu JASP. V ném z menu Frequencies vybereme

Contingency Tables. Zadame velicinu vzdel a pozice jako Rows a Columns.

Poradi ovliviiuje pouze tvar tabulek ve vystupu, nikoliv hodnotu spoctené testové
statistiky. Ovsem doporucujeme do sloupct (columns) uvddét velicinu, ktera by méla
byt zdvisla na druhé veli¢iné v fadcich (rows). V nasem piikladu tedy do sloupcu za-
dame pozice a do fadku vzdel, protoze logicky uroven vzdélani muze ovlivnit pracovni

pozici, a ne naopak.

Contingency Tables

pozice
vzdel manazer manualni urednik  Total
SS Count 1.0 13.0 182.0  196.0
Expected count 34.7 11.2 150.1  196.0
VS Count 83.0 1.0 141.0 225.00
Expected count 39.9 12.8 172.3  225.0
7S Count 0.0 13.0 40.0 53.0
Expected count 9.392 3.0 40.6 53.0
Total Count 84.0 27.0 363.0  474.0
Expected count 84.0 27.0 363.0 474.00

V sabloné Results vyznacime, které vystupy pozadujeme, v tomto prikladu Count

(pozorované Cetnosti), Expected count (otekédvané cetnosti) a Chi-square Tests (tes-
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tovou statistiku definovanou rov. (54)). Po provedeni vypoctu dostaneme nasledujici

vystup, zde je uveden mirné zkracen.

Chi-Square Tests

‘ Value df p
X?| 145472 4 1.901e-30
N 474

Standardized Residuals

vzdel ‘ manazer manualni urednik

SS -5.72 0.55 2.60
VS 6.83 -3.30 -2.39
ZS 0 5.74 -0.09

V faddku X? vidime, 7ze hodnota testové statistiky je 145,5, hodnota vyznamnosti p
je mensi nez obvykle volena hladina vyznamnosti a = 0, 05 a hypotézu o nezavislosti

veli¢in vzdel a pozice muzeme na této hladiné vyznamnosti zamitnout.

Vidime, ze vSechny oc¢ekavané cetnosti jsou vétsi nez 5, jak vidime v fadcich Fxpected
count. Program JASP v aktudlni varianté nepocita standardizovand residua, tyto

vsak lze snadno spocitat napt. v MS Excel, jak ukazuje posledni tabulka.

Celkové muzeme shrnout, ze hypotézu o nezavislosti veli¢in vzdel a pozice jsme za-
mitli na hladiné vyznamnosti a = 0,05, s prehledem bychom ji vSak zamitli i na
jakékoli jiné hladiné vyznamnosti. Podivame-li se na zdroje zavislosti (Standardized
Residuals), vidime, ze je zna¢né mnoho vysokoskolsky vzdélanych manazeru, stie-
doskolsky vzdélanych uredniki a manualné pracujicich se zakladnim vzdélanim, coz

lze povazovat, za logicky fakt.

Statistiku (54) lze uzit pro test nezdvislosti veli¢in, ale neni vhodnou charakteristikou
intenzity (tésnosti) zavislosti, nebot’ jeji hodnota zavisi na rozsahu vybéru n. Zveétsi-
li se rozsah vybéru k-krat pii stejném proporciondlnim obsazeni policek tabulky,
zvétsi se i hodnota testové statistiky y? k-krat. Pro spojité nahodné veli¢iny je
mirou intenzity zavislosti vybérovy korelaéni koeficient nebo koeficient determinace.
Podobné vlastnosti v pripadé dvou nomindlnich veli¢in, totiz nulovou hodnotu pro
idealni nezavislost a hodnotu 1 pro dokonalou zavislost maji nékteré z nasledujicich

charakteristik uzivanych pro vyjadieni tésnosti zavislosti.

_ e
e Cramerovo V = min(R,0)

o . . 2
e Pearsonuv koeficient kontingence C' = / X§+n
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Pro veliciny vzdel a pozice z uvedeného prikladu hodnoty téchto koeficientu ziskdame

navolenim pftislusnych policek:

Cramer’s V 0.392
Contingency Coeflicient 0.485

Vidime tedy, ze vztah mezi velicinami opravdu neni prilis tésny.

Poznamka 4.1

Uvedeny test nezavislosti muzeme uzit nejen pro dvojici nomindlnich veli¢in, ale
také pro veliciny ordinalni. Je dokonce pouzitelny i pro spojité veli¢iny, pokud je-
jich hodnoty seskupime do vhodnych intervalu, ale v takové situaci je vétsinou pro

posouzeni vztahu velicin vhodnéjsi korelaéni koeficient.

4.3 Znaménkovy test

Obvykla formulace jednovybérového znaménkového testu je: uvazujeme vybér ze
spojitého rozdéleni (nemusi byt symetrické) a chceme testovat nulovou hypotézu, ze
median tohoto rozdéleni z je roven urcité hodnoté x( proti jednostranné alternative,

napi. ze median tohoto rozdéleni je vétsi nez xg.
HO C T = Zo
Hi: 2> x

Testovou statistikou je pocet hodnot x; ve vybéru vétsich nez xy. Za platnosti nulové
hypotézy ma testova statistika Z binomické rozdéleni, Z ~ Bi(n,p), kde hodnota
parametru p = 0.5 (z definice medianu), n je rozsah vybéru. Je-li hodnota testové
statistiky rovna z, pak nulovou hypotézu zamitame ve prospéch alternativy tehdy,
kdyz P(Z > z) < «, kde « je zvolend hladina vyznamnosti. Pravdépodobnost
P(Z > z) < a lze snadno spocitat jako

n z

rez9=3 Nz w2 () w2 (i)

k=z k=0

Z vlastnosti binomického rozdéleni muzeme uréit stiedni hodnotu a rozptyl testové

statistiky za platnosti nulové hypotézy

E(Z):np:gavar(Z):np(l—p):Z.

Pro vétsi rozsahy vybéru lze aplikovat centralni limitni vétu, pak normovana na-

hodna veli¢ina n

Z=5 2Z-n
R
4

U =

(57)
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mé priblizné normované normalni rozdéleni N (0, 1), coz pak lze uzit pro priblizné

urceni hodnoty P(Z > z) u vybéru vétsich rozsahu.

Poznamka 4.2

Znaménkovy test byva velmi casto uzivan jako test parovy, ,ptisna“ formulace to-
hoto parového testu je nasledujici: Méjme dva zavislé vybéry ze spojitych rozdéleni
(X1, Xo, ..., X,) a (Y1,Ys, ..., Y,) (tzn. dvé pozorovani pro kazdy objekt) a testu-

jeme hypotézu, ze mediany obou veli¢in jsou shodné, vétsinou proti jednostranné

alternativé.
HO . X = ?
H1 : X < }7

Testovou statistikou je pocet pozorovani, pro kterd plati ¥; > X, pricemz dalsi

postup je stejny jako u jednovybérového znaménkového testu.

P11 volnéjsi formulaci parového znaménkového testu se muzeme spokojit jen s kvali-
tativnim porovnanim. Napf. zjist'ujeme, zda urcity ,,novy“ piistup v oblasti informa-
tiky prinasi uzivatelum subjektivni pocit zlepseni prace ¢i zdbavy. Novy piistup je
aplikovan na n pocitacich (¢i u n uzivatelu), dotazem na kazdého uzivatele zjistime,
ze u z uzivatelu doslo ke zlepseni, u n — z ke zhorSeni (nebo muzeme tici, ze nedoslo
ke zlepseni). Testujeme tedy hypotézu, ze pravdépodobnost zlepseni je rovna 0,5

proti jednostranné alternativé, ze tato pravdépodobnost je vétsi, tedy

Hy:p=20.5
Hy:p>0.5

Priklad 4.3 Nejmenovana uspésna pocitacova spolecnost si chtéla malym pruzku-
mem oveérit, zda predstaveni nového produktu prispélo ke zvyseni jeji prestiznosti.
V prizkumu bylo osloveno ndhodné 50 tcastniku, kteii méli po predstaveni nového
vyrobku odpovédét na otazku, zda jejich duvéra v tuto spolecnost je vétsi nez pred
predstavenim. Kladnych odpovédi (ANO) bylo 32, NE odpovédélo zbylych 18 doté-
zanych. Lze se domnivat, ze predstaveny vyrobek prispiva ke zvyseni duvéryhodnosti

spolecnosti?

Odpovéd’ na tuto otazku da test hypotézy

Hy : p = 0.5 (predstaveni nemeélo vliv)
proti alternative

Hy :p > 0.5 (predstaveni zvysilo duvéru)
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Za platnosti Hp mé& pocet kladnych odpovédi Z binomické rozdéleni,
Z ~ Bi(50,0.5).

50 50
1 50 1 20
P(ZZ32):25OZ (k) :2502 (50_;€) -
=32 k=32

1 50 50 50
T ) ()] 2oams

a tedy nulovou hypotézu zamitame, tzn. je duvod vérit, ze predstaveni nového pro-

duktu zvysilo duvéryhodnost pocitacové spole¢nosti.
Pokud bychom uzili asymptotickou statistiku (57), dostaneme

22 —n 2-32—-050 108
u = = = 1.98.
vn v/50

Pravdépodobnost P(U > 1.98) = 0.0239, je o néco mensi nez presnd hodnota spoci-
tand z binomického rozdéleni Bi(50, 0.5), ale opét i v tomto pripadé zamitame nulo-
vou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 0.05. Rozdil mezi P(Z > 32) = 0.0325 a
P(U >1.98) = 0.0239, tj. pfiblizné 8.6 x 1072 je zpusoben malym rozsahem vybéru
(n = 50). Pii vétsich hodnotach n se rozdily snizuji, , pfi mensich naopak zvysuji,
jak ukazuje nasledujici tabulka.

n| z z/n | P(Z > z) u| P(U>u)
25|16 | 16/25 0.1148 | 14 0.0808
50 | 32| 16/25 0.0325 | 1.98 0.0239
100 | 64 | 16/25 0.0033 | 2.8 0.0026

V tabulce také vidime, jak s rostoucim rozsahem vybéru roste sila testu, a naopak.
Pii stejné relativni cetnosti kladnych odpovédi 16/25 pro n = 25 nulovou hypotézu
nezamitame, pro n = 50 a n = 100 uz na hladiné vyznamnosti a = 0.05 nulovou

hypotézu zamitneme.

4.4 Jednovybérovy Wilcoxoniv test

Jednovybérovy Wilcoxonuv test se podobné jako jednovybérovy znaménkovy test
uziva k testu hypotézy, ze median néjakého spojitého rozdéleni je roven dané hod-
noté. Oproti znaménkovému testu predpoklddame, ze rozdéleni, z néhoz mame vybér
X1, Xo, ..., X, je nejen spojité, ale i symetrické kolem bodu a, tj. pro jeho hustotu
f plati:

fla+ )= fla—a)

a hodnota a = X je hodnotou medidnu tohoto rozdéleni. Jednovybérovym Wilcoxo-

novym testem testujeme hypotézu
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H()IXISL’Q
HliX#ZL‘Q

Predpokladejme, ze zadna z hodnot X; ve vybéru neni rovna xy. Veliciny Y; = X,; —
xo (odchylky od predpokladané hodnoty xy) sefadime do neklesajici posloupnosti
podle jejich absolutni hodnoty ’Y(D’ < ’Y(Q)’ <...< }Y(n)} Necht’ R je poradi
hodnoty ‘Y(Z)‘ v této posloupnosti. Je ziejmé, ze za platnosti nulové hypotézy jsou
Y1, Ys, ..., Y, nezdvislé ndhodné veliciny, jejichz rozdéleni je symetrické kolem nuly.
Proto by mély byt soucty poradi nezapornych odchylek S* = 7., . R i zdpornych
odchylek S™ =%, R} zhruba stejné. )

Samoziejmé plati, ze soucet kladnych a zdpornych poradi je S = ST+ S5~ =1+

n(n+1)
24 ... +n=—7—-=

podstatné 1isi, tzn. pokud je min(S™, S™) mensi nebo rovno kritické hodnoté w,,(c).

a nulovou hypotézu zamitneme, jestlize se hodnoty S*, S~

Tyto hodnoty jsou pro mensi vybéry n tabelovany (napriklad v tabulce 8.5), pricemz

jsou spocitany kombinatoricky s vyuzitim klasické pravdépodobnosti.

Pro vétsi rozsahy vybéru lze uzit asymptotickou aproximaci. Za platnosti nulové

hypotézy je:

n(n+1)

1 a wvar(ST) = in(n +1)(2n+1)

B(sT) = T2

a bylo také dokdzéno, ze s rostoucim n se rozdéleni statistiky S* bliz{ normédlnimu

rozdéleni. Pak muzeme k testu nulové hypotézy uzit statistiku:

ST —E(ST)
var(S+)

kterd m& ptiblizné normované normélni rozdéleni N(0,1). Hy zamitneme, pokud je
absolutni hodnota statistiky |U| > u(1l — «/2), kde u(1 — «/2) je (1 — a/2)-kvantil
rozdéleni N(0,1).

Priklad 4.4 V ramci pokusu zdravotni organizace bylo testovano, zda je srdec¢ni ryt-
mus populace CR v rdmci doporucenych mezi (pro tento piiklad uvazujeme idedlni
tep 75 tudert za minutu). Bylo ndhodné osloveno deset osob, kterym byl za pat-
ficnych podminek zméren srdecni tep. Na zakladé méteni byly ziskany nasledujici
vysledky: 68, 72, 94, 80, 71, 67, 97, 89, 81, 66.

Nasim tkolem je testovat hypotézu Hy : X = 75 (ideru) proti alternative Hy : X +

75, tedy rozhodnout, zda ndm nase pozorovani poskytuje duvod odmitnout pred-

stavu, ze polovina osob v populaci ma tep nizsi a polovina vyssi nez doporucenych
75 uderu za minutu.

X; 68 | 72194 80|71 |67|97 |89 |81 |66

Y, =X, =75 |-T|-3|19| 5 |-4|-8|22|14| 6 |-9
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Hodnoty Y; usporadame do neklesajici posloupnosti podle ’Y(Z) ’:

poradi 11213

3 5167181910
Yi=X,—75|-3| 4|5

-89 14|19 22

S | I

J—y

Kladné hodnoty Y; jsou zvyraznény.

Potom

ST =3+4+8+9+10= 34,
ST=S-8"T=142+54+6+7=21,
min(S*,S7) = 21.

Kriticka hodnota v tabulce je w0(0.05) = 8, tzn. ze Hy : X = 75 ddert nemizeme

zamitnout.

Pokud bychom i pro tak maly rozsah vybéru uzili asymptoticky postup (je vsak

doporucovan pro rozsah vybéru n > 20), dostaneme

1 10-11
E(ST) = ”(”I ) _ 04 = 97,5
o nn+1)(2n+1) 10-11-21 385
pu— pu— = — = 2
var(S™) o o 51 96, 25

S+ —B(SH) T 34—27.5
var(S+) V96, 25

= 0.66

Protoze |U| < 1.96, (u(0,975) = 1.96), viz tabulka normovaného normalniho roz-
déleni 8.1, nemohli bychom zamitnout nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti

a = 0.05 ani timto asymptotickym postupem.

Kdybychom v tomto piikladu uzili znaménkovy test, nulovou hypotézu bychom za-
mitnout rovnéz nemohli. P oboustranné alternative H : X # o muzeme zamit-
nout, kdyz hodnota testové statistiky Z (pocet kladnych znamének) je bud’ prilis
mald (Z < k) nebo piilis velkd (Z > ky). Hodnoty ki, ko, jsou nejmensi, resp.

nejvetsi z cisel, pro ktera plati

P(Z <k)<

N[ Q

o[ Q

Za platnosti nulové hypotézy ma Z ~ Bi(n,0.5), tzn. rozdéleni je symetrické a

ks = n — ki. Hodnotu k; pro n = 10 a a = 0.05 urcime takto:

k| P(Z=k) |PZ<k)
0| 55(Y) =15 | 0.0010
1] 55(Y) =% | 00108
2| 4 (5) =122 | 0,0547
3 () =221 01719
4 4()) =22 03770
50 5m(Y) =221 06231




46 4 NEPARAMETRICKE METODY

Hodnota k; = 1, pocet kladnych odchylek je roven 5, tedy vétsi nez k; a nulovou

hypotézu zamitnout nemuzeme.

Vsimnéme si, ze P(Z < 5) = 0.6231, tzn. vétsi nez a = 0.05. Znaménkovy test by
na této hladiné vyznamnosti nezamitl Hy : X = 75 ddert ani proti jednostranné
alternative H; : X < 75.

Poznamka 4.3

Pouzivame-li statisticky software pro vyhodnoceni neparametrickych testu, je na
misté obezietnost pii interpretaci vystupu z programu. Zejména pii interpretaci tzv.
p-value, Nékteré statistické programy uvadeéji jako p-value jen hodnotu z asymptotic-
kého testu, nebot’ urceni presné hodnoty pro neparametricky test byva vypocetné
narocné. Proto zejména pii zpracovani vybéri mensich rozsahu peclivé proctéte
manual nebo napovédu programu a pokud je hodnota ve vystupu programu jen

asymptoticka, pouzijte kritické hodnoty ze statistickych tabulek.

4.5 Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

Poznamka 4.4

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test je neparametrickou obdobou dvouvybérového t-
testu. V pripadé dvouvybérového t-testu se testuje hypotéza o rovnosti strednich
hodnot dvou normaélnich rozdéleni, ze kterych mame k dispozici dva nezavislé vy-
béry. V pripadé, kdy je normalita dat porusena, je potieba pouzit neparametrickou
alternativu. Jendou z moznosti je Wilcoxonuv test, ktery je zalozen na potradi po-

ZOTovani.

Uvazujme dva nezavislé vybéry ze dvou spojitych rozdéleni:

e X, Xs, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkci F'

e Y1, Y5, ..., Y, ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkci GG

Wilcoxontuv dvouvybérovy test je obecné zformulovan jako test hypotézy o shodé
(tvaru) distribuénich funkef:

Hy: F=G

H F#G

Ale vétsinou alternativu chapeme jako posunuti A, tj. Hy : G(z) = F(z—A), A #

0, pro které je tento test citlivy (mé prijatelnou silu). Pokud se distribu¢ni funkce
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F a G lisi spiSe jen rozptylem nebo tvarem, neni uziti dvouvybérového Wilcoxonova

testu vhodné.

posunuti shodnych rozdélelni posunuti rozdé&leni s rliznym rozptylem posunuti odlinych rozdélelni

Obrézek 7: Tvary rozdéleni populaci (tento obrazek je rovnéz v priloze).

Wilcoxonuv dvouvybérovy test je zalozen na potradi pozorovanych hodnot v tzv.

sdruzeném vybéru. Vsech m + n hodnot z obou vybéru Xi, Xs,...,X,, a
Y1, Ys, ..., Y, usporddame vzestupné. Za platnosti nulové hypotézy jsou oba vybéry
z téhoz rozdéleni. Poradi R; ve sdruzeném vybéru ma tedy hodnoty 1,2,...,m +n.

Pokud se ve sdruzeném vybéru vyskytuji shodné hodnoty, pritadime jim odpovi-
dajici prumérné poradi. Soucet poradi hodnot X, X5, ..., X,, ozna¢ime 77, soucet

poradi hodnot Y7, Ys, ..., Y, oznacime T5.
Je zirejmé, ze:
m-+n

1
T1+T2:ZRi:§(m+n)(m+n+1)
=1

a dale, ze stfedni hodnoty E'T} a E'Ts jsou za platnosti Hy rovny nasobku prumérného

poradi a rozsahu vybéru, tj.

E(T)) = %m(m+n+ 1) a E(T,) = %n(m +n+1).

Lze dokazat, ze

1
var(Ty) = var(Ty) = Emn(m +n+1).

Nulovou hypotézu pak muzeme zamitnout, kdyz statistika 77 (nebo T5) se prilis
odlisuje od stfedni hodnoty oc¢ekavané za platnosti Hy. Pro vétsi rozsahy vybéru
m > 10,n > 10) lze k testu uzit statistiku

T, — E(Ty)
Vovar(Ty) 7

kterd m& priblizné rozdéleni N(0,1).

Misto veli¢iny 77 (nebo T53) muzeme uzit statistiky

1
Ulzmn+§m(m—|—1)—T1
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1
ngmn+§n(n+1)—Tg

Snadno lze ukazat, ze Uy + Uy = mn. Testu zalozeném na této statistice se rika
Mannuv-Whitneyiv test a je ekvivalentni Wilcoxonovu testu. Nulovou hypotézu
zamitneme, kdyz min(Uy, Usy) je mensi nebo rovno tabelované kritické hodnoteé, viz
cast Statistické tabulky 8.6.

Pro vétsi rozsahy vybéru )m > 10,n > 10) Ize k testu uzit statistiku

U, — E(Uy)

Vovar(Uy)

1 1
kde E(Uy) = —mn a var(U;) = Emn(m +n + 1), kterd mé pfiblizné normované
normalni rozdéleni N(0, 1).
Priklad 4.5 Na 29 pocitacich se stejnou  konfiguraci a  nastave-

nim bylo testovano, kolik chybnych paketu bylo pfeneseno  poci-
tacovou siti. Na 14 pocitacich byl pouzity opravny mechanismus
(24,35,41,45,46,65,67,73,88,100, 127, 141,171,199), zbylych 15 pocitaca bylo
bez opatteni (57,66, 68,87,96, 113,128,133, 143, 146, 149, 156, 158, 159, 176). Pocet
chybnych prenesenych paketi je oznacen X; pro PC bez opatieni a Y; pro PC s

opravnym mechanismem.

Chceme zjistit, zda ma opravné opatteni vliv na zvyseni kvality (snizeni poc¢tu chyb)

prenosu dat sité. Sefadime hodnoty sdruzeného vybéru (X; a Y;) vzestupné:

poradi | oprava | chyby | poradi_opr || poradi | oprava | chyby | poradi_opr
1 s 24 1 16 bez 113
2 s 35 2 17 s 127 17
3 s 41 3 18 bez 128
4 S 45 4 19 bez 133
5 s 46 5 20 s 141 20
6 bez 57 21 bez 143
7 s 65 7 22 bez 146
8 bez 66 23 bez 149
9 s 67 9 24 bez 156
10 bez 68 25 bez 158
11 s 73 11 26 bez 159
12 bez 87 27 s 171 27
13 s 88 13 28 bez 176
14 bez 96 29 s 199 29
15 s 100 15 poradi T1= 163
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1 1
Ulzmn+§m(m+1)—T1:14-15+§14-15—163:152,

Uy =mn — Uy =210 — 152 = 58,

min(Uy, Us) = 58.

Jelikoz kritickd hodnota pro a = 0.05 je 59, znamenda to, min(U;,Us) = 58 je

v kritickém oboru, a proto zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0.05 nulovou

hypotézu. Zpusob opravy chybnych paketu ma vliv na kvalitu prenosu dat.

Povsimnéme si, ze hodnotu statistiky U; muzeme urcit rychleji a jednoduseji, nebot’

U; znamend pocet hodnot z druhého vybéru, které nasleduji ve sdruzeném vybéru

za hodnotami z vybéru prvniho. Nazorné to ukazeme na feseném prikladu. Kazdy

z vybéru usporaddme vzestupneé:

Xi

57

66

68

87

96 | 113 | 128 | 133 | 143

146

149

156

158

159

176

Y;

24

35

41

45

46 | 65 | 67 | 73 | 88

100

127

141

171

199

Pak uz jen zjistime pocet hodnot ve druhém vybéru, které jsou vétsi nez hodnoty

v prvnim vybéru:

pocet hodnot X; > 24 15
pocet hodnot X; > 35 15
pocet hodnot X; > 41 15
pocet hodnot X; > 45 15
pocet hodnot X; > 46 15
pocet hodnot X; > 65 14
pocet hodnot X; > 67 13
pocet hodnot X; > 73 12
pocet hodnot X; > 88 11
pocet hodnot X; > 100 10
pocet hodnot X; > 127 9
pocet hodnot X; > 141 7
pocet hodnot X; > 171 1
pocet hodnot Y; > 199 0
U; =152

Uy =m-n—U; =210 — 152 = 58, min(U;, Uy) = 58 a vypocet testové statistiky je

hotov.
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4.6 Kruskaluv-Wallisuv test

Dalsi z metod, které jsou urcené pro data nemajici normalni rozlozeni, je test s na-

zvem Kruskal-Wallis.

Poznamka 4.5

Kruskaluv-Wallisuv test je neparametrickou obdobou analyzy rozptylu s jednodu-
chym tfidénim (one-way ANOVA). Pficemz jednoduché tiidéni znamend, ze sledu-
jeme zavislost spojité veliciny pouze na jedné diskrétni veliciné. Jedné se o zobecnéni

dvouvybérového Wilcoxonova testu na situaci, kdy pocet vybéru je vétsi nez dva.

Necht’ Yi1,Yio, ..., Yin, je vybér z rozdéleni se spojitou distribuéni funkei F;. Uva-
zujme [ takovych vybeéru, tj. ¢« = 1, 2,..., 1. Cilem Kruskal-Wallisova testu je tes-
tovat hypotézu, ze vSechny distribuc¢ni funkce rozdéleni, z nichz jsou vybeéry, jsou

shodné:
H()ZFl:FQ:...:F[

proti alternativeé, ze alespon jedna dvojice distribu¢nich funkcei se lisi. Vsechny hod-
noty Y;; dohromady tvoii sdruzeny vybér o rozsahu n; +mns+, ..., +n; = n. Hodnoty
Y;; ve sdruzeném vybéru se uspoiadaji vzestupné, urci se JeJICh poradl R;; a spoctou

se soucty poradi ve vybérech:

Vybér Poradi Soucet poradi
1 RH, ng, cee Rlni T1
2 Rgl, RQQ, cee RZni T2
1 R117R127---7R1ni T]

Celkovy soucet vsech poradi je

1
T1+T2+...+T1:§n(n+1)

Sttedni hodnoty sou¢tu potradi jsou
1 .
E(T;) = §nz(n—|— 1),i=1,2,...,1

a testova statistika () pro test nulové hypotézy je zalozena na souctu ¢tvercu odchy-

lek pozorovanych hodnot souctu potadi (7;) od jejich stfednich hodnot (E(T;)):

1 2 19 1 T
n+1 2 [ (n+1)] :7n(n+1)zn—i—3(n+l).

i=1
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Pro vétsi rozsahy vybért m4 tato statistika ptiblizné rozdéleni y2%_,, takze Hy zamit-
neme, pokud je @ > x7_1(1 — «), kde x7_1(1 — «) je kvantil Chi-kvadrat rozdéleni.
Pro malé rozsahy vybéru je mozno pouzit néktery ze statistickych programu, které
hodnotu p-value odpovidajici zjisténé hodnoté statistiky ) pocitaji bud’ kombina-
toricky nebo metodou Monte Carlo.

Priklad 4.6 Rychlost tii databazovych jazyku, pti spousténi dotazu nad stejnou
databazi je namérena v sekundach:

Jazyk cas (s)

Chceme testovat, zda je rychlost dotazovacich jazyku ze stejného rozdéleni. Nejdrive

spocitame soucty poradi v jednotlivych vybérech.

Jazyk | n; Poradi T,
A |50 20113 19
B 1205|611 34
C |6 |15|14|8[10|7]|13]67
15
U 2 12 /441 4 361
HHZI { nln+1)] :m<?+1+7):7.4683

Hodnota y2(0.95) = 5.9915, tedy Q) = 7.4683 je v kritickém oboru a nulovou hypo-
tézu zamitame.

P-value odpovidajici hodnoté statistiky ¢ = 7.4683, tj. P(X > 7.4683), kdyz X ~
X3, je p = 0.02389. Vidime tedy, Ze pro tak malé rozsahy vybeéru se dosti lisi od
hodnoty p, ziskané z asymptotického rozdéleni statistiky (). Nicméné v tomto piipadé

oba vysledky vedou k zamitnuti nulové hypotézy na hladiné vyznamnosti oo = 0.05.
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4.7 Spearmantuv koeficient poradové korelace

Korelace je jednou z moznosti ohodnoceni tésnosti linedrniho vztahu mezi dvojici
veli¢in. Korelaéni koeficient p,, nabyva hodnot z intervalu (—1,1). Pearsontuv vybé-

rovy korelacni koeficient r,, 1ze vyjadiit jako

> (K= X) (vi-Y)

o Say o 1=1 —
Toy = SzSy o n o n o o
> (Xi-X)") (Yi-Y)
=1 =1

i=1

(z": XZ? — nX2> (z": Yf — nY2>
i=1 i=1

Vime uz, ze dobte ,slouzi” pro posuzovani vztahu dvou nahodnych veli¢in majicich
dvourozmérné normélni rozdéleni. Pokud je rozdéleni jiné nez normalni nebo vy-
bér obsahuje odlehlé hodnoty, Pearsontuv korelacni koeficient r,, nemusi o tésnosti
vztahu velicin poskytovat dobry obraz, viz nasledujici obrazek, kde jeden odlehly

bod velmi podstatné zménil hodnotu korelacniho koeficientu.

rxy=0.87 FXVZO.OZ
12 12
° » °
".'
10 - 10
I“ L]
8 -7
° o
° o 8 o
,." . e ©
6 ,f"’ e eseseseeaseaneseaeeseneeane
-“’“
4 0 ° 4 b .
i""
-
2 o 2 °
0 0 .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 14

Obrazek 8: Korelacni koeficient (tento obrézek je rovnéz v piiloze).

Poznamka 4.6

Spearmanuv koeficient korelace dostaneme tak, ze misto puvodnich hodnot X;, Y;

dosadime do vztahu (58) jejich poradi.

Necht’ (X1, Y1)T, (X2, Y2)T, ..., (X, Y,)T je vybér ze spojitého dvourozmérného roz-
déleni, Ry, Rs, ..., R, je potadi hodnot Xy, Xo,..., X,

Q1,Q2,...,Q, je poradi hodnot Y7, Ys, ... Y.
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Dvojice (X1, Y1)T, (X5, Y2)T, ... (X,,Y,)T muzeme usporadat vzestupné podle hod-
not Xy, Xo, ..., X, pak R; =i,i=1,2,...,n. Dosadime-li do (58) za hodnoty X;, Y;

jejich poradi R; a @);, dostaneme Spearmanuv koeficient poradové korelace rg:

Z RiQ; — nRQ
rg = (59)

Jelikoz .
>R,
_ _ — n+1
R=0=%2L_ —
Q=" ="
z z +1)(2n + 1)
i=1 i=1 6

i=1

S RQ - (ZR?+Z@?) —%Z(Ri—cz»Q:ZR?—%Z(R ~Q

6 4 2 &
5= n+D)2n+1) n(n+1)? -
4
_Z R —Q 62 R —Q
1 _ i=1 4=
=1 2n(n+1)(2n+1) —3n(n + 1) ! n(n? —1)
12

Oznacime-li rozdil v poradi i-tého pozorovani d; = R; — );, Spearmanuv korela¢ni

6y d?
i=1
n(n?—1)

koeficient je

rs = 1— (60)

Pozndmka 4.7

e Jsou-li obé veliciny usporaddny shodné, tzn. R; = Q;, pak (D" =0a

=1 Z)min

Spearmanuv korelacni koeficient rg = 1.
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e Jsou-li obé veli¢iny usporaddny opacné, tzn. d; = i—(n+1—i),i =1,2,...,n, je

pak soucet ¢tvercu rozdilu poradi roven své maximdaln{ hodnote (37", d?)
9 1 1= max
n(n®—

3 ) a Spearmanuv korela¢ni koeficient rg = —1.

e Pii ndhodném usporadani je soucet Ctvercu rozdilu poradi roven prumérné
n(n2-1)

hodnote § [(30,df) ..+ (X, d?),..] = ™ a Spearmantv korelacni
koeficient rg = 0.

Pomoci Spearmanova korelacniho koeficientu lze testovat hypotézu o nekorelovanosti
velicin Xa Y. Pro malé rozsahy vybéru jsou kritické hodnoty Spearmanova korelac-
niho koeficientu tabelovany, viz napf. cast Statistické tabulky na konci tohoto textu.
Pro n > 30 lze uzit asymptotickou normalitu a nulovou hypotézu o nekorelovanosti

velicin X a Y zamitnout pti

Irg| > M

vn—1 ’

kde u(1 — a;/2) je kvantil normovaného normalniho rozdéleni N (0, 1).

Spearmanuv korela¢ni koeficient muzeme uzit i pro hodnoceni vztahu dvou velié¢in,

1 kdyz jedna ¢i obé jsou méreny v ordindlni skéle.

Priklad 4.7 Dva uzivatelé hodnotili 10 programovacich jazyku podle oblibenosti.
Jazyky pro jednoduchost oznacime pismeny abecedy A, B, C, D, E, F, G, H, I, J.

Hodnoceni uzivatelu shrnuje nasledujici tabulka:

Uzivatel Usporadani
U, BIE|G|A|D|/F|H|J|C|I
Us FIJIH|T|C/B|D|A|E|G

Ohodnot’te shodu degustatoru. Uréime hodnoty poradi R;, Q;:

jazyk | R | Qi | d; | d?
B 1 -5 25
E 2 -6 | 36
G 3| 7 1-4| 16
A 4 110 |-6| 36
D 519 -4 16
F 6 | 15|25
H 715 |2 4
J 81 4 | 4] 16
C 9| 2 |7/ 49
I 10 3 | 7| 49
> 272
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650, 2 6 - 272
-] &=l 1~ "7~ ().6485
s n(n? —1) 10 - (102 — 1)

V tabulce kritickych hodnot Spearmanova koeficientu korelace nalezneme, ze kri-
tickd hodnota pro a = 0.05 je 0.6364. Na této hladiné vyznamnosti tedy zamitneme
nulovou hypotézu, ze hodnoceni programovacich jazyku dvéma uzivateli nejsou ko-
relované. Jinymi slovy zamitame hypotézu, ze jsou jazyky u vybranych uzivatelu

stejné oblibené, naopak zaporny koeficient naznacuje opacné uspotradani.

Shrnuti:

- Neparametrické metody jsou vhodné pro data nesplnujici normalni rozdéleni.
- Test dobré shody zjist'uje shodu empirického rozdéleni s ,,tabulkovym®.

- Test nezavislosti umoznuje testovat zavislost dvou kategorickych veli¢in.

- Znaménkovy jednovybérovy test je zalozen na binomickém rozdéleni.

- Wilcoxonuv a Kruskal-Wallisuv test uzivaji k testovani hypotézy usporadani
hodnot.

- Spearmanuv korela¢ni koeficient je vhodny pro porovnani dvou veli¢in s od-

lehlymi hodnotami.

Kontrolni otazky:

1. Proc se pouzivaji neparametrické metody? Jaké maji vyhody a nevyhody v po-
rovnani se svymi parametrickymi protéjsky?

2. Zkuste zduvodnit, pro¢ jednovybérovy Wilcoxonuv test je silnéjsi nez test zna-
ménkovy.

3. Které z testu uvedenych v této kapitole jsou zalozeny na potradi pozorovanych
hodnot?

4. Proc je Spearmanuv koeficient korelace méné citlivy na odlehlé hodnoty nez
Pearsonuv korela¢ni koeficient?

5. Jakd nulova hypotéza se testuje testem Chi-kvadrat popsanym v kapitole 5.67

6. Priklad feseny v kapitole 5.6 (Chi-kvadrat test nezdvislosti) spoctéte v Excelu
(pro dsporu prace vhodné vyuzijte absolutni a relativni adresy bunék pii za-
pisu vyrazu pro vypocet ocekavanych cetnosti a dalsich veli¢in potiebnych pro

vypocet, abyste aritmetické vyrazy mohli kopirovat).

Pojmy k zapamatovani:
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neparametrické metody,

statistiky zalozené na poradi hodnot,

znaménkovy test, Mannuv-Whitneyuv test, Spearmantuv koeficient korelace,

kontingenéni tabulka, test nezavislosti dvou nomindlnich velicin.

Korespondencni tkol:

Korespondenéni tlohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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5 Programové prostredky pro statistické vypocty

Pruvodce studiem:

Tato kapitola by vam meéla pomoci v orientaci v programovych prostredcich uziva-
nych ve statistickych vypoctech a analyze dat. Jsou zde uvedeny spolecné rysy téchto
softwarovych produktu. Podrobnéji jsou zminény tabulkovy procesor MS Excel a
statisticky paket JASP, nebot’ s témito produkty se nejpravdépodobnéji setkate pri
feSeni vasich uloh pfi studiu na Ostravské université. Pi prvnim ¢teni této kapitoly,
na které by mélo stacit 2 az 3 hodiny, postaci, kdyz ziskate orientaci v zakladnich
problémech a obtizich, se kterymi se muzete ve vypoctech a interpretaci vysledku
setkat. SpiSe pocitejte s tim, ze pii TeSeni konkrétniho problému se budete k této

kapitole vracet.
Cil: Po prostudovani této ¢asti kapitoly byste méli umét:

e orientovat ve statistickych funkcich MS Excel a programu JASP,
e vybirat vhodné casti vystupu analyzy,

e interpretovat vysledné analyzy do jednoznaénych zaveru.

Podpora statistického zpracovani dat je soucasti mnoha obecnych programovych
systému orientovanych na praci s databazemi, na grafické zpracovani dat, matema-
tickych programovych prosttedku (Matlab, Mathematica, aj.) a kromé toho existuje
cela tada specializovanych statistickych programovych paketi. Spoleénym rysem
téchto statistickych programovych prostiedku jsou operace s datovou matici, tj. dvoj-
rozmérnou tabulkou, ve které sloupce jsou veliciny a fadky predstavuji pozorované
objekty. Pro praci s tabulkami jsou urceny i tabulkové procesory (napi. MS Excel),
které jsou vybaveny celou tadou statistickych funkei a grafickych prostredku. Tyto
programové prostiedky znacné usnadnuji statistické vypocty a dovoluji uzivateli

soustfedit se na spravné pouziti statistickych metod, nikoliv na vypocetni namahu.

5.1 Tabulkovy procesor MS Excel

MS Excel je typickym predstavitelem tabulkovych procesoru, néktera jeho verze je
dostupna prakticky na kazdém pocitaci. Standardni soucasti MS Excelu je nékolik
desitek statistickych funkei, které mohou byt uzity pti statistickych vypoctech. Je
vybaven i pomérné kvalitni grafikou, ktera dovoluje pohodlné kresleni statistickych
grafu (prozatim s vyjimkou napf. krabicovych diagramu a par nékterych dalsich ve

statistice uzivanych typu grafu).
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Kromé toho lze MS Excel rozsitit o standardné dodavany doplnék Analyza dat, ktery
pokryva prakticky vSechny metody vysvétlované v zakladnich kursech statistické
analyzy dat, vyjimaje neparametrické verse testu. Vzhledem k tomu, ze MS Excel je
tzv. lokalizovan, to znamend, ze podrobna napovéda ke vsem funkcim je k dispozici
v cestiné, a prace s tabulkovymi procesory je soucasti vyuky ptredchéazejicich pred-
meétu, nebudeme se jim nyni podrobnéji zabyvat. Pouze pripojujeme upozornéni na

nékteré nedostatky zjisténé ve statistickych funkcich a doplnku Analyza dat.

Poznamka 5.1

Dosti obecné lze tici, ze zejména v ceské verzi MS Excel se opakované vyskytuji
zmateni pojmu. Zaménuji se pojmy ,prumér® a ,stfedni hodnota“, vysvétleni pa-
rametru funkci je zmatecné, vystupy z modulu doplnku Analyza dat jsou casto re-
dundantni (soucet i prumér, smérodatna odchylka, smérodatna odchylka pruméru i
rozptyl, atd.), zbyteéné vysoky pocet vyznamnych ¢islic v ¢iselnych hodnotéch apod.
Néekteré takové nedostatky ukazuje nasledujici tabulka vystupu z modulu Popisna

statistika doplnku Analyza dat:

Priklad 5.1
Sloupecl
Stt. hodnota 99,3956
Chyba stt. hodnoty | 2,743841
Median 99
Modus 101

Smeér. odchylka 26,17458
Rozptyl vybéru 685,1084

Spicatost 0,194895
Sikmost 0,164807
Rozdil max-min 131
Minimum 40
Maximum 171
Soucet 9045
Pocet 91

Sti. hodnota je uzita misto slova Prumér, Chyba stf. hodnoty misto Smérodatnd
odchylka pruméru. Rozptyl vybéru misto Vybérovy rozptyl. Pocet desetinnych mist
je nadbytecny.

Priklad 5.2 Chyby nalezneme i v jinych modulech dopliku Analyjza dat pro bézné
statistické testy. Napt. dvouvybérovy t-test poskytne nasledujici vystup:
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Dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptylu
Soubor 1 | Soubor 2

stf. hodnota 111,9219 | 107,7778
rozptyl 734,0097 | 831,0256
pozorovani 64 27

spolecny rozptyl 762,3514

hyp. rozdil st. hodnot 0
rozdil 89
t stat 0,654039
P(T<=t) (1) 0,257387
t krit (1) 1,662156
P(T<=t) (2) 0,514773
t krit (2) 1,986978

Opét Stf. hodnota je uzita misto Prumér. Pro uzivatele rozlisujiciho mezi jedno-
strannym a oboustrannym testem je vystup redundantni, uzivateli mezi témito va-
riantami nerozlisujicimu tato redundance stejné nepomuze. Zajem muze vzbudit
statistika oznacend jako ,,rozdil“. Skutecnost, ze plati rozdil= ny + ny — 2 (tedy je
roven poctu stupnu volnosti) svadi k domnénce, ze zkratku df interpretoval pre-
kladatel jako anglické difference a ptelozil do cestiny. Tato chyba se vyskytuje ve
vétsiné testu implementovanych v dopliku Analyza dat.

Piiklad 5.3 Casto uzfvanym modulem dopliiku Analyzy dat je Histogram. S vyuzi-

tim implicitniho nastaveni vstupnich parametru muzete dostat nasledujici obréazek:

Histogram
10 -

I I I I l m Cetnost
04

129 164 Dalsi
Tndy

v

Cetnost
(@) ]

Legenda a nadpis ,,Histogram® jsou zbytecné, jen zabiraji misto, popis vodorovné

osy netika nic. Sloupce nejsou nad celou sitkou intervalu. To lze napravit vhodné;jsi

v/
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kem je, ze hodnoty popisujici stiedy sloupcu (stfedy jednotlivych intervali) nejsou

hodnoty odpovidajici sttedu, ale pravému okraji intervalu.

Poznamka 5.2

Nutno podotknout, ze v nabidce tvorby histogramu je nutné zaskrtnout policko

Vykreslit graf*:

Histagram ? >

- [ox ]
Vstupni ablast: SAFSZ:SAFST (e [ ok |

= Storno
Hranice tfid: 55

Napovéd
[ Popisky it

MoZnosti wistupu

() vystupni oblast: 5.7
(@) Nowy list:

() Movy sesit

[ Pareto tidéng histogram)

procentualni podil

Priklad 5.4 Mezi statistickymi funkcemi jsou i funkce pro vypocet hodnot distri-
bucnich funkci a kvantili casto uzivanych rozdéleni. U nich je napovéda matouci
a misty zcela nesmyslnd. Ukazeme to na pirikladu funkce NORMDIST a z jejiho

popisu v napoveédé se docteme nasledujici:

ndapovéda:
NORMDIST (funkce)

Vrati normalni rozdéleni se zadanou stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou.

Tato funkce ma ve statistice velmi Siroké pouziti, véetné testovani hypotéz.
Syntaxe
NORMDIST(x, stfed_hodn, sm_odch, kumulativni)

Syntaxe funkce NORMDIST obsahuje néasledujici argumenty:

X: Povinny argument. Jednd se o hodnotu, pro kterou chcete zjistit hodnotu rozdé-
leni.

Stred_hodn: Povinny argument. Jednd se o aritmetickou stfedni hodnotu.
Sm_odch: Povinny argument. Jedna se o smérodatnou odchylku rozdéleni.

Kumulativni: Povinny argument. Logicka hodnota, ktera urcuje typ pouzité funkce.

Pokud je argument kumulativni nastaven na hodnotu TRUE, vrati funkce
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NORMDIST kumulativni distribuéni funkci. V pripadé hodnoty FALSE vrati

hromadnou pravdépodobnostni funkci.
konec napovédy.

Funkce NORMDIST jen stézi muze vracet ,normalni rozdéleni“, ale z popisu lze vy-
tusit, ze tim je minéna hodnota distribucni funkce nebo hustoty (nikoli ,,hromadnou
pravdépodobnostni funkci) normalniho rozdéleni podle toho, jakou zaddme hodnotu
posledniho vstupniho parametru , kumulativni. Druhy parametr je vysvétlen jako
saritmetickad stredni hodnota®, coz patrné vzniklo chybnym pirekladem anglického

terminu mean, ktery mél byt spravné pirelozen jako stredni hodnota.

Priklad 5.5 Pozor pri uzivani funkei navracejici hodnoty kvantilu béznych rozdéleni.
Funkce NORMINYV s parametry p, u, o vrati hodnotu ptislusného kvantilu z(p) =
ou(p) + p, tedy napr. NORMINV(0,238; 175; 7]) vrati hodnotu 170,01,

Priklad 5.6

Poznamka 5.3

U jinych rozdéleni je to viak trochu odlisné. Pro uréeni kvantilii rozdéleni x? muzeme
uzit funkei CHIINV (nebo novéjsi CHISQ.INV.RT), kterd ma dva vstupni parame-
try. Chceme-li, aby funkce vrétila hodnotu p-kvantilu, musime jeji parametry zadat
jako (1 —p) a pozadovany pocet stupnu volnosti, takze napf. zaddnim CHIINV(0,05;
1) dostaneme hodnotu 0,95-kvantilu rozdéleni x?, x(0,95)= 3,84145. Ackoliv v n4-
povédeé k funkci CHIINV je, Ze to je inverzni funkce k distribu¢ni funkei, neni to
uplné pravdivé. Funkce je navrzena tak, aby vracela tzv. kritickou hodnotu (hranici

kritického oboru) pro zadanou hodnotu vyznamnosti @ jako prvni parametr.

Podobné se chova i funkce FINV, p-kvantil dostaneme pii zaddni parametru 1 —
p,m,n, napt. FINV(0,05; 10; 20) vrati hodnotu 2,347875, coz je nespravny 0,95-

kvantil.

Priklad 5.7 Jesté o trochu komplikovanéjsi to je u funkce TINV pro vypocet kvan-
tili studentova t-rozdéleni. Pokud chceme, aby funkce TINV spocitala p-kvantil,
musime vstupni parametry zadat jako (1 — 2 - p pocet stupnu volnosti), napf. vraci
hodnotu p-kvantilu, napi. TINV(0,05; 25) vrati hodnotu 2,0595, coz je hodnota 0,95
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kvantilu t-rozdéleni s 25 stupni volnosti. Podobné jako predchozi dvé funkce, i TINV

vraci kritickou hodnotu, ale pro dvoustranny t-test.

Poznamka 5.4

Pokud uzivate pro statistické vypocty MS Excel, vzdy velmi peclivé zkoumejte, co
vlastné vam ve vysledcich MS Excel poskytuje a vystupy z MS Excelu, zejména
z jeho ceské lokalizované verse, neptrenasejte bez rozmyslu do svych prezentaci a
dokumentu. Berte je jako polotovar, jehoz editaci a vétsinou i zkraceni lze vytvorit
opravdu kvalitni a prehledny vystup. Protoze se vSak MS Excel stale postupné vyviji,
doporucujeme v novéjsich versich tohoto baliku kontrolovat statistické vypocty se

statistickymi tabulkami, ¢i ovéfenym statistickym software.

5.2 Statistické programové systémy

Statistickych programu §itenych komercné existuje znacné mnozstvi. Jako nejpo-
pularngjsi priklady muzeme zminit SPSS, SAS, S-Plus, Statistica, Stata, Minitab,
Unistat nebo NCSS. To jsou tzv. obecné, tj. pokryvaji celou skalu statistickych me-
tod, jiné jsou specializované na analyzu nékterych dat (¢asové tady, kategoridlni
data apod.). Vedle téchto ,placenych” aplikaci ecistuje celd fada volné dostupnych
statistickych software, které se mnohdy dokézou tém komerénim prinejmensim rov-
nat. Zminime nékteré oblibené produkty jako MYSTAT, GRETL, JASP, ¢ velmi
universalni a rozsiteny jazyk R. VSechny statistické programy vsak maji zpravidla

tyto zakladni funkce:

Poznamka 5.5

e import dat (vstup datové tabulky pfipravené v jiném programovém pro-

sttedku, tteba v MS Excelu nebo v néjakém databazovém prostiedku),

e manipulace s daty (transformace, usporadavani dat, vybéry podmnozin datové

matice, spojovani datovych matic),
e zakladni deskriptivni statistiky,
e grafické prostredky,

e ukladani dat k snadnému vyuziti pro dalsi zpracovani v prostiedi dané apli-

kace,
e export dat (ve formatech vhodnych pro jiné programové prostiedky),

e presentace vysledku ve formé souboru pro dalsi zpracovani textovymi proce-

sory,
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e tadu statistickych metod, jako napt. t-testy, analyzu rozptylu, nékolik regres-

nich metod, neparametrické testy atd.

Ovladéani statistickych programu je v soucasné dobé, mozné vétsinou pres menu
a ikony podobné jako u ostatnich programovych produktu pracujicich pod Win-
dows. Drive prevazovalo ovladani pomoci piikazového jazyka, které bylo ponékud
ovladani je velmi oblibeny jazyk R, ktery ovsem obsahuje obrovskou podporu s
napovédou a fesenimi, které i nezkusenym uzivatelim umoznuje pomérné snadny

prunik do ovladani této aplikace.

5.3 Volné dostupny program JASP

V réamci tohoto textu si ukdzeme nékolik ukézek z programu JASP !, ktery je volné
k dispozici. Hlavnim duvodem volby této aplikace je v prvé radé nezavislost na li-
cen¢énim software, a zejména pak pomérné presnd nabidka statistickych funkci pro
potteby tohoto kursu. JASP je pomérné universalni statisticky balik, doporucovany
zejména méné zkuSenym uzivatelum. Pokryva vsak podstatnou ¢ast pozadavku i po-
pisné i inferenc¢ni statistické analyzy dat. Ovlada se pomoci vybéru z jednoduchého
menu. JASP oproti jinym podobnym aplikacim sice vubec nenabizi prvky trans-
formace dat (je vsak propojen se zdrojovym souborem), oproti tomu vsak nabizi
paralelné i nékolik statistickych metod zpracovanych pomoci tzv. Bayesovské statis-
tiky, coz oceni zejména uzivatelé se smyslem pro experimentovani. Vysledky (textovy
i graficky vystup spolecné) jsou editovatelné a lze je uklddat primo do formy jazyka
LaTeX (text), coz je vyspélé sazebni prostiedi pro tvorbu textu a EPS (grafika).
Uvodni okno programu JASP je zobrazeno na obrazku 9. Na pocatku lze pouze data
nacist, pricemz mame na vybér ze ¢tyf moznosti, z nichz budeme nejcastéji uzivat

Computer (vybér souboru z PC).

JASP, stejné jako mnohé jiné statistické baliky, spolupracuje pouze s tabulkami

ve formatu CSV. Po importu doporucujeme datovou matici ulozit do formatu .jasp.

V nabidce nastaveni aplikace ( Preferences) ¢asti Results 1ze zvolit vypocet p-hodnot
namisto urovné vyznamnosti - coz lze pro zacatek doporucit, a pocet desetinnych
mist vyslednych analyz. Zéklady ovladani jednoduché nabidky JASP ilustruji na-
sledujici obrazky. Ackoli JASP nenabizi piilis propracovanou nabidku transformace
dat, tlacitkem filtru (vlevo nahore matice dat) obdrzime moznost filtrovani dat, coz

ocenime hlavné pii analyze rozmérnych dat (obrézek 10).

JASP umoziuje rovnéz vytvaret nové proménné (tlacitko ,+* vpravo nad datovou

matici), odvozené z existujicich proménnych, ¢ zalozené na nékteré z vestavénych

Thttps://jasp-stats.org/
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Obrézek 10: JASP - filtr dat

funkci. T presto je vSak pohodlnéjsi proménné prichystat v nékterém z tabulkovych

procesorti.

Priklad 5.8 Tabulka s datovou matici se lisi od MS Excelu v tom, Ze nazvy veli¢in
jsou v nazvech sloupcu a na veli¢iny napf. pri zadavani vstupnich parametru vypoctu
do sablony se odkazujeme pomoci jejich jmen. Proménné jsou navic, podobné jako
napt. v SPSS, oznac¢eny symbolem nominalni, ordindlni nebo spojité skaly, pro vétsi
prehled (obrézek 11).

Piiklad 5.9 Pozadované vypocty se zaddvaji volbou z prehledného menu (obra-
zek 12), napt. zde z polozky T-Tests rozbalime podskupiny implementovanych sta-

tistickych metod (soucasné navic v provedeni Bayesovské statistiky):

Priklad 5.10 Vyplnénim nabidky konkrétni metody se vstupnimi parametry vypo-
¢tu je mozné specifikovat i iroven podrobnosti. Nastaveni metod aplikace JASP je
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Obrazek 11: JASP - matice dat
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intuitivni, coz oceni zac¢inajici statistici (obrazek 13). Vysledky analyzu jsou pak

Obrazek 12

v okné aktudlniho vystupu.

Priklad 5.11 Oproti nékterym obsahlejsim komerénim produktum JASP nenabizi

samostatnou nabidku pro tvorbu grafu. Ovsem v menu Descriptives - Descriptive

: JASP - jednoduché menu

Statistics 1ze kromeé zakladnich popisnych statistik rovnéz docilit vykresleni béznych

statistickych grafu (oobrazek 14):

Priklad 5.12 JASP, podobné jako napiiklad SPSS, mé vystupy analyzy pouze pro

prohlizeni. Pro ulozeni a editaci vystupu je mozné data (¢i obrazky) prenést bud’ jako

obycejny text do ,klasickych editoru“ nebo jako upraveny text do forméatu LaTeX.

Do vysledku v prostiedi JASP lze psat alespon drobné poznamky (obrazek 15).

Poznamka

5.6
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Obrézek 13: JASP - nastaveni testu
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Obrazek 14: JASP - deskriptivni statistika a grafy

Prestoze JASP je kvalitni néstroj pro statistickou analyzu dat a dovoli vam velmi
rychlou a efektivni préci, ale neni, ostatné jako zadny jiny statisticky program,

pojistkou proti chybam v aplikacich statistiky.
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Results

Descriptive Statistics

Descripfive Stafistics ¥
Vysl Copy

Valid 3 Copy LaTeX

Missing

Mean 173

Std. Deviation 10.057 15197
Minimum 157.000 45.000
Maximum 198.000 §2.000

Visiedky analyzy ze dne...

Obrazek 15: JASP - kopirovani vysledné analyzy

Pii uzivani statistickych programovych prostredku vénujte pozornost i prevodum
zpracovavanych dat mezi riznymi programovymi prostiedky. Castym zdrojem ob-
tizi pii tomto prevodu (byva oznacovan také jako import a export dat) mohou byt
zejména chybéjici hodnoty v datech, které nemusi byt predvedeny spravné. Pokud
data obsahuji desetinnd ¢isla, muzou vniknout potize pii neshodach oddélovace de-
setinnych mist (¢arka nebo tecka). Zejména v JASP si dejte pfi importu pozor na
oddeélovace tisicu. Proto pfi operacich exportu a importu dat byste vzdy méli zkon-
trolovat prvni a posledni fadek datové matice a zakladni popisné charakteristiky
prevadéného souboru, abyste tak s vysokou pravdépodobnosti mohli vyloucit ne-
chténou zménu v datech zpusobenou nespravnym prevodem. Ze Spatnych dat nelze

ziskat dobré vysledky.

Statisticka analyza dat i s dobrym programovym vybavenim je v naprosté vétsiné
pripadu duSevné ndrofna ¢innost vyzadujici soustredéni a obezretnost. Dovednost
ovladani statistického software predstavuje jen mensi cast pozadavku kladenych na

resitele ulohy.

Shrnuti:

Programové prostiedky pro analyzu dat.

Import a export dat.

Data ve formatu statistické aplikace.

Filtrovani a transformace dat.

Nastaveni (vystupu) statistického baliku.

Prevod vystupu do patiiéného textového editoru.

Kontrolni otazky:
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1. Jakd je obvykld struktura dat zpracovavana statistickymi programy?

2. Co je to import dat a jaka jsou jeho uskali?

3. Jaké jsou vyhody a nevyhody MS Excelu ve srovnani se specializovanymi sta-
tistickymi pakety?

4. Na datech ze souboru BI97 si vyzkousejte zakladni statistické funkce a doplnék

Analyza dat.

Pojmy k zapamatovani:

- statisticka data, jejich struktura,

- obvyklé funkce ve statistickych paketech,

- import a export dat,

- statistické funkce v MS Excelu a jejich nedostatky,
- doplnék MS Excelu Analyza dat.
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6 Prezentace vysledki analyzy dat

Pruvodce studiem:

V této kapitole budou ukazana néktera doporuceni, jak prezentovat vysledky statis-
tické analyzy. Cést téchto doporuceni vychézi z knihy van Belle (2002). Proto jsou
¢asti prevzatych piikladu ponechany v anglictiné. Piiklad tii zptsobu prezentace

téhoz jednoduchého vysledku ukazuje, Ze na formé prezentace vysledku zalezi.

Cil: Po prostudovani této ¢asti kapitoly byste méli umeét:

e rozliSovat pozadavky na ptresnost numerickych vysledka,
e umeét vhodné a vécné vytvaret popis analyzy,

e oprostit se mechanického postupovani pti zpracovani dat.

Priklad 6.1

e The blood type in the population of the United States is approximately 40 %,
11 %, 4 % and 45 % for A, B, AB, and O, respectively.

e The blood type in the population of the United States is approximately 40 %
A, 11 % B, 4 % AB and 45 % O.

e The blood type in the population of the United States is approximately,

O 45%
A 40 %
B 11%
AB 4%

Rozdily ve snadnosti ¢i obtiznosti vnimani tohoto jednoduchého vysledku nepotie-
buji zadné dalsi vysvétlovani a snad jsou dostatecnym argumentem pro to, ze na

zpusobu prezentace vysledku zalezi a ze bychom se nad tim méli dukladné zamyslet.

6.1 Prezentace tabulek a uziti vhodnych graft

Nekteré chyby ukazuje tabulka 1, ve které jsou uvedeny pocty pracovniku v ruz-
nych zdravotnickych profesich v USA roku 1988, nazvy kategorii jsou ponechany

v anglictiné. Tabulka je nedokonala nejméné ve dvou ohledech:

1. Ciselné udaje jsou témér jisté zatizeny ruznou neptesnosti. Zatimco u lékai,
sester, dentisti a optiku to jsou hodnoty ziskané z ptislusnych registri, u ne-

kterych jinych kategorii jako fecovych, fyzickych a pracovnich terapeutu nebo
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pedikéru (podiatrists) jde jen o odhad v tisicich. Hodnoty v tabulce vsak vy-
volavaji dojem, ze vSechna cisla jsou presna.

2. Autor van Belle jako chybu uvadi i to, ze radky tabulky jsou sefazeny podle
abecedniho poradi nazvu profesi, ne podle ¢iselnych hodnot. Mozna se nam
tato vyhrada zda neopravnéna, jsme asi zkazeni navyky jak z mistnich pub-
likaci, tak i vétsinou statistického software, kde je tabulka cetnosti setfazena
podle nézvu kategorii nebo jejich ciselnych kédu. Ale argument, ze poradi
radku by nemélo zaviset na tom, v jakém jazyku publikujeme, nelze jen tak

vyvratit.

Priklad 6.2

Tabulka 1: Pocet aktivnich zdravotniku v USA v roce 1980 (ze zpravy National
Center for Health Statistics, 2000)

Occupation 1980
Chiropractors 25 600
Dentists 121 240
Nutritionists/Dieticians | 32 000
Nurses, registered 1272 900
Occupational Therapists | 25 000
Optometrists 22 330
Pharmacists 142 780
Physical Therapists 50 000
Physicians 427 122
Podiatrists 7 000
Speech Therapists 50 000

Podle van Belleho by tabulka 1 méla mit formu uvedenou v tabulce 2, tj. ¢iselné

udaje zaokrouhlené na tisice a radky sefazeny sestupné podle ¢iselnych hodnot:

Tabulka 2: Udaje z tabulky 1 sefazené podle poctu, zaokrouhleno na tisice.

Occupation in 1000’s 1980
Nurses, registered 1273
Physicians 427
Pharmacists 143
Dentists 121
Physical Therapists 50
Speech Therapists 50
Nutritionists/Dieticians | 32
Chiropractors 26
Occupational Therapists | 25
Optometrists 22
Podiatrists 7
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Tabulka 3: Relativni ¢etnosti (v %) krevnich skupin a Rh faktoru v populaci USA.

Blood Type | Rh+ | Rh- | Total
0 38 7 45
A 34 6 40
B 9 2 11
AB 3 1 4
Total 84 16 100

Neméneé dulezité je zamérit se na rozumny pocet vyznamnych ¢islic. Pokud ¢iselna
hodnota je vétsi nez 100, vétSinou staci ji uvést jako celé ¢islo, tj. bez desetinnych
mist. Hodnoty ve sloupci maji byt vhodné zarovnény (celd ¢islice vpravo, desetinnd
na desetinnou ¢arku nebo tecku). Zejména v tabulkach je nutné brat ohled na tzv.
sefektivni ¢islice. To jsou cislice, jejichz hodnoty nejsou konstantni, ale méni se.
Napf. Sestimistna ¢isla 354 691, 357 234, 356 991 maji jen ctyfi efektivni cislice.
Pokud bychom chtéli je prezentovat prijatelnéji, pak bychom meéli odecist od téchto
hodnot 350 000 a uvadét vysledny rozdil (tedy 4 691, 7 234 a 6 991). V tabul-
kach ovsem maji byt pokud mozno nejvyse dvé az tii efektivni ¢islice, nebot’ vice

efektivnich ¢islic ¢clovék obtizné vnima.

Vseobecna zasada, ze grafy jsou lepsi nez ¢iselné tdaje, neni vzdy spravna. Nékdy
je totiz tabulka vhodnéjsi nez graf, zejména kdyz zvoleny typ grafu neodpovida
strukture dat a tabulka ano. Jednim z doporuceni je neuZivat vysecové grafy.
Van Belle uvadi citat: ,,Jedina véc je horsi nez vysecovy graf - nékolik nebo dokonce

mnoho vysecovych grafu.“

Vysecové (koldcové) grafy ignoruji strukturu dat, a navic si ¢tendf musi propojovat
legendu s vysecemi. Dalsi van Belluv argument proti vysecovym grafum pusobi na
prvni pohled usmévné - ,pfi tisku vysecovych grafu se spotfebuje moc inkoustu®.
Ale pokud se nad tim zamyslime, je opravnény. Porovname-li spotfebu inkoustu na
bodovy graf zavislosti hodnot dvou veli¢in, kdy pfi malé spottebé inkoustu ziskame
nahled na tuto zavislost se spotfebou na vysecové grafy, kdy pii velké spotrebé

neziskame nic (viz priklad, obr. 16), pak zavaznost argumentu musime uznat.

Priklad 6.3

Z vysecového grafu na obr. 16 se opravdu mnoho nedozvime, struktura grafu neod-
povida struktufe dat, propojovani legendy a vyseci je zbytecné namahavé a spotieba
inkoustu velka. Tabulka 3 prezentuje stejny vysledek daleko prehlednéji a srozumi-

telnéji.
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\

m0+ mA+ mB+ nAB+ m0O- mA- mB- mAB-

Obrazek 16: Relativni ¢etnosti (v %) krevnich skupin a Rh faktoru v populaci USA

Dalsi van Belleho doporuceni v kontextu grafické prezentace vysledku je neuZivat
sklddané sloupcové grafy. Skladané (kumulované, stackbar) sloupcové grafy jsou
hute citelné nez jednoduché sloupcové grafy a casto lze najit efektivnéjsi moznost,

jak nahlédnout do struktury dat, jak to ilustruje nasledujici priklad.

Priklad 6.4 Souhrnna zdrojova data z pruzkumu poctu aktivit provozovanych seni-
ory v prubéhu dvou tydnu jsou uvedena v tabulce 4. Ve zpraveé Statniho centra pro
zdravotni statistiku byly tyto tidaje prezentovany formou skladaného sloupcového
grafu (obr. 17), coz ke vniméni jejich obsahu nijak nepfispélo, spise naopak. Prezen-

tace by méla usnadnovat odpovédi na nasledujici jednoduché a prirozené otazky:
e Mayji vice aktivit muzi nebo zeny?
e Jak méni pocet aktivit s vékem?

e Lisl se tyto zmény u muzu a zen?

To ovsem spojovany sloupcovy graf na obrazku 17 rozhodné neusnadnuje.

Pritom docela jednoduchy prepocet a grafické zobrazeni prumérnych hodnot aktivit
pro muze a zeny podle vékovych kategorii na obrazku 18 vypovida jasné, ze zeny
jsou o trochu aktivnéjsi, pocet aktivit s vékem klesa a rychlost tohoto poklesu je u

obou pohlavi zhruba stejné.
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Tabulka 4: Pocet aktivit senioru v prubéhu dvou tydnu - ¢etnosti v %.

Pocet aktivit | 70-74 | 75-79 | 80-84 | 85 a vice

Zeny 0 1 1.3 2.1 3.1
1-2 6.8 105 | 11.9 19.2

3-4 26.8 | 275 | 325 38.3

5-7 65.4 | 60.7| 53.5 39.4

Muzi 0 1.9 1.7 2.9 5.3
1-2 105 133 | 15.9 23

3-4 26.3 | 303 | 36.7 35.9

5-7 61.2 | 54.7| 445 35.9

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

70-74 7579  80-84 85avice 70-74 7579  80-84 85avice
Zeny Muzi

0 m1-2 m3-4 W57
Obrazek 17: Pocet aktivit v prubéhu dvou tydnu - cetnosti v % (Kramarov et al.,
zprava National Center for Health Statistics, 1999).
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4.5
4.3

=@ 7eny

41 == Muzi

3.9

Prdmérny pocet aktivit

3.7

3.5
70-74 75-79 80-84 85 avice

Veék

Obrazek 18: Prumérny pocet aktivit podle véku a pohlavi (tento obrazek je rovnéz
v piiloze).



74 6 PREZENTACE VYSLEDKU ANALYZY DAT

6.2 Jakym chybam se vyhnout?

V tomto odstavci je uvedeno nékolik typickych chyb z korespondencnich tuloh a
semestralnich praci studentu v predmétu Analyza dat. Komentare k chybam jsou

pro vétsi prehled psany kurzivou.
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Obrazek 19: Histogram — casta chyba z naprosté nedbalosti.

Histogram na obr. 19 je prezentovdan tak, jak ho nabizi MS Excel, zdravy rozum si
zregme vybral dovolenou, ohled na ctendre Zadny. Ponechdny mezery mezi sloupct,
nevhodné zvolené méritko vodorovné osy (pét trid s nulovou cetnosti), nic nevypovi-
dagici popis vodorovné osy.

sloupecl3 %

300
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Obrazek 20: Histogram — dalsi casta chyba zpusobend nedbalosti.

V histogramu na obr. 20 chybi popis os, zbytecny je nic nerikajici nadpis histogramu,

opét nevhodné zvolené meritko vodorovné osy.
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Pocet narozenych
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Obrézek 21: Casovy pribéh poétu narozenych.

Na obr. 21 chybi popis os grafu, nevhodné jednotky na svislé ose (tri neefektivnd
nuly, pocet narozeniych mél byt v tisicich), legenda je nadbytecnd a zbytecné zabird
znacnou cast kreslict plochy, vyznam ¢dry nejasny (bylo uzito néjaké vyhlazovdni?),

casovd rada by méla byt nakreslena jako body, pripadne se spojnicems.

pocet pristupl prostfednictvim majoritnich prohlizect
1400 000 000

1200 000 000

°g_ 1 000 000 000
>
% 800000000
s
< 600 000 000
0
& 400000000
200 000 000 I
0 — - — I | - [ |
Firefox Mozilla Microsoft Chrome Internet Netscape Opera Safari jiné
Firefox Edge Explorer 6
prohlizec¢

Obrazek 22: Nevhodny sloupcovy graf.

Na obr. 22 jsou uzity nevhodné jednotky na svislé ose sloupcového grafu (8 neefektiv-
nich ¢islic), vhodnéjsi by bylo uvddeét pocet pristupi v milionech nebo lépe ve stovkdch
milionu. Zobrazeni deviti znacné odlisniych c¢etnosti formou sloupcového grafu nent
nejvhodnéjsi zpusob prezentace tohoto vysledku, tabulka by vypovidala o strukture a

obsahu dat lépe.

Na pruni pohled (pomineme-li neobratnou formulaci nadpisu) sloupcovy graf na
obr. 23 vypadd uspokojgivé. Ale jaky je vyznam druhijch sloupecku? Jsou to dopliky
do 100%, takze jsou nadbytecné stejné jako legenda. Tri zjisténé relativni cetnosti

stacilo uwvést jako tabulku, zabralo by to méné mista a vypovidalo jasné.
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RozloZeni souboru dle vyroku "Pijete alkohol?" a typu Skoly
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Obrézek 23: Dalsi nespravny sloupcovy graf.
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Obrézek 24: Nevhodné uzity typ grafu.

Na obr. 24 je nevhodné zvoleny typ grafu pro zobrazeni dvou casoviych tad do jed-
noho obrazku, takZe vysledek je mepouZitelny pro naprostou necitelnost. Pro takové

zavislosti jsou vhodné bodové grafy, pripadné se spojnicemi bodii.
A jesté chyby v prezentaci ¢iselnych tudaju:

Hy:p=6

prumeér x = 5,959409417

s = 0,99046792

hodnota testového kritéria: -1,29593994

Typickd ukdzka nespravného a neprehledného prezentovdani ¢iselnych vysledku s nad-

bytecnym poctem platnych cislic.
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bl = 0,90711042
b0 = 17,0189542

Se = X(Yi - b0 - bl x1)2 = 423,839904
s2 = Se / (n-2) = 26,489994

Podobné chyby jako v predchozi ukdazce, tady navic i neobratny a neptesny zdpis

symbolu a vzorc.

Uvedené piiklady chyb snad prispéji k tomu, ze se v prezentacich podobné chyby
nebudou opakovat. Van Belle pozaduje, aby se v prezentaci vysledku statistickych
analyz véda spojovala s uménim. Mozna je to pozadavek prilis narocny, ale roz-
hodné bychom meéli dbat alespon na dobrou femeslnou uroven, vyuzivat zakladni
prezentacni dovednosti, pii prezentaci vysledku statistickych analyz uzivat zdravy
rozum, piihlizet k moznostem vnimani ctenare, mit ke ctenaii respekt a snazit se o

co nejveétsi prehlednost a srozumitelnost vysledkai.
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7 Literatura - komentovany seznam

Seznam je zlomkem rozsahlé statistické literatury tykajici se tohoto tématu. Zara-
zeny jsou predevsim knihy a skripta ceskych autoru nebo ¢eské preklady z posledniho
obdobi. Pti vybéru byl bran zfetel na dostupnost pro studenty Ostravské university

a také na pristupnost textu zacatecnikum ve statistice.

Andeél, J.: Matematickd statistika, SNTL Praha, 1978
Nyni jiz klasickd ucebnice matematické statistiky. Uplné sledovani vyzaduje
hlubsi znalosti matematické analyzy a linearni algebry, ale kniha obsahuje
fadu prikladu, které jsou srozumitelné i bez téchto matematickych znalosti a

pomohou ¢tenafi orientovat se v aplikaci statistickych metod.

Andel, J.: Statistické metody, Matfyzpress Praha, 1993
Prirucka pokryvajici Sirokou paletu bézné uzivanych metod statistické analyzy
dat. Vysvétluje pristupnym zpusobem jejich matematicko-statistické zaklady.

Velka pozornost je vénovana i neparametrickym metodam.

Bujok, P., Tvrdik J., Polakova R.: Zaklady pravdépodobnosti a statistiky, Ostrav-
ska universita, Ostrava, 2015

Opora ke stejnojmennému kursu, ktery predchézi kursu Analyza dat.

Cyhelsky, L., Kahounova, J. , Hindls, R.: Elementarni statisticka analyza, Manage-
ment Press, Praha, 1996
Kniha pristupnym zpusobem vysvétluje zéaklady deskriptivni statistiky a po-
¢tu pravdépodobnosti nutné pro aplikace statistiky. Zabyva se zaklady teorie
odhadu a testovani hypotéz. Neobsahuje analyzu rozptylu a regresi. Knihu
je mozno doporucit ctenari se stfedoskolskymi znalostmi matematiky jako
prvni ucebnici pro seznameni s problémy statistické analyzy dat. Dostupna
v knihovné OU.

Goss-Sampson, M.: Statistical analysis in JASP: A guide for students, 2018

Piehledny manual baliku JASP orientovany zejména pro studenty.

Havranek, T.: Statistika pro biologické a lékaiské védy, Academia, 1993
Kniha vynikajiciho, bohuzel predcasné zesnulého ¢eského statistika, ktera vysla
az dva roky po jeho smrti. Kniha pomérné pristupnym zpusobem vyklada
i obtizné partie statistické analyzy dat. Aplikace matematicko-statistickych
metod je ilustrovana na radé netrividlnich piikladu z autorovy praxe v analyze

biomedicinskych dat.

Hebak, P., Hustopecky, J.: Pruvodce modernimi statistickymi metodami, SNTL
Praha, 1990
Na vice nez triceti prikladech inspirovanych praktickymi tlohami je dukladné
ilustrovana aplikace ruznych metod induktivni statistiky, vcetné formulace

ulohy, zduvodnéni ruznych alternativ feseni a interpretace vysledku
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Komenda, S.: Biometrie, skriptum PrF UP Olomouc, 1994
Autor do uéebniho textu promitd dlouholetou zkusenost z oblasti aplikaci sta-
tistiky v biomedicinském vyzkumu. Piistupnou formou jsou vysvétleny zaklady
pravdépodobnosti, statistiky i mnohé metodologické otézky. Ctendiskou zaji-
mavost textu zvysuje fada puvodnich aforismu. Vhodny tvodni text pro cte-

nafre nejen z okruhu biologu. Skriptum je dostupné ve vice vytiscich v knihovné

ou.
Kiivy, 1. : Zaklady matematické statistiky, skriptum PiF Ostrava, 1985

Ucebni text pro studenty ucitelstvi matematiky. Pokyva zédkladni aplika¢ni ob-
lasti matematické statistiky. K uplnému sledovéani je potieba vyssi nez stredo-

skolska tdroven matematiky. Skriptum je dostupné ve vice vytiscich v knihovneé
ou.

Laga, J., Likes, J.: Zakladni statistické tabulky, SNTL, 1978
Obsahlé , klasické* statistické tabulky ceskych autoru, obsahuji i dukladné vy-
svétleni pojmu dulezitych pro spravné uziti tabulek v aplikacich metod mate-

matické statistiky.

Leps, J.: Biostatistika, skriptum, Jihoceskd universita, Ces. Budéjovice, 1996
Netradiéné napsany ucebni text (autor je biolog), ve kterém je ¢tenaf na pii-
kladech veden od zakladnich pojmu az ke shlukové analyze a dalsim mnoho-

rozmérnym metodam analyzy dat.

Likes, J., Machek, J.: Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1983
Ucebnice statistiky pro vysoké skoly technické, ale pokryva i metody uzivané
v netechnickych oborech. Predpoklada znalost zdkladu matematické analyzy

v rozsahu vyucovaném na technickych skolach.

Meloun, M., Militky, J.: Statistické zpracovani experimentalnich dat, PLUS, 1994
Rozsdhla kniha aplika¢né orientovand, zejména na metody regresni analyzy.
Je uzitetnda predevsim pro chemické a technické obory, ale poslouzi i pro jiné
aplikace, zvlasté s vyuzitim statistického software.

Pekar, S., Brabec, M.: Moderni analyza biologickych dat 1, Scientia, 2009

Prakticky zamérend publikace aplikované statistiky v prostredi jazyka R.

Pekar, S., Brabec, M.: Moderni analyza biologickych dat 1, Scientia, 2012
Pokracovani prakticky zameérené publikace aplikované statistiky v prostiedi

jazyka R.

Rezankové H.: Analyza dat z dotaznikovych Setfeni, 4. prepracované vydéani, Pro-
fessional publishing, 2017
Publikace zamérena na analyzu dat z dotaznikového Setteni, tedy zejména ka-

tegorickych velicin, v prostredi SPSS.

Sprent, P., Smeeton, N.,C.: Applied Nonparametric Statistical Methods, Third Edi-
tion, Chapman & Hall/CRC, 2001
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Obséahla monografie zamétrena i na vypocetni aspekty neparametrickych metod
a vyuziti modernich algoritmu pro vypocet presné pravdépodobnosti. Aplikace
jsou ukazany na radeé prikladu.

Tvrdik J.: Zaklady statistické analyzy dat, Prirodovédecka fakulta Ostravské uni-
versity, Ostrava 1998
Pristupné napsany ucebni text zaméreny na pochopeni dulezitych pojmu nut-
nych pro aplikaci statistickych metod. Nékteré jeho ¢asti jsou v upravené forme
prevzaty i do opor k predmétum Zaklady matematické statistiky a Analyza
dat.

van Belle G.: Statistical Rules of Thumb, John Wiley & Sons, 2002
Kniha autora s bohatou zkusenosti z vyuky i aplikaci statistiky poskytuje fadu
uzitecnych doporuceni pro aplikace statistiky. Prezentaci vysledku se zabyva
v obsahlé kapitole ,Words, Tables, and Graphs*.

Wonnacot, T.H., Wonnacot, R.J.: Statistika pro obchod a hospodarstvi, Victoria
Publishing, Praha, 1993
Rozsahla ucebnice zdkladu statistiky. Pokryvd mnoho statistickych metod
véetné téch, které se uzivaji v analyze ekonomickych dat (¢asové rady atd.).
Vyklad je veden velmi pristupnou formou, problematika je ilustrovana mnoha
priklady:.

Zvéara, K.: Biostatistika, Karolinum, Praha, 1998
Velmi zdarila ucebnice statistiky, ur¢ena predevsim studentum biologie. Je
napsana pristupnou formou, duraz je kladen na aplikaci statistickych metod,

ktera je ilustrovana radou resenych prikladu z biologického vyzkumu.

Zvéira K., Stépan J.,: Pravdépodobnost a matematickd statistika, Matfyzpress,
Praha, 2001
Vynikajici ucebnice puvodné napsana pro studenty matematiky na pedagogic-
kych fakultdch. Vhodna dopliujici literatura, prohlubujici znalosti matema-
tické statistiky:.



81

8 Statistické tabulky

Statistické tabulky byly pofizeny s vyuzitim statistickych funkci NORMSDIST,
CHIINV, TINV, FINV programu Microsoft Excel 2016 pro Windows 10. Pokud jste
u pocitace, na kterém je nainstalovan Excel nebo néktery ze statistickych programu
statistické tabulky nepotiebujete, nebot’ potfebné hodnoty distribuénich funkei ¢

kvantilu snadno zjistite pomoci téchto programovych prostredki.
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8.1 Distribuc¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni

X ~ N(0,1),®(x) = P(X < x)

d(x)

T +0 +0,02 | +0,04 | +0,06 | +0,08
0,0 | 0,5000 | 0,5080 | 0,5160 | 0,5239 | 0,5319
0,1 |0,5398 | 0,5478 | 0,5557 | 0,5636 | 0,5714
0,2 10,5793 | 0,5871 | 0,5948 | 0,6026 | 0,6103
0,3 10,6179 | 0,6255 | 0,6331 | 0,6406 | 0,6480
0,4 | 0,6554 | 0,6628 | 0,6700 | 0,6772 | 0,6844
0,5 10,6915 | 0,6985 | 0,7054 | 0,7123 | 0,7190
0,6 | 0,7257 | 0,7324 | 0,7389 | 0,7454 | 0,7517
0,7 | 0,7580 | 0,7642 | 0,7704 | 0,7764 | 0,7823
0,8 | 0,7881 | 0,7939 | 0,7995 | 0,8051 | 0,8106
0,9 | 0,8159 | 0,8212 | 0,8264 | 0,8315 | 0,8365
1,0 | 0,8413 | 0,8461 | 0,8508 | 0,8554 | 0,8599
1,1 | 0,8643 | 0,8686 | 0,8729 | 0,8770 | 0,8810
1,2 10,8849 | 0,8888 | 0,8925 | 0,8962 | 0,8997
1,3 10,9032 | 0,9066 | 0,9099 | 0,9131 | 0,9162
7.7 10,9192 | 09222 | 0,9251 | 0,9279 | 0,9306
1,5 10,9332 | 0,9357 | 0,9382 | 0,9406 | 0,9429
1,6 | 0,9452 | 0,9474 | 0,9495 | 0,9515 | 0,9535
1,7 10,9554 | 0,9573 | 0,9591 | 0,9608 | 0,9625
1,8 | 0,9641 | 0,9656 | 0,9671 | 0,9686 | 0,9699
1,9 10,9713 | 0,9726 | 0,9738 | 0,9750 | 0,9761
2,0 10,9772 10,9783 | 0,9793 | 0,9803 | 0,9812
2,1 | 0,9821 | 0,9830 | 0,9838 | 0,9846 | 0,9854
2.2 10,9861 | 0,9868 | 0,9875 | 0,9881 | 0,9887
2.3 10,9893 | 0,9898 | 0,9904 | 0,9909 | 0,9913
2,4 10,9918 | 0,9922 | 0,9927 | 0,9931 | 0,9934
2,5 10,9938 | 0,9941 | 0,9945 | 0,9948 | 0,9951
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8.2 Vybrané kvantily rozdéleni Chi-kvadrat

X ~x: PIX <z(p)=p

z(p)
n | p=0,025 | p=0,95 | p=0,975 | p=0,99
1 0,00 3.84 5,02 6,63
2 0,05 5,99 7.38 9,21
3 0,22 7.81 9,35 11,34
4 0,48 9.49 11,14 | 1328
5 0,83 11,07 | 1283 | 15,09
6 1,24 1259 | 1445 | 16,81
7 1,69 14,07 | 1601 | 1848
8 218 1551 | 17,53 | 20,09
9 2.70 16,92 | 19,02 | 21,67
10 | 325 1831 | 2048 | 2321
11 | 382 10,68 | 21,92 | 24,73
12 | 440 | 21,03 | 2334 | 2622
13 | 5,01 22,36 | 2474 | 27,69
17 | 563 | 2368 | 26,12 | 29,14
15 | 626 | 2500 | 27,49 | 30,58
16 | 691 26,30 | 28,85 | 32,00
17 | 756 | 2759 | 30,19 | 3341
18 | 823 | 2887 | 3153 | 34381
19 | 891 30,14 | 32,85 | 36,19
20 | 959 | 314l | 34,17 | 3757
25 | 1312 | 37,65 | 40,65 | 4431
30 | 16,79 | 4377 | 46,98 | 50,89
40 | 2443 | 55,76 | 59,34 | 63,69
50 | 32,36 | 67,50 | 7142 | 76,15
100 | 7422 | 12434 | 129,56 | 13581
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8.3 Vybrané kvantily Studentova t-rozdéleni

X~ PIX <a(p)]=p

z(p)
n | p=0,9 | p=0,95 | p=0,975 | p=0,99 | p=0,995
1 | 308 | 631 1271 | 3182 | 63,66
2 [ 189 | 292 4,30 6,96 9,92
3 | 164 | 235 318 454 5.84
4 | 153 | 213 278 3,75 1,60
5 | 148 | 2,02 257 3.36 103
6 | 144 | 194 2,45 3,14 3,71
7| 141 | 189 2,36 3,00 3,50
8 | 140 | 186 2,31 2,90 3,36
9 [ 138 | 1,83 2.26 2.82 3,25
10 | 137 | 1,81 2.23 2,76 317
11 | 1,36 | 1,80 2.20 2.72 3.11
121 136 | 1,78 218 2,63 3,05
13 | 135 | 1,77 2.16 2,65 3,01
17 | 135 | 1,76 2,14 2,62 2,98
15 | 134 | 1,75 2.13 2,60 2,95
16 | 134 | 1,75 2.12 258 2.92
17 [ 133 | 1,74 211 2.57 2.90
18 | 133 | 1,73 2.10 255 288
19 [ 133 | 1,73 2,09 2,54 2,86
20 | 1,33 | 1,72 2,09 2,53 2.85
25 | 132 | 171 2,06 2,49 2,79
30 | 131 | 1,70 2,04 2,46 2,75
40 | 1,30 | 1,68 2,02 2,42 2.70
50 | 1,30 | 1,68 2,01 2,40 2,63
0 [ 129 | 1,67 1,99 2.38 2,65
100 129 | 1,66 1,98 2,36 2,63
500 | 128 | 1,65 1,96 2,33 2,59
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8.4 Vybrané kvantily Fisherova Snedecorova F-rozdéleni

(X ~ F,...,P[X <x(0,95)] = 0,95
x(0,95)
m
n 1 2 3 4 5 10 20 40
1 | 161,45 | 199,50 | 215,71 | 224,58 | 230,16 | 241,88 | 248,02 | 251,14
2 | 18,51 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 10,40 | 19,45 | 19,47
3 | 10,13 | 955 | 928 | 9,12 | 9,01 | 879 | 8,66 | 8,59
4 | 771 | 694 | 659 | 639 | 626 | 596 | 580 | 5,72
5 | 661 | 579 | 541 | 519 | 505 | 4,74 | 456 | 4,46
6 | 509 | 5,14 | 4,76 | 453 | 439 | 406 | 3,87 | 3,77
7 | 559 | 4,74 | 435 | 4,12 | 3,97 | 3,64 | 344 | 3,34
8 | 532 | 446 | 407 | 3,84 | 3,69 | 3,35 | 3,15 | 3,04
9 | 5,12 | 426 | 3,86 | 3,63 | 3,48 | 3,14 | 2,04 | 2,83
10 | 4,96 | 4,10 | 3,71 | 348 | 3,33 | 2,98 | 2,77 | 2,66
11 | 484 | 398 | 359 | 336 | 320 | 285 | 2,66 | 2,53
12 | 475 | 3,89 | 349 | 3,26 | 3,11 | 2,75 | 2,54 | 2,43
13 | 4,67 | 3,81 | 341 | 3,18 | 3,03 | 2,67 | 246 | 2,34
14 | 460 | 3,74 | 334 | 3,11 | 2,96 | 2,60 | 2,39 | 227
15 | 454 | 3,68 | 320 | 3,06 | 290 | 254 | 2,33 | 2,20
20 | 4,35 | 349 | 3,10 | 2,87 | 2,71 | 2,35 | 2,12 | 1,99
30 | 4,17 | 3,32 | 2,92 | 269 | 253 | 2,16 | 1,93 | 1,79
40 | 4,08 | 3,23 | 284 | 261 | 245 | 2,08 | 184 | 1,69
60 | 4,00 | 3,15 | 2,76 | 253 | 2,37 | 1,99 | 1,75 | 1,59
120 | 3,92 | 3,07 | 2,68 | 245 | 229 | 191 | 1,66 | 1,50
500 | 3,86 | 3,00 | 2,62 | 239 | 2,23 | 185 | 159 | 1,42
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8.5 Kritické hodnoty pro jednovybérovy Wilcoxonuv test

Nulové hypotéza se zamitd, je-li hodnota statistiky min(S™*, S™) mensi nebo rovna

kritické hodnoté.

kritické hodnoty
n|la=0005|a=001
6 0
7 2
8 3 0
9 ) 1
10 8 3
11 10 5
12 13 7
13 17 9
14 21 12
15 25 15
16 29 19
17 34 23
18 40 27
19 46 32
20 52 37
21 58 42
22 65 48
23 73 54
24 81 61
25 89 68
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8.6 Kritické hodnoty pro dvouvybérovy Wilcoxoniv (Manntv-
Whitneyuv) test

Nulova hypotéza se zamita na hladiné vyznamnosti o = 0.05, je-li hodnota statistiky

min(U*, U~) mensi nebo rovna kritické hodnoteé.

n
m| 4|56 789 1011|1213 14|15
4 10

5| 1] 2

6121315

713 |5]6]|8

814116 1|8 ]10]13

9 (4| 710121517

101 5| 8 11|14 |17 |20 |23

1116 |9 [ 13[16(19 23|26 |30

127 | 11| 14|18 (22|26 |29 |33 |37

1318 12|16 |20 (24|28 33|37 |41 |45

1419 |13 |17(22|26|31 |36 |40 |45 |50 |55
151101411924 (29(34|39 |44 (49|54 |59 |64
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8.7 Kritické hodnoty Spearmanova korela¢niho koeficientu

Nulova hypotéza se zamita na hladiné vyznamnosti «, je-li hodnota statistiky rg

vétsi nebo rovna kritické hodnoté.

kritické hodnoty
n|la=0005|a=001
5 0,9000
6 0,8286 0,9429
7 0,7450 0,8929
8 0,6905 0,8571
9 0,6833 0,8167
10 | 0,6364 0,7818
11| 0,6091 0,7545
12| 0,5804 0,7273
131 0,5549 0,6978
14 | 0,5341 0,6747
151 0,5179 0,6536
16 | 0,5000 0,6324
171 0,4853 0,6152
181 0,4716 0,5975
191 0,4579 0,5825
20 | 0,4451 0,5684




