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1.2 Dvouvýběrový t-test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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4 Neparametrické metody 33
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4.3 Znaménkový test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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OBSAH 3

Předmluva

Tento text slouž́ı jako opora pro předmět Analýza dat. Navazuje na kurs Základy

matematické statistiky. Ćılem kursu je aplikovat základńı statistické znalosti v rela-

tivně jednoduchých úlohách, s nimiž se velmi často setkáváme při analýze dat.

Časovou náročnost zvládnut́ı tohoto textu a vyřešeńı zadaných př́ıklad̊u lze odhad-

nout na přibližně 80 až 100 hodin.

V některých př́ıkladech, jejichž řešeńı je uvedeno v učebńım textu, se už́ıvaj́ı data ze

soubor̊u BI97.txt. Pokud si chcete uvedená řešeńı sami ověřit a zopakovat, tato data

si můžete stáhnout z webových stránek autora textu, http://www1.osu.cz/∼bujok/.

Každá kapitola zač́ıná pokyny pro jej́ı studium. Tato část je vždy označena jako

Pr̊uvodce studiem s ikonou na okraji stránky.

Pojmy a d̊uležité souvislosti k zapamatováńı jsou vyznačeny na okraji stránky textu

ikonou.

V rozsahu celého textu jsou umı́stěny Př́ıklady, jejichž podrobné řešeńı umožňuje

porozumět prob́ırané problematice do větš́ı hloubky a tak si snáze osvojit praktiky

pro daľśı aplikace.

V závěru každé kapitoly je rekapitulace nejd̊uležitěǰśıch pojmů. Tato rekapitulace je

označena textem Shrnut́ı a ikonou na okraji.

Odd́ıl Kontrolńı otázky označený ikonou by vám měl pomoci zjistit, zda jste prostu-

dovanou kapitolu pochopili a snad vyprovokuje i vaše daľśı otázky, na které budete

hledat odpověd’.

U některých kapitol je připomenuta Korespondečńı úloha. Pro kombinované a

distančńı studium jsou korespondenčńı úlohy zadávány v rámci kurzu daného se-

mestru. Úspěšné vyřešeńı korespondenčńıch úloh je součást́ı podmı́nek pro celkové

hodnoceńı předmětu.

Hlavńı úlohou, kterou byste měli osvědčit poznatky źıskané v tomto kursu, je ana-

lýza vámi vybraného souboru dat z vašeho okoĺı. Proto se poohlédněte po datech,

které byste chtěli statisticky zpracovat, a kde jste zvědavi na výsledky této analýzy.

Př́ıpadné nejasnosti včas konzultujte s vyučuj́ıćım. Výsledky analýzy bude pak po-

třeba předložit formou vytǐstěné stručné a přehledné zprávy, pokud možno v rozsahu

max. 3 strany. Před př́ıpravou zprávy si prostudujte kap. 6 o prezentaci výsledk̊u.
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1 Parametrické testy o shodě středńıch hodnot

Pr̊uvodce studiem:

Tato kapitola shrnuje tři statistické parametrické testy. Text je rozdělen do několika

logicky ucelených část́ı. K prostudováńı celé této kapitoly budete potřebovat asi 12

hodin. Studium vám ulehč́ı četné ilustrativńı př́ıklady. V př́ıpadě nejasnost́ı je možné

se obrátit na oporu předchoźıho kursu Základy pravděpodobnosti a statistiky.

Ćıl: Po prostudováńı této části kapitoly byste měli:

• znát detaily testováńı statistických hypotéz,

• určit a interpretovat testové kritérium jednotlivých test̊u,

• chápat rozd́ıly mezi základńımi parametrickými testy,

• rozlǐsovat mezi jednostrannou a oboustrannou alternativńı hypotézou.

1.1 Jednovýběrový t-test

Jednovýběrový oboustranný t-test byl podrobně vysvětlen v učebńım textu Základy

pravděpodobnosti a statistiky. Doporučujeme se k tomu vrátit a základy testováńı

hypotéz si znovu připomenout.

Máme náhodný výběr (X1, X2, . . . , Xn) nezávislých náhodných veličin normálně roz-

dělených, tj. Xi ∼ N(µ, σ2), i = 1, 2, . . . , n. Testujeme hypotézu, že středńı hod-

nota rozděleńı populace, z ńıž máme výběr, tj. µ je rovna nějaké dané hodnotě µ0.

proti alternativě, že µ 6= µ0. Za platnosti nulové hypotézy má statistika T rozděleńı

podle následuj́ıćıho vztahu T = X−µ0

s/
√
n
∼ tn−1 a při oboustranné alternativě µ 6= µ0 je

kritický obor W ≡ (−∞, tn−1(α/2)] ∪ [tn−1(1− α/2),+∞). Pokud vypočtená hod-

nota T lež́ı v kritickém oboru, tak nulovou hypotézu µ = µ0 pro dané α zamı́táme

(kvantily t-rozděleńı jsou tabelovány 8.3).

Oboustranná alternativa H1 : µ 6= µ0 však neńı jediná možná formulace alternativńı

hypotézy. Máme-li k dispozici nějakou apriorńı informaci o středńı hodnotě popu-

lace, ze které je realizován výběr, můžeme zformulovat alternativu jednostranně:

H0 : µ = µ0 H1 : µ > µ0 (tzv. pravostranná alternativa)

Daľśı postup testu bude zcela analogický jako u oboustranného testu, pouze kritický

obor bude jiný, totiž W ≡ [tn−1(1− α),+∞). Nulovou hypotézu můžeme zamı́tnout
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ve prospěch této alternativy tehdy, když výběrový pr̊uměr X je o hodně větš́ı než

µ0. Přesněji vyjádřeno, když pro hodnotu testového kritéria plat́ı

X − µ0

s/
√
n

≥ tn−1(1− α).

Vid́ıme, že pravděpodobnost neoprávněného zamı́tnut́ı nulové hypotézy je opět rovna

hladině významnosti α. T́ım, že jsme alternativu formulovali s využit́ım nějaké apri-

orńı informace, stač́ı k zamı́tnut́ı nulové hypotézy, aby hodnota testového kriteria T

byla alespoň tn−1(1− α). U oboustranné alternativy by to bylo tn−1(1− α/2).

Zcela analogicky, pokud bychom měli k tomu d̊uvod, můžeme formulovat i levostran-

nou alternativu H1 : µ < µ0. Pak kritický obor je W ≡ (−∞, tn−1(α)].

Obecně při už́ıváńı test̊u, zejména jednostranných, je vhodné nejdř́ıve formulovat

alternativu ve tvaru obsahuj́ıćım tvrzeńı, které bychom chtěli
”
prokázat“ – tzv. vý-

zkumnou hypotézu. Pak pokud nulovou hypotézu zamı́tneme, máme téměř jistotu (s

rizikem rovným α), že tvrzeńı vyjádřené alternativńı hypotézou je pravdivé.

Př́ıklad 1.1 Na vybranou optimalizačńı úlohu byl aplikován deterministický algo-

ritmus, který dosáhl jej́ıho řešeńı za 2400 výpočetńıch krok̊u. Dlouhodobý výzkum

ukazuje, že nedeterministický (stochastický) př́ıstup může být efektivněǰśı. Proto byl

na stejnou úlohu nasazen rovněž stochastický algoritmus. Z d̊uvodu stochastičnosti

byl experiment opakován 60 krát, a výsledné počty krok̊u k dosažeńı řešeńı téže

úlohy jsou v tabulce:

2622 2906 3816 1371 2812 1058 1749 2262 3992 1841 1200 2895

1675 4512 2530 2182 3044 2510 3087 3852 1220 1285 3984 2588

2232 2727 1741 2742 1932 3790 1548 1085 899 2269 2804 1336

3457 2525 1933 2307 2821 2333 2523 1122 1405 2661 1828 788

2018 1400 2130 635 1419 3275 2767 957 2594 1413 3124 3923

Zjistěte, zda je stochastický algoritmus efektivněǰśı než deterministický.

Pokud máme zjistit, zda jsou výsledky opakováńı stejného pokusu stochastického

algoritmu lepš́ı než výsledek deterministického
”
etalonu“, použijeme jednovýběrový

t-test. Nulovou hypotézu můžeme formulovat H0 : µstoch = 2400. Dosad́ıme-li do

testového kritéria, obdrž́ıme T = −0.909, a pokud výsledek porovnáme s tabul-

kou 8.3 (α = 0.05, proto Tkrit=2), zjist́ıme, že |T | < Tkrit. Na základě toho nemůžeme

zamı́tnout H0, tud́ıž nově aplikovaný stochastický algoritmus dosahuje obdobných

výsledk̊u jako deterministický př́ıstup (a to i přes to, že je pr̊uměrný počet krok̊u

stochastického algoritmu roven 2291). Ukázka výstupu programu JASP:
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95% CI for Mean Difference

t df p Mean Difference Lower Upper

kroky -0.909 59 0.367 -109.067 -349.254 131.121

N Mean SD SE

kroky 60.000 2290.933 929.780 120.034

1.2 Dvouvýběrový t-test

Předpokládáme, že máme dva nezávislé výběry o rozsahu n1, resp. n2, ze dvou

normálně rozdělených populaćı. Prvńı populace má rozděleńı N(µ1, σ
2
1), druhá

N(µ2, σ
2
2).

Z textu Základy pravděpodobnosti a statistiky v́ıme, že když neznámé parametry

σ2
1 , σ

2
2 můžeme považovat za shodné, tedy σ2

1 = σ2
2 = σ2(rozptyl v obou populaćıch

je shodný), pak pro náhodnou veličinu T plat́ı:

T =
X1 −X2 − (µ1 − µ2)

√

(n1−1)s2
1
+(n2−1)s2

2

n1+n2−2

(

1
n1

+ 1
n2

)

∼ tn1+n2−2.

Pokud chceme testovat hypotézu, že středńı hodnoty v obou populaćıch jsou shodné,

tj.

H0 : µ1 = µ2

proti některé z alternativ

H1 : µ1 6= µ2 (oboustranná alternativa)

H1 : µ1 < µ2 (levostranná alternativa)

H1 : µ1 > µ2 (pravostranná alternativa)

užijeme testovou statistiku

Teq =
X1 −X2

√

(n1−1)s2
1
+(n2−1)s2

2

n1+n2−2

(

1
n1

+ 1
n2

)

, (1)

která má za platnosti nulové hypotézy Studentovo t-rozděleńı s n1 + n2 − 2 stupni

volnosti.

Pokud rozptyly v obou populaćıch shodné nejsou, tj. σ2
1 6= σ2

2, už́ıvá se pro test

hypotézy o shodě středńıch hodnot statistika

Tnoneq =
x1 − x2
√

s2
1

n1

+
s2
2

n2

, (2)
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která má přibližně t-rozděleńı s ν stupni volnosti, kde počet stupň̊u volnosti ν se

urč́ı podle vztahu

ν =

(

s2
1

n1

+
s2
2

n2

)2

1
n1−1

(

s2
1

n1

)2

+ 1
n2−1

(

s2
2

n2

)2

Znamená to tedy, že při testováńı nulové hypotézy o shodě středńıch hodnot se

muśıme rozhodnout, zda je nebo neńı splněn předpoklad o shodě rozptyl̊u, tj. σ2
1 =

σ2
2 = σ2 a podle toho volit testové kriterium dané výrazem (1) nebo (2). Toto

rozhodnut́ı provedeme testem hypotézy H0 : σ
2
1 = σ2

2 proti alternativě H1 : σ
2
1 6= σ2

2.

Pokud naše výběry o rozsaźıch n1, n2 jsou z normálně rozdělených populaćı,

N(µ1, σ
2
1), N(µ2, σ

2
2), plat́ı (viz opora Základy pravděpodobnosti a statistiky)

(n1−1)s2
1

σ2

1

∼ χ2
n1−1 a

(n2−1)s2
2

σ2

2

∼ χ2
n2−1

a tedy také plat́ı

s2
1
/σ2

1

s2
2
/σ2

2

∼ Fn1−1,n2−1 Za platnosti nulové hypotézy σ2
1 = σ2

2 má testová statistika

F = s21/s
2
2 Fisher- Snedecorovo rozděleńı s parametry n1 − 1, n2 − 1,

F =
s21
s22

∼ Fn1−1,n2−1 (3)

Lze se dohodnout, že indexováńı výběr̊u zvoĺıme tak, aby platilo s21 ≥ s22. Prakticky

to znamená, že ve jmenovateli (3) bude menš́ı z obou výběrových rozptyl̊u. Pak

kritickým oborem bude

W = [Fn1−1,n2−1(1− α),+∞) , (4)

jinými slovy, hypotézu o shodě rozptyl̊u σ2
1 = σ2

2 zamı́tneme, když poměr výběrových

rozptyl̊u s21/s
2
2 bude podstatně větš́ı než jedna. Situaci ilustruje následuj́ıćı obrázek,

F59,26(0, 95) = 1, 804.

Při testováńı hypotéz obvykle použ́ıváme statistický software. Při dvouvýběrovém

t-testu prováděném v MS Excel nejdř́ıve otestujeme hypotézu o shodě rozptyl̊u (v do-

plňku Analýza dat funkce s názvem Dvouvýběrový F -test pro rozptyl) a podle jeho

výsledku se rozhodneme, zda máme už́ıt funkci Dvouvýběrový t-test s rovnost́ı roz-

ptyl̊u nebo Dvouvýběrový t-test s nerovnost́ı rozptyl̊u.

V komerčńım statistickém software je ve výsledćıch vyhodnocena zpravidla jak tes-

tová statistika (1) pro rovnost rozptyl̊u, tak kritérium (2) pro neshodu rozptyl̊u.

Je na uživateli, aby si vybral správnou část výsledku pro interpretaci. Postup si

ukážeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 1.2 Máme posoudit, zda středńı hodnoty platu (data lide) jsou stejné v po-

pulaci žij́ıćı ve Středomoř́ı (1) i v populaci žij́ıćı ve Skandinávii (-1). Použijeme pro-
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gram JASP, z menu T-tests vybereme Independent Samples T-tests. Zadáme Prijem

jako Variables a veličinu zeme jako Split (tato veličina rozděluje pozorováńı do dvou

skupin) a dostaneme výstup, který zde uvedeme ve zkrácené podobě.

Group N Mean SD SE

Prijem -1 16 31406.250 6983.836 1745.959

1 16 23468.750 9078.305 2269.576

Independent samples T-test

Location SE

Test Statistic df p Parameter Difference

Prijem Student 2.772 30.000 0.009 7937.500 2863.451

Test of equality of variances (Levene’s)

F df p

Prijem 3.239 1 0.082

10000

15000

20000

25000

30000

35000

40000

45000

skandinavie                   stredomori

zeme

P
ri
je

m

Obrázek 1: Krabicový graf (tento obrázek je rovněž v př́ıloze).

I zkrácený výstup je dosti obsáhlý a napoprvé nám dá trochu práce se v něm orien-

tovat a správně interpretovat výsledky. Výhodou tohoto software je automatizovaná

volba správného t-testu. Naš́ım úkolem je testovat nulovou hypotézu o shodě střed-

ńıch hodnot proti oboustranné alternativě, tj. H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 6= µ2

Stejnou nulovou i alternativńı hypotézu můžeme formulovat i takto: H0 : µ1−µ2 = 0

H1 : µ1 − µ2 6= 0

Této formulaci odpov́ıdá forma výsledk̊u, kde se objevuje rozd́ıl středńıch hodnot

(difference). Ještě se muśıme rozhodnout, zda máme pro naše rozhodováńı už́ıt sta-

tistiku Teq definovanou rov. (1) nebo statistiku Tnoneq definovanou rov. (2). Muśıme

rozhodnout, zda můžeme považovat za splněný předpoklad o shodě rozptyl̊u v obou
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populaćıch či nikoliv. K tomuto rozhodnut́ı nám poslouž́ı test hypotézy H0 : σ
2
1 = σ2

2

proti alternativě H1 : σ2
1 6= σ2

2. Jeho výsledky nalezneme v odstavci (Test of equa-

lity of variances (Levene’s)). Tam nalezneme hodnotu testové statistiky spočtené

podle vztahu (3) a kromě toho také tzv. dosaženou úroveň významnosti této hod-

noty, která je uvedena ve sloupci p. Tato významnost (p, někdy označovaná také

p-value, prob-level, significance) je často už́ıvanou charakteristikou, která usnadňuje

interpretaci výsledk̊u. V př́ıpadě jednostranného testu, což je tento test, viz kritický

obor daný vztahem (4), p udává pravděpodobnost, že za platnosti nulové hypotézy

bude mı́t testová statistika hodnotu větš́ı než hodnotu spoč́ıtanou z výběru, tedy

v našem př́ıkladu p = P (X ≥ 3, 239) ∼= 0, 082.

Smysl p v tomto př́ıkladu i v jiných jednostranných testech vysvětluje následuj́ıćı

obrázek.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

x

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

f(
x
)

3.24

p=0.082

Obrázek 2: Princip p-hodnoty (tento obrázek je rovněž v př́ıloze).

Je zřejmé, že pokud plat́ı p ≤ α, nulovou hypotézu zamı́táme, jinak nezamı́táme.

Jelikož v našem př́ıkladu vyšlo p ∼= 0, 082, tedy nepatrně větš́ı než obvykle volená

hladina významnosti α = 0, 05, přij́ımáme představu o shodě rozptyl̊u v obou popu-

laćıch, σ2
1 = σ2

2 . Proto statistika pro test hypotézy o rovnosti středńıch hodnot obou

populaćı je statistika Teq definovaná rovnićı (1). Jej́ı hodnotu nalezneme ve výsled-

ćıch v odstavci Independent samples T-test. Jej́ı hodnota je 2,772 a u ńı je uvedena

i odpov́ıdaj́ıćı hodnota p. Jelikož ale v tomto př́ıpadě se jedná o oboustranný test,

p udává pravděpodobnost, že za platnosti nulové hypotézy bude absolutńı hodnota

testové statistiky větš́ı nebo rovna absolutńı hodnotě statistiky spoč́ıtané z výběru,

tedy v našem př́ıkladu p = P (|X| ≥ 2, 772) ∼= 0, 009. Jednoduše řečeno, u oboustran-
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ných test̊u zamı́táme nulovou hypotézu, je-li hodnota testové statistiky bud’ velmi

velká nebo velmi malá. Opět pokud plat́ı, že p ≤ α, nulovou hypotézu zamı́táme.

Názorně situaci vid́ıme na následuj́ıćım obrázku.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 x 

f (x) 

 p / 2  p / 2   

Jelikož v uvedeném př́ıkladu je p = 0, 009, hypotézu o shodě středńıch hodnot, tedy

µ1 − µ2 = 0, na hladině významnosti α = 0, 05 zamı́táme. Pokud bychom předem

z nějakých d̊uvod̊u zvolili hladinu významnosti α = 0, 001, naše výběrová data by

nám neposkytovala d̊uvod nulovou hypotézu zamı́tnout.

Obecně můžeme ř́ıci, že poč́ıtačové výstupy výsledk̊u statistických test̊u s uvedenými

hodnotami p usnadňuj́ı interpretaci v tom, že nepotřebujeme pro určováńı kritického

oboru statistické tabulky. To, zda vypočtená statistika je či neńı v kritickém oboru,

poznáme bezprostředně z hodnoty p: Je-li p ≤ α, v́ıme, že hodnota testového kriteria

je v kritickém oboru, pokud p > α, hodnota testového kriteria v kritickém oboru

neńı.

Poznámka 1.1

Na hodnotu p lze nahĺıžet v určitém ohledu také jako na pravděpodobnost d̊uvěry

v nulovou hypotézu.

V uvedeném dvouvýběrovém t-testu se vycháźı z předpokladu, že oba výběry jsou

z normálně rozdělených populaćı. Splněńı tohoto předpokladu neńı tak d̊uležité,

pokud rozsahy obou výběr̊u jsou dostatečně velké. Jak v́ıme z odstavce o centrálńı

limitńı větě, při dostatečně velkém počtu pozorováńı má testové kriterium

U =
X1 −X2
√

s2
1

n1

+
s2
2

n2

(5)

normované normálńı rozděleńı N(0, 1) a při velkém počtu stupň̊u volnosti se tvar

t-rozděleńı přibližuje rozděleńı N(0, 1). Pro velké rozsahy výběr̊u hodnoty testových

statistik (1) a (2) se přibližuj́ı hodnotě dané rov. (5) a statistiku U můžeme pak
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použ́ıt i pro test hypotézy o shodě středńıch hodnot dvou populaćı libovolného roz-

děleńı.

1.3 Párový t-test

Daľśım často už́ıvaným t-testem je tzv. párový t-test. Obecně o párových testech

hovoř́ıme tehdy, když máme pro vybrané objekty změřeny dvojice hodnot, např.

délka levé a pravé končetiny, hmotnost před a po dietě, nástupńı a současná mzda

atd. Ve statistice je tato situace označována jako dva závislé výběry stejného rozsahu

n.

Máme-li tedy dva závislé náhodné výběry (X1, X2, . . . , Xn), (Y1, Y2, . . . , Yn),

můžeme zjistit rozd́ıly těchto hodnot: Di = Xi − Yi a spoč́ıtat výběrové statistiky,

pr̊uměr D a rozptyl s2D.

Při testu hypotézy o shodě středńıch hodnot veličin X a Y , tedy H0 : µ1 − µ2 = 0

vlastně testujeme, zda středńı hodnota veličiny D je nulová. To je situace, kterou

už známe z jednovýběrového t-testu. Testovým kriteriem pro test této hypotézy je

Tp =
D

sD/
√
n
, (6)

která má rozděleńı tn−1. Podobně jako u jednovýběrového t-testu může být alterna-

tivńı hypotéza formulována jako oboustranná nebo jednostranná.

Při párovém testu můžeme nulovou hypotézu formulovat nejen tak, že středńı

hodnoty obou veličin jsou shodné, ale i tak, že jejich rozd́ıl je roven hodnotě a,

H0 : µ1 − µ2 = a (např́ıklad hmotnost po dietě je alespoň o 10 kg nižš́ı). Pak

testovou statistikou je

Tp =
D − a

sD/
√
n
, (7)

která opět za platnosti nulové hypotézy má rozděleńı tn−1.

Př́ıklad 1.3 Máme zjistit, zda ve firmě docháźı ke zvyšováńı plat̊u zaměstnanc̊u

(data employs). Pracuje zde 474 osob, a každá dospěla od nástupńıho platu (nplat)

k platu, který má nyńı (plat). V prvńı tabulce výstupu JASP vid́ıme, že v pr̊uměru se

plat zaměstnanc̊u od nástupu lǐśı zhruba o 50 %. Provedeme párový t-test (nab́ıdka

T-tests a Paired Samples T-tests), kde obě veličiny zadáme do kolonky Variables.

Dosažená T statistika je T = 35, 036, což velkoryse umožňuje zamı́tnout H0 (také

proto, že p je podstatně menš́ı než 0,05).

N Mean SD SE

plat 474 34419.568 17075.661 784.311

nplat 474 17016.086 7870.638 361.510
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Paired Samples T-Test

t df p Mean Difference SE Difference

plat - nplat 35.036 473 1.610e-133 17403.481 496.732

Mzdy zaměstnanc̊u firmy byly již letmým pohledem evidentně zásadně vyšš́ı, v po-

rovnáńı s nástupńım platem. Samotný test pak tento verdikt jasně potvrdil.

Shrnut́ı:

- Statistický test hypotézy se už́ıvá k rozhodováńı za nejistoty.

- Rozhodujeme mezi nulovou hypotézou a alternativou.

- Jsou dva druhy chybného rozhodnut́ı.

- Pravděpodobnost chyby I. druhu při testu voĺıme předem (hladina význam-

nosti).

- Test hypotézy je analogický rozhodováńı soudu, ale rozd́ıl je v tom, že prav-

děpodobnost chyby prvńıho druhu je u statistických test̊u známa, dokonce ji

zvoĺıme.

- Kritický obor test záviśı na tom, jak je zformulována alternativa.

Kontrolńı otázky:

1. Proč testy o parametrech jsou rozhodováńı v nejistotě?

2. Vysvětlete rozd́ıl mezi chybou prvńıho a druhého druhu.

3. Proč je zamı́tnut́ı nulové hypotézy pro praktické rozhodováńı užitečněǰśı vý-

sledek než nezamı́tnut́ı nulové hypotézy?

4. Kdy můžeme formulovat jednostrannou alternativu? Jakou nám to pak přináš́ı

výhodu?

5. Č́ım se lǐśı párový t-test od jednovýběrového t-testu?

Pojmy k zapamatováńı:

- statistické testováńı hypotéz

- nulová hypotéza, alternativa

- chyby prvńıho a druhého druhu

- hladina významnosti

- śıla testu

- testová statistika (kriterium)
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- kritický obor

- jednovýběrový t-test

- dvouvýběrový t-test

- párové testy, párový t-test

- hodnota testové statistiky a odpov́ıdaj́ıćı hodnota p

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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2 Analýza rozptylu - jednoduché tř́ıděńı

Pr̊uvodce studiem:

Jako analýza rozptylu (angl. ANalysis Of VAriance – ANOVA) je označován soubor

postup̊u induktivńı statistiky už́ıvaných při testováńı hypotéz o středńıch hodno-

tách při r̊uzném, často i velmi komplikovaném uspořádáńı experimentu. Analýzou

rozptylu se podrobně zabývaj́ı specializované statistické monografie. Zde si ukážeme

jen základńı myšlenky analýzy rozptylu na úloze, která se nazývá analýza rozptylu

s jednoduchým tř́ıděńım (one-way ANOVA). K prostudováńı této kapitoly by mělo

stačit asi 4 až 5 hodin.

Ćıl: Po prostudováńı této části kapitoly byste měli:

• rozlǐsovat dvouvýběrový t-test a jeho zobecněńı,

• pochopit mechanismus testováńı nulové hypotézy ANOVA,

• dokázat interpretovat tzv. post-hoc testy.

Na analýzu rozptylu s jednoduchým tř́ıděńım můžeme pohĺıžet jako na zobecněńı

dvouvýběrového t-testu pro situaci, kdy máme testovat shodu středńıch hodnot ve

v́ıce než dvou populaćıch. V takových úlohách nemůžeme použ́ıt opakovaně dvou-

výběrový t-test pro všechny dvojice výběru, pokud chceme, aby pravděpodobnost

chyby prvńıho druhu byla rovna zvolené hladině významnosti.

Předpokládejme, že máme I(I ≥ 2) nezávislých výběr̊u (tj. pozorovaná data jsou

z I r̊uzných skupin). Náhodné veličiny (i jejich pozorované hodnoty) v i-tém výběru

označ́ıme Yi1, Yi2, . . . , Yini
, ni > 1, i = 1, 2, . . . , I. Výběry jsou z populaćı, které

maj́ı rozděleńı N(µi, σ
2), tedy rozptyly ve všech populaćıch jsou shodné.

Celkem tedy máme k dispozici n =
∑I

i=1 ni nezávislých náhodných veličin. Nulovou

hypotézu, kterou chceme testovat, můžeme zapsat jako

H0 : µ1 = µ2 = . . . = µI (8)

Každou tuto náhodnou veličinu můžeme tedy vyjádřit jako součet

Yij = µ+ αi + εij, j = 1, 2, . . . , ni; i = 1, 2, . . . , I, (9)

kde náhodné veličiny eij jsou nezávislé a maj́ı stejné rozděleńı N(0, σ2), σ2 > 0. T́ım

jsme formulovali statistický model: Každou pozorovanou hodnotu Yij považujeme

za součet hodnoty µ společné pro všechny skupiny, hodnoty αi vyjadřuj́ıćı vliv i-

té skupiny a normálně rozdělené náhodné složky εij s nulovou středńı hodnotou.
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Hodnoty µ, σ2, α1, α2, . . . , αI jsou neznámé parametry modelu. Pokud přidáme tzv.

reparametrizačńı podmı́nku
I
∑

i=1

niαi = 0, (10)

jsou hodnoty parametr̊u µ, α1, α2, . . . , αI určeny jednoznačně a nulovou hypotézu (8)

můžeme zapsat jako

H0 : α1 = α2 = . . . = αI = 0. (11)

Tato formulace je ekvivalentńı formulaci (8). Parametr αi pak můžeme chápat jako

výsledek (efekt) charakterizuj́ıćı i-tou skupinu, v analýze rozptylu se někdy ř́ıká efekt

i-tého ošetřeńı (treatment). Testovaná hypotéza vyjadřuje, že skupiny se nelǐśı, vliv

ošetřeńı je nulový.

Úkolem analýzy rozptylu je vlastně vysvětlit variabilitu všech vyšetřovaných náhod-

ných veličin, čili vysvětlit variabilitu jejich pozorovaných hodnot.

Pro zkráceńı daľśıho zápisu zavedeme označeńı

Yi• =

ni
∑

j=1

Yij (skupinové součty),

Y i• =
Yi•

ni
=

1

ni

ni
∑

j=1

Yij (skupinové pr̊uměry)

Y•• =
I
∑

i=1

Yi• =
I
∑

i=1

ni
∑

j=1

Yij (celkový součet),

Y •• =
Y••

n
=

1

n

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

Yij (celkový pr̊uměr)

(12)

V těchto zkratkách je vždy index, přes který se sč́ıtá, vyznačen tečkou. Vid́ıme, že

Y i• je výběrový pr̊uměr i-tého výběru (skupinový pr̊uměr), Y •• je výběrový pr̊uměr

ze všech pozorováńı (celkový pr̊uměr, grand mean).

Celkovou variabilitu pozorovaných hodnot charakterizuje součet čtverc̊u odchylek

od celkového pr̊uměru

ST =

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

Yij − Y ••
)2

(13)

Tento tzv. celkový součet čtverc̊u můžeme rozložit
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ST =

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

Yij − Y ••
)2

=

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

[

(Yij − Y i•) + (Y i• − Y ••)
]2

=

=

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

Yij − Y i•
)2

+ 2

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

[

(Yij − Y i•)(Y i• − Y ••)
]

+

+

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

Y i• − Y ••
)2

=

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

Yij − Y i•
)2

+

+2

I
∑

i=1

(Y i• − Y ••)

ni
∑

j=1

(Yij − Y i•) +

I
∑

i=1

ni

(

Y i• − Y ••
)2

=

=

I
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

Yij − Y i•
)2

+

I
∑

i=1

ni

(

Y i• − Y ••
)2

(14)

Pro prostředńı člen v součtu plat́ı, 2

I
∑

i=1

(Y i• − Y ••)

ni
∑

j=1

(Yij − Y i•) = 0,

nebot’

ni
∑

j=1

(Yij − Y i•) = 0, i = 1, 2, . . . , I (nebot’ součet odchylek od pr̊uměru je

vždy roven nule).

Poznámka 2.1

Dva členy v posledńım řádku (14) jsou charakteristikami variability

• uvnitř skupin

Se =
I
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

Yij − Y i•
)2

(15)

(součet čtverc̊u odchylek pozorovaných hodnot od skupinových pr̊uměr̊u),

• mezi skupinami

SA =

I
∑

i=1

ni

(

Y i• − Y ••
)2

(16)

(vážený součet čtverc̊u odchylek skupinových pr̊uměr̊u od celkového pr̊uměru).

Vztah (14) tedy můžeme přepsat jako

ST = Se + SA (17)

Jak v́ıme, celkový součet čtverc̊u ST má (n − 1) stupň̊u volnosti. Meziskupinový

součet čtverc̊u SA má (I−1) stupň̊u volnosti a součet čtverc̊u uvnitř skupin (také se

ř́ıká residuálńı nebo chybový, Error Sum of Squares) Se má zbylé stupně volnosti, tj.

(n−I). Pokud plat́ı nulová hypotéza (11), je jak statistika SA/(I−1), tak statistika
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Se/(n−I) nestranným odhadem téhož rozptylu σ2 a jejich pod́ıl má tedy za platnosti

nulové hypotézy F -rozděleńı

F =
SA/(I − 1)

Se/(n− I)
∼ FI−1,n−I . (18)

Pokud nulová hypotéza neplat́ı, je statistika SA/(I − 1) výrazně větš́ı. Kritickým

oborem pro zamı́tnut́ı nulové hypotézy (11) je W = [FI−1,n−I(1− α),+∞).

Výsledky analýzy rozptylu jsou obvykle prezentovány v tabulkové formě, v poč́ıta-

čových výstupech i se sloupcem s hodnotou dosažené úrovně významnosti p, což je

pravděpodobnost, že náhodná veličina maj́ıćı rozděleńı FI−1,n−I je větš́ı nebo rovna

hodnotě statistiky F . Význam hodnoty p vysvětluje následuj́ıćı obrázek. Je zřejmé,

že pokud plat́ı, p ≤ α, nulovou hypotézu zamı́táme, jinak nezamı́táme.

Tabulka výsledk̊u analýzy rozptylu s jednoduchým tř́ıděńım má následuj́ıćı tvar:

zdroj suma stupně středńı čtverec

variability čtverc̊u volnosti (mean square) F p

mezi skupinami SA I − 1 SA / (I − 1) SA/(I−1)
Se/(n−I)

hodnota p

uvnitř skupin Se n− I Se / (n− I)

celkový ST n− 1 ST / (n− 1)

U složitěǰśıch návrh̊u experimentu má tabulka výsledk̊u analýzy rozptylu v́ıce řádk̊u.

Zamı́tneme-li nulovou hypotézu o shodě všech středńıch hodnot

H0 : µ1 = µ2 = . . . = µI ,

obvykle nás zaj́ımá, která dvojice středńıch hodnot se lǐśı. K tomu slouž́ı testy na-

zývané mnohonásobné porovnáńı (multiple comparison, nebo tzv. post-hoc testy).

Těch je několik druh̊u, popis a základńı informace k jejich užit́ı nalezneme v nápo-



18 2 ANALÝZA ROZPTYLU - JEDNODUCHÉ TŘÍDĚNÍ

vědě statistického software, zájemce o podrobněǰśı informace odkazujeme na litera-

turu, např. Anděl 1978, 1993, Havránek 1993 atd., podobně jako zájemce o složitěǰśı

modely analýzy rozptylu.

Poznámka 2.2

Pokud bychom užili analýzu rozptylu s jednoduchým tř́ıděńım na data pocházej́ıćı

jen ze dvou výběr̊u, bude mı́t statistika F z rov. (18) tvar

F =
SA/2

Se/(n− 2)
∼ F1,n−2

a hodnota statistiky F bude rovna druhé mocnině statistiky t ze dvouvýběrového

oboustranného t-testu pro shodné rozptyly. Tyto dva testy jsou tedy ekvivalentńı.

Rozkladu celkového rozptylu (17) můžeme už́ıt pro výpočet směrodatné odchylky,

máme-li k dispozici pouze skupinové charakteristiky - pr̊uměry xi, počty pozorováńı

ni a směrodatné odchylky si, i = 1, 2, . . . , I.

Směrodatná odchylka je odmocnina z celkového rozptylu, tj.

s =

√

ST

n− 1
=

√

Se + SA

n− 1
=

√

√

√

√

1

n− 1

[

I
∑

i=1

si2 (ni − 1) +

I
∑

i=1

ni(xi − x)2

]

, (19)

kde celkový pr̊uměr spoč́ıtáme jako vážený pr̊uměr skupinových pr̊uměr̊u,

x =
1

n

I
∑

i=1

nixi.

Aplikaci analýzy rozptylu s jednoduchým tř́ıděńım ukážeme na následuj́ıćım př́ı-

kladu.

Př́ıklad 2.1 Máme posoudit, zda středńı hodnota veličiny plat (data employs) jsou

stejné ve všech třech profeśıch (manualni, urednik, manazer).

Pro test hypotézy o shodě středńıch hodnot

H0 : µ1 = µ2 = µ3

užijeme analýzu rozptylu s jednoduchým tř́ıděńım (tř́ıdićı faktor je pozice). Výpočet

provedeme s pomoćı statistického software JASP. V něm z menu ANOVA vybereme

ANOVA. Zadáme veličinu plat jako Dependent variable a veličinu pozice jako Fixed

Factors (tato veličina rozděluje pozorováńı do třech skupin) a dostaneme výstup,

který zda uvedeme ve zkrácené podobě:
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pozice Mean SD N

manazer 63977.798 18244.776 84

manualni 30938.889 2114.616 27

urednik 27838.540 7567.995 363
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manazer manualni urednik

pozice

p
la
t

ANOVA – plat

Cases Sum of Squares df Mean Square F p

pozice 8.944e+10 2.000 4.472e+10 434.481 1.165e-107

Residual 4.848e+10 471.000 1.029e+8

Mean Difference SE t pbonf

manazer manualni 33038.909 2244.409 14.721 3.810e-40

urednik 36139.258 1228.352 29.421 2.883e-108

manualni urednik 3100.349 2023.760 1.532 0.379

Z tabulky analýzy rozptylu vid́ıme, že p <0,05, tedy nulovou hypotézu můžeme

zamı́tnout. Rozd́ıly v poloze pozorovaných hodnot veličiny plat v jednotlivých sku-

pinách (viz krabicové diagramy na obrázku výše) jsou zp̊usobeny systematickými

rozd́ıly mezi skupinami zaměstnanc̊u (pozice), nikoliv pouze v d̊usledku nahodilého

koĺısáńı.

V takovém př́ıpadě je vhodné, dále zkoumat, ve kterých skupinách zaměstnanc̊u se

plat lǐśı, a ve kterých nikoliv. K tomu poslouž́ı tzv. post-hoc testy (někdy také mul-

tiple comparison tests), které vzájemně porovnaj́ı rozd́ıly mezi platy jednotlivých

dvojic-skupin zaměstnanc̊u. Existuje několik verśı těchto test̊u, v tomto př́ıpadě

jsme zvolili Bonferroniho test (dosažená významnost je ve sloupci pbonf) s verdik-

tem, že manuálńı zaměstnanci a úředńıci nemaj́ı významně rozd́ılné př́ıjmy. Naopak
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je významný rozd́ıl ve středńı hodnotě platu manažer̊u a zbylých dvou skupin za-

městnanc̊u (což lze odeč́ıtat i z krabicového grafu).

Shrnut́ı:

- Statistický test hypotézy se už́ıvá k rozhodováńı za nejistoty.

- Rozhodujeme mezi nulovou hypotézou a alternativou.

- Jsou dva druhy chybného rozhodnut́ı.

- Pravděpodobnost chyby I. druhu při testu voĺıme předem (hladina význam-

nosti).

- Test hypotézy je analogický rozhodováńı soudu, ale rozd́ıl je v tom, že prav-

děpodobnost chyby prvńıho druhu je u statistických test̊u známa, dokonce ji

zvoĺıme.

- Kritický obor test záviśı na tom, jak je zformulována alternativa.

Kontrolńı otázky:

1. Jaká hypotéza se testuje v analýze rozptylu s jednoduchým tř́ıděńım?

2. Jaké jsou předpoklady pro užit́ı analýzy rozptylu s jednoduchým tř́ıděńım?

3. Co je celkový pr̊uměr a skupinové pr̊uměry?

4. Čemu se ř́ıká celkový součet čtverc̊u a jak jej lze rozložit?

5. Co je v analýze rozptylu s jednoduchým tř́ıděńım testovou statistikou, jaké

má rozděleńı za platnosti nulové hypotézy?

6. Kdy zamı́táme nulovou hypotézu?

Pojmy k zapamatováńı:

- skupinové pr̊uměry a celkový pr̊uměr

- celkový součet čtverc̊u a jeho rozklad

- import a export dat

- variabilita uvnitř skupin a mezi skupinami

- tabulka výsledk̊u analýzy rozptylu

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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3 Základy lineárńı regrese

Pr̊uvodce studiem:

Regrese je snad nejčastěji už́ıvaná statistická metoda. Odhaduje se, že 80 až 90 %

aplikaćı statistiky je nějakou z variant regresńı analýzy. Principy regresńı analýzy se

pokuśıme vysvětlit na nejjednodušš́ım tzv. klasickém lineárńım regresńım modelu.

K prostudováńı této kapitoly si vyhrad’te asi 10 hodin.

Ćıl: Po prostudováńı této části kapitoly byste měli:

• chápat základńı princip lineárńı regrese,

• rozpoznat rozd́ıl mezi regreśı a korelaćı,

• umět nalézt odhady parametr̊u s pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u,

• umět identifikovat nevhodnou nezávisle proměnnou,

• zvládnout vyč́ıslit a interpretovat vhodnost modelu.

Lineárńı regrese se zabývá problémem vysvětleńı změn hodnot jedné veličiny lineárńı

závislost́ı na jedné nebo v́ıce jiných veličinách. Uvažujme nejjednodušš́ı př́ıpad, kdy

vysvětlujeme veličinu Y lineárńı závislost́ı na jedné vysvětluj́ıćı veličině x.

Př́ıklad 3.1 Data maj́ı tvar, který je uveden v následuj́ıćı tabulce:

i xi Yi

1 x1 Y1

2 x2 Y2

...

n xn Yn

Předpokládáme, že hodnoty veličiny x umı́me nastavit přesně (např. teplotu v ter-

mostatu), hodnoty Yi jsou zat́ıženy náhodným koĺısáńım, zp̊usobeným třeba ne-

přesnostmi měř́ıćı metody (např. objem plynu). K dispozici tedy máme n dvojic

pozorovaných hodnot. Grafické znázorněńı takových dat ukazuje následuj́ıćı obrá-

zek.

Na obrázku vid́ıme, že s rostoućımi hodnotami veličiny x se zhruba lineárně měńı i

hodnoty Y . Body na obrázku koĺısaj́ı kolem myšlené př́ımky, kterou bychom mohli

naměřenými body proložit.

Hodnoty veličiny Yi můžeme vyjádřit jako součet dvou složek:

Yi = β0 + β1xi + εi, i = 1, 2, . . . , n (20)
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x 

Y
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kde β0, β1 jsou neznámé koeficienty určuj́ıćı lineárńı závislost a εi náhodné koĺısáńı.

Pokud středńı hodnoty náhodného koĺısáńı jsou nulové, E(εi) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

rov. (20) můžeme přepsat

E(Y |x = xi) = E(Yi) = β0 + β1xi (21)

čili středńı hodnoty náhodných veličin Yi za podmı́nky, že veličina x má hodnotu

xi, lež́ı na př́ımce dané rov. (21).

Rovnice (20) a (21) formuluj́ı regresńı model, v tomto př́ıpadě lineárńı regresńı

model s jednou vysvětluj́ıćı proměnnou (regresorem) x a vysvětlovanou proměnnou

Y . Neznámé koeficienty β0, β1 jsou parametry regresńıho modelu, také se jim ř́ıká

regresńı koeficienty. Regresńı model je vlastně vyjádřeńım naš́ı představy o závislosti

veličiny Y na veličině x.

Jednou ze základńıch úloh regresńı analýzy je odhad parametr̊u regresńıho modelu

z pozorovaných dat. V př́ıpadě našeho lineárńıho modelu je potřeba odhadnout re-

gresńı koeficienty β0, β1 z dat, tzn. nalézt takové hodnoty b0, b1, které by určovaly

př́ımku Ŷi = b0+b1xi co nejlépe prokládaj́ıćı naměřená data. Hodnoty b0, b1, jsou pak

odhady regresńıch koeficient̊u β0, β1, Ŷi je odhadem E(Y |x = xi). Co nejlepš́ı prolo-

žeńı může být formulováno r̊uznými zp̊usoby, nejčastěji se už́ıvá metoda nejmenš́ıch

čtverc̊u (MNČ), tj. hledáme takové hodnoty b0 (úsek, který vyt́ıná př́ımka na ose

Y ) b1 (směrnice př́ımky), aby součet čtverc̊u odchylek pozorovaných hodnot Yi od

hodnot Ŷi byl co nejmenš́ı:

Se =
n
∑

i=1

(

Yi − Ŷi

)2

=
n
∑

i=1

(Yi − b0 − b1xi)
2 → min (22)
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Obrázek 3: Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u (tento obrázek je rovněž v př́ıloze).

Př́ıklad 3.2 Metodu nejmenš́ıch čtverc̊u vysvětluje následuj́ıćı obrázek. Řeš́ıme

úlohu, jak volit hodnoty b0 a b1, aby součet obsah̊u ploch vyznačených čtverc̊u byl

co nejmenš́ı.

Hodnoty b0, b1 minimalizuj́ıćı Se nalezneme tak, že parciálńı derivace Se podle b0,

b1 polož́ıme rovny nule:
∂Se

∂b0
= 0,

∂Se

∂b1
= 0.

T́ım dostaneme soustavu tzv. normálńıch rovnic (v tomto př́ıpadě dvou rovnic),

v obecném př́ıpadě, kdy regresńı model má v́ıce parametr̊u než model s jedńım

regresorem, je počet normálńıch rovnic roven počtu parametr̊u. Jsou-li normálńı

rovnice lineárńı jako v tomto regresńım modelu, ř́ıkáme, že regresńı model je lineárńı

v parametrech.

Snadno nalezneme, že parciálńı derivace jsou rovny následuj́ıćım výraz̊um

∂Se

∂b0
= −2

n
∑

i=1

(Yi − b0 − b1xi) = −2

(

n
∑

i=1

Yi − nb0 − b1

n
∑

i=1

xi

)

,

∂Se

∂b1
= −2

n
∑

i=1

[(Yi − b0 − b1xi) xi] = −2

(

n
∑

i=1

xiYi − b0

n
∑

i=1

xi − b1

n
∑

i=1

x2
i

)

.

(23)
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V minimu jsou parciálńı derivace rovny nule, takže po jednoduchých úpravách do-

staneme soustavu dvou normálńıch rovnic

nb0 + b1
∑

xi =
∑

Yi

b0
∑

xi + b1
∑

x2
i =

∑

xiYi

(24)

Řešeńı této soustavy rovnic můžeme vyjádřit explicitně takto:

b0 =
1

n

(

∑

Yi − b1
∑

xi

)

= Y − b1x (25)

b1 =

∑

xiYi − (
∑

xi)(
∑

Yi)
n

∑

x2
i − (

∑
xi)

2

n

=
n
∑

xiYi − (
∑

xi) (
∑

Yi)

n
∑

x2
i − (

∑

xi)
2 . (26)

Z rov. (25) vid́ıme, že př́ımka proložená metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, tj. splňuj́ıćı

podmı́nku (22), procháźı bodem
[

x, Y
]

.

Dosad́ıme-li z rov. (26) do (25), dostaneme

b0 =
1

n

[

∑

Yi −
n (
∑

xiYi)− (
∑

xi) (
∑

Yi)

n
∑

x2
i − (

∑

xi)
2

∑

xi

]

=

=
(
∑

Yi) (
∑

x2
i )− (

∑

xiYi) (
∑

xi)

n
∑

x2
i − (

∑

xi)
2

(27)

Nyńı připomeneme některé rovnosti, které využijeme při daľśım výkladu o statistic-

kých vlastnostech odhad̊u b0, b1.

∑

(xi − x)2 =
∑

(

x2
i − 2xxi + x2

)

=
∑

x2
i − 2x

∑

xi + nx2 =

=
∑

x2
i − 2nx2 + nx2 =

∑

x2
i − nx2 =

∑

x2
i −

(
∑

xi)
2

n

(28)

∑

(xi − x) xi =
∑

(

x2
i − xxi

)

=
∑

x2
i − x

∑

xi =
∑

(xi − x)2 (29)

∑

(xi − x)
(

Yi − Y
)

=
∑

(

xiYi − Y xi − xYi + xY
)

=

=
∑

xiYi − x
∑

Yi − Y
∑

xi + nxY =

=
∑

xiYi − nxY − nxY + nxY =

=
∑

xiYi − nxY =
∑

xiYi −
(
∑

xi) (
∑

Yi)

n

(30)

∑

(xi − x) Yi =
∑

xiYi − x
∑

Yi =

=
∑

xiYi −
∑

xi

∑

Yi

n
=
∑

(xi − x)
(

Yi − Y
)

(31)
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Z rov. (26), (28) a (31) pak dostaneme

b1 =

∑

xiYi −
(
∑

xi) (
∑

Yi)

n
∑

x2
i −

(
∑

xi)
2

n

=
(n− 1)

[
∑

(xi − x)(Yi − Y )
]

(n− 1)
∑

(xi − x)2
=

sxy
s2x

,

kde s2x je výběrový rozptyl veličiny x a sxy je výběrová kovariance.

Jelikož rxy =
sxy
sxsy

, vid́ıme, že b1 =
sxy
s2x

= rxy
sy
sx
.

Tzn., že směrnici regresńı př́ımky můžeme vypoč́ıtat z hodnoty korelačńıho koefici-

entu. Jak vid́ıme, směrnice i korelačńı koeficient muśı mı́t stejné znaménko.

S využit́ım (30) a (31) můžeme rov. (26) přepsat

b1 =

∑

(xi − x) Yi
∑

(xi − x)2
(32)

Odtud

b1
∑

(xi − x)2 =
∑

(xi − x) Yi

Pak pro středńı hodnoty náhodných veličin v předchoźı rovnici plat́ı

E(b1)
∑

(xi − x)2 =
∑

(xi − x)E(Yi) =
∑

(xi − x) (β0 + β1xi) =

= β1

∑

(xi − x) xi = β1

∑

(xi − x)2

.

Když tuto rovnost děĺıme výrazem
∑

(xi − x)2, dostaneme E(b1) = β1, takže b1 je

nestranným odhadem parametru β1.

Podobně pro b0 můžeme dosadit do (25)

b0 = Y − b1x =
∑ Yi

n
−
∑

(xi − x) Yi
∑

(xi − x)2
x =

∑

[

1

n
− (xi − x)x
∑

(xi − x)2

]

Yi =
∑

ciYi.

Můžeme ukázat, že

∑

ci =
∑

[

1

n
− (xi − x)x
∑

(xi − x)2

]

=
n

n
− x

∑

(xi − x)
∑

(xi − x)2
=

n

n
− 0 = 1

a také, že

∑

cixi =
∑

[

1

n
− (xi − x)x
∑

(xi − x)2

]

xi =
1

n

∑

xi −
x
∑

(xi − x)xi
∑

(xi − x)2
= x− x = 0

.
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Pak pro středńı hodnotu b0 plat́ı

E(b0) =
∑

ciE(Yi) =
∑

ci(β0 + β1)xi = β0

∑

ci + β1

∑

cixi = β0.

Tedy i b0 je nestranným odhadem parametru β0.

Chceme-li určit rozptyly odhad̊u b0, b1, potřebujeme ještě daľśı předpoklady o ná-

hodné složce ei v rov. (20):

a) E(εi) = 0, i = 1, 2, . . . , n (tento předpoklad už byl vysloven dř́ıve);

b) var(εi) = E(ε2i ) = σ2, i = 1, 2, . . . , n

(rozptyl ei je konstantńı, tzv. homoskedasticita);

c) cov(εi, εj) = E(εi, εj) = 0, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , n

(εi, εj jsou nekorelované).

Z rov. (20) vid́ıme, že var(Yi) = var(ei) = σ2. Pak z rov. (32) dostaneme

var(b1) =
1

[
∑

(xi − x)2
]2

∑

(xi − x)2 var(Yi) =
σ2

∑

(xi − x)2
. (33)

Z rov. (33) vid́ıme, že rozptyl odhadu směrnice regresńı př́ımky můžeme sńıžit vhod-

nou volbou hodnot regresoru tak, aby
∑

(xi − x)2 byla co největš́ı.

Z rov. (25) dostaneme

var(b0) = var(Y ) + x2var(b1) = σ2

(

1

n
+

x2

∑

(xi − x)2

)

(34)

Podobně tedy i rozptyl odhadu úseku regresńı př́ımky můžeme sńıžit zvětšeńım

rozsahu výběru a volbou hodnot regresoru tak, aby
∑

(xi − x)2 byla co největš́ı.

Přidáme-li k předpoklad̊um (a), (b), (c) ještě předpoklad (d)

d) εi ∼ N(0, σ2) i = 1, 2, . . . , n

(odchylky hodnot Yi od lineárńı závislosti maj́ı normálńı rozděleńı), pak

bj − βj
√

var(bj)
∼ N(0, 1), j = 0, 1 (35)

Pokud bychom znali var(bj), mohla by statistika definovaná rov. (35) sloužit jako

testové kritérium pro testy hypotéz o parametrech regresńıho modelu.
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Obyčejně však var(bj) neznáme, nebot’ neznáme σ2 - viz rov. (33) a (34). Hodnotu

σ2 (tzv. reziduálńı rozptyl) však můžeme odhadnout:

σ̂2 = s2 =
S2
e

n− 2
=

n
∑

i=1

(

Yi − Ŷi

)2

n− 2
=

n
∑

i=1

(Yi − b0 − b1xi)
2

n− 2
. (36)

Charakteristika s2 definovaná rov. (36) - výběrový residuálńı rozptyl - je nestranným

odhadem hodnoty σ2. Dosad́ıme-li tento odhad do rov. (33) a (34) mı́sto σ2, źıs-

káme odhady rozptyl̊u regresńıch parametr̊u. Označme odmocniny z těchto odhad̊u

rozptyl̊u s(bj), j = 0, 1 (směrodatná odchylka nebo také standardńı chyba odhadu

regresńıho parametru). Pak náhodná veličina

bj − βj

s(bj)
∼ tn−2, j = 0, 1, (37)

a pro testováńı hypotéz βj = 0 můžeme už́ıt statistiku
bj

s(bj)
∼ tn−2.

Poznámka 3.1

Lineárńı regresńı model (20) můžeme celkem snadno zobecnit, může obsahovat v́ıce

než jeden regresor. Máme-li k regresor̊u, k > 1, lineárńı regresńı model má tvar:

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + . . .+ βkxik + ei, i = 1, 2, . . . , n

Pak residuálńı rozptyl se odhaduje jako

σ̂2 = s2 =
Se

n− k − 1
=

n
∑

i=1

(

Yi − Ŷi

)2

n− k − 1

tj. součet residuálńıch čtverc̊u děĺı rozsahem výběru zmenšeným o počet parametr̊u

regresńıho modelu, což je k + 1.

Pak plat́ı
bj − βj

s(bj)
∼ tn−k−1, j = 0, 1, . . . , k,

tedy tyto náhodné veličiny maj́ı Studentovo t-rozděleńı s n− k − 1 stupni volnosti.

Př́ıklad 3.3 Uvažujme data ze souboru lide. Naš́ım úkolem je odhad regresńıch pa-

rametr̊u lineárńıho modelu závislosti veličiny Hmotnost na veličině Vyska. V řešeńı

využijeme např́ıklad statistický program JASP. Volbou File/Open otevřeme soubor

lide.jasp (vytvořený dř́ıve programem JASP) a v menu Regression vybereme Linear

Regression. V šabloně regrese zvoĺıme jako vysvětlovanou veličinu (Dependent vari-
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able) Hmotnost, jako regresor (Covariates) zvoĺıme jedinou veličinu, a to Vyska. Po

spuštěńı výpočtu dostaneme následuj́ıćı výstup:

Coefficients

95% CI

Unstandar. Std. Error t p Lower Upper

(Intercept) -186.488 13.445 -13.870 1.379e-14 -213.947 -159.029

Vyska 1.450 0.078 18.696 4.413e-18 1.291 1.608

ANOVA

R R2 Adjusted R2 RMSE R2 Change F Change

0.960 0.921 0.918 4.342 0.921 349.525

-2 -1 0 1 2

Standardized Residuals

D
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n
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y

Obrázek 4: Histogram residúı (tento obrázek je rovněž v př́ıloze).
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Obrázek 5: Rozděleńı residúı (tento obrázek je rovněž v př́ıloze).

Odhady parametr̊u lineárńıho regresńıho modelu jsou v části Coefficients. Na řádku

Intercept je odhad úseku regresńı př́ımky - viz rov. (27) - a daľśı charakteristiky

týkaj́ıćı se tohoto parametru, na řádku Vyska pak je odhad směrnice - viz rov. (26) -

a daľśı charakteristiky týkaj́ıćı se tohoto parametru. Odhady parametr̊u b0, b1, jsou

tedy ve sloupci Unstandardized. Ve sloupci Std. Error jsou pak s(bj), j = 0, 1 -
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viz rov. (33), (34) a následuj́ıćı text. Ve sloupci t jsou hodnoty testového kritéria
bj

s(bj)
pro test hypotézy βj = 0 - viz rov. (37) - a ve sloupci p jsou významnosti p pro

oboustranný test.

Výsledkem naš́ı úlohy jsou odhady b0 (úsek) = -186,5 a b1 (směrnice) = 1,45. Kromě

toho vid́ıme, naše data nás opravňuj́ı zamı́tnout hypotézu β1 = 0, (v tabulce vý-

sledk̊u má hodnota p-value 17 nul, tzn. p < 5 × 10−18), takže nulovou hypotézu

můžeme zamı́tnout na jakékoli rozumně zvolené hladině významnosti. Zřejmě se

váha s rostoućı délkou významně měńı. Stejně tak můžeme zamı́tnout hypotézu

β0 = 0 (p < 5×10−13), tud́ıž regresńı př́ımka neprocháźı počátkem. Takový regresńı

model jen s jedńım parametrem, a to směrnićı, bychom měli prozkoumat v daľśım

kroku. Význam d̊uležité charakteristiky R2 vysvětĺıme později.

V části Coefficients jsou rovněž uvedeny 100(1 − α)-procentńı intervalové odhady

regresńıch parametr̊u (ve sloupćıch Lower a Upper 95 % C.I.), hodnota α může být

zvolena při zadáńı výpočtu.

Část ANOVA vysvětĺıme později. Z daľśıch charakteristik je užitečná RMSE, což je

směrodatná odchylka odhadu, odmocnina z výrazu daného rov. (36), tedy výběrová

residuálńı směrodatná odchylka s.

Grafy ve výstupu - histogram residúı Yi − Ŷi a závislost residúı Yi − Ŷi na hodno-

tách Ŷi predikovaných regresńım modelem jsou užitečným nástrojem pro vizuálńı

přibližné ověřeńı předpoklad̊u (a), (b), (c) a (d) užitých při odvozováńı vztah̊u pro

odhad regresńıch parametr̊u a rozděleńı statistik, zejména pro ověřeńı konstantńıho

rozptylu, nekorelovanosti residúı a jejich normálńıho rozděleńı.

Nyńı se vrát́ıme k vysvětleńı charakteristik, které jsme v předchoźım př́ıkladu pře-

skočili. Z odstavce o analýze rozptylu v́ıme, že celkový součet čtverc̊u odchylek na-

měřených hodnot veličiny Y od jejich pr̊uměru můžeme rozložit na dva sč́ıtance:

n
∑

i=1

(

Yi − Y
)2

=
n
∑

i=1

(

Yi − Ŷi

)2

+
n
∑

i=1

(

Ŷi − Y
)2

(38)

Označme jednotlivé sumy čtverc̊u podle jejich významu

• celková suma čtverc̊u (total sum of squares):

TSS =

n
∑

i=1

(

Yi − Y
)2
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• residuálńı suma čtverc̊u (residual sum of squares):

RSS = Se =
n
∑

i=1

(

Yi − Ŷi

)2

• modelová suma čtverc̊u (model sum of squares):

MSS =

n
∑

i=1

(

Ŷi − Y
)2

Rov. (38) tedy můžeme č́ıst takto: Celkovou variabilitu vysvětlované veličiny rozlo-

ž́ıme na část, která odpov́ıdá variabilitě vysvětlené regresńım modelem a na část,

kterou model nevysvětluje, která zbývá, tedy je residuálńı. To můžeme zapsat:

TSS = MSS +RSS. (39)

Pak můžeme zavést index determinace R2 (R-squared).

R2 =
MSS

TSS
=

TSS − RSS

TSS
= 1− RSS

TSS
(40)

Vid́ıme, že index (koeficient) determinace je vlastně pod́ıl variability vysvětlený

regresńım modelem k celkové variabilitě závislé veličiny. Je zřejmé, že

0 ≤ R2 ≤ 1 (41)

Hodnotu 1 dosahuje R2 tehdy, když RSS = 0 (viz rov. (40)), tj, že závislost Y na

x je přesně lineárńı (model vysvětluje vše). Hodnotu 0 dosahuje index determinace

tehdy, když model nevysvětluje z variability Y nic, tzn. RSS = TSS, tedy regresńı

př́ımka je rovnoběžná s osou x v úrovni b0 = Y .

Lze také ukázat, že pro lineárńı regresńı model s jedńım regresorem - rov. (20)

nebo (21) - je koeficient determinace roven druhé mocnině výběrového korelačńıho

koeficientu, tedy

R2 = r2xy. (42)

Poznámka 3.2

Při použ́ıváńı tohoto vztahu nezapomeňte, že −1 ≤ rxy ≤ 1 a znaménko korelačńıho

koeficientu je shodné se znaménkem směrnice př́ımky.

Tabulka analýzy rozptylu je obvyklou součást́ı poč́ıtačových výstup̊u regresńıch pro-

gramů. Jej́ı strukturu pro výběr o rozsahu n a regresńı model s k parametry (počet

regresor̊u je k − 1) můžeme vyjádřit
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zdroj suma stupně středńı čtverec

variability čtverc̊u volnosti (mean square) F

model MSS k − 1 MSS/(k − 1) MSS/(k−1)
RSS/(n−k)

error RSS n− k RSS/(n− k)

total TSS n− 1

Jsou-li splněny předpoklady (a) až (d), statistika F v předposledńım sloupci tabulky

má F rozděleńı s (k − 1) a (n − k) stupni volnosti. V př́ıpadě modelu jen s jedńım

regresorem je tento test ekvivalentńı s t-testem hypotézy, že β1 = 0 (směrnice je

nulová, tedy Y neńı na x lineárně závislé), dosažená úroveň významnosti p je u obou

test̊u shodná, viz poznámka v závěru kapitoly o analýze rozptylu s jednoduchým

tř́ıděńım. Statistiku F využijeme jen v úlohách s v́ıce než jedńım regresorem. Je-li

hodnota statistiky F v kritickém oboru, znamená to, že významná část variability

veličiny Y je vysvětlena lineárńı závislost́ı na jednom nebo v́ıce regresorech.

Shrnut́ı:

- Regrese je jedna z nejuž́ıvaněǰśıch metod statistiky.

- Nejjednodušš́ı a nejznáměǰśı forma regrese je lineárńı model.

- Ćılem regrese je modelovat závislost mezi závisle proměnnou a nezávisle

proměnnou(-ými).

- Hledáńı koeficient̊u modelu zajǐst’uje nejčastěji metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.

- Vhodnost modelu lze odhadovat s pomoćı koeficientu determinace.

- Pro každý z regresor̊u je potřeba testovat, zda má v modelu uplatněńı.

- Na lineárńı regresi jsou kladeny předpoklady, které je potřeba ověřit.

Kontrolńı otázky:

1. Co vyjadřuje lineárńı regresńı model, jaký má tvar?

2. Co jsou parametry lineárńıho modelu? Jak se odhaduj́ı z dat?

3. Co se minimalizuje v metodě nejmenš́ıch čtverc̊u?

4. Jaké jsou předpoklady v klasickém lineárńım modelu? Jak jejich platnost lze

ověřit?

5. Jaké hypotézy o parametrech lze testovat? Co je testovou statistikou?

6. Jakých hodnot může nabývat koeficient determinace? Jak lze jeho hodnotu

interpretovat?

7. Spoč́ıtejte úlohu řešenou v př́ıkladu v této kapitole pomoćı Excelu, zorientujte

se ve výstupech a porovnejte výsledky.
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Pojmy k zapamatováńı:

- lineárńı regresńı model

- odhad parametr̊u regresńıho modelu, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

- residuálńı rozptyl, rozptyly odhad̊u parametr̊u

- celkový a residuálńı součet čtverc̊u, koeficient determinace

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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4 Neparametrické metody

Pr̊uvodce studiem:

V této rozsáhlé kapitole se seznámı́me se základy tzv. neparametrických metod.

Metod, kdy předmětem testu hypotézy neńı tvrzeńı o hodnotě parametru nějakého

konkrétńıho rozděleńı, ale nulová hypotéza je formulována obecněji, např. jako shoda

rozděleńı nebo nezávislost veličin. Tuto kapitolu doporučujeme studovat po jednotli-

vých podkapitolách a podle potřeby se v textu vracet a vzájemně porovnávat výhody

a nevýhody jednotlivých test̊u. Postupy a algoritmy už́ıvané v neparametrických me-

todách, zejména operace s pořad́ım hodnot, mohou být i inspirativńı pro aplikaci

v mnoha oborech informatiky.

Ćıl: Po prostudováńı této části kapitoly byste měli:

• porozumět obecnému principu použit́ı neparametrických metod,

• být schopni pracovat s výpočtu testu dobré shody a testu nezávislosti,

• podrobněji pochopit princip Wilcoxonova a Kruskal-Wallisova testu.

Dosud jsme se setkávali jen s testy hypotéz o parametrech normálńıho rozděleńı

(t-testy, ANOVA, testy o parametrech lineárńıho regresńıho modelu). Všechny tyto

testy vycházej́ı z předpokladu, že máme jeden nebo v́ıce výběr̊u z normálńıho rozdě-

leńı. Tak silný předpoklad při praktických aplikaćıch nebývá často splněn. Pak je na

mı́stě otázka, jakou statistickou metodu volit, abychom dostali spolehlivé výsledky

a aby naše rozhodnut́ı při testu hypotézy nebylo ovlivněno právě jen nesplněńım

předpoklad̊u pro použit́ı těchto tzv. parametrických metod. Jedńım z dlouhá léta

osvědčených alternativńıch postup̊u je použit́ı tzv. neparametrických metod. Nebu-

deme se podrobněji zabývat společnými vlastnostmi neparametrických metod, jen se

spokoj́ıme s t́ım, že neparametrické metody nevyžaduj́ı, aby výběry byly z normál-

ńıho rozděleńı. Většinou stač́ı, když jde o výběry ze spojitých rozděleńı, u neparame-

trických metod se nulová hypotéza často týká mediánu rozděleńı. Neparametrické

metody často vycházej́ı z pořad́ı pozorovaných hodnot v jejich vzestupném uspořá-

dáńı. Předpoklady pro aplikaci neparametrických metod jsou oproti parametrickým

metodám daleko slabš́ı, tzn. že při aplikaćıch jsou splněny častěji Obecně však plat́ı,

že tato výhoda neparametrických test̊u je vyvážena nevýhodou - ve srovnáńı s testy

parametrickými jsou neparametrické testy slabš́ı, tzn. že pravděpodobnost zamı́tnut́ı

nulové hypotézy v situaci, kdy zamı́tnuta být má, je menš́ı. Proto by neparametrické

testy měly být už́ıvány jen tehdy, kdy předpoklady pro parametrické testy splněny

nejsou.
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4.1 Test dobré shody

Test dobré shody (angl. goodness-of-fit test) se už́ıvá k ověřováńı shody empirického

rozděleńı s nějakým teoretickým rozděleńım. Ilustruje to následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 4.1 Chceme ověřit, zda je počet útok̊u do poč́ıtačové śıtě v rámci vybrané

společnosti stejný v rámci týdne. Jinými slovy, zda všech sedm možných výsledk̊u má

stejnou pravděpodobnost. Firma zaznamenala následuj́ıćı četnosti v úhrnu jednoho

kalendářńıho měśıce:

výsledek Po Út St Čt Pá So Ne n

četnost ni 119 94 93 82 126 139 117 770

Testujeme nulovou hypotézu, že pravděpodobnosti pi = 1/7. Můžeme tedy spoč́ıtat

četnosti ei, které bychom očekávali za platnosti nulové hypotézy ze 770 útok̊u za

platnosti nulové hypotézy (n = 770), ei = n · pi = 770 · (1/7) = 110.

Nulovou hypotézu zamı́tneme, když se pozorované četnosti ni budou hodně lǐsit od

očekávaných četnost́ı ei. Testovým kritériem je statistika

X =

k
∑

i=1

(ni − ei)
2

ei
, (43)

kde k je počet možných výsledk̊u, v našem př́ıkladu k = 7. Tato statistika má při

dostatečně velkém n (takovém, aby všechny ei ≥ 5) rozděleńı ch́ı-kvadrát s k − 1

stupni volnosti,

X =
k
∑

i=1

(ni − ei)
2

ei
∼ χ2

k−1. (44)

Nulovou hypotézu zamı́tneme, pokud odchylky od očekávaných četnost́ı jsou velké,

tj. když hodnota testového kritéria X je v kritickém oboru W ,

W ≡
[

χ2
k−1(1− α),+∞

)

.

Pro náš př́ıklad je výpočet ukázán v následuj́ıćı tabulce.

i ni pi ei χ2 εi

Po 119 1/7 110 0.74 0.86

Út 94 1/7 110 0.80 -1.53

St 93 1/7 110 1.25 -1.62

Čt 82 1/7 110 1.25 -2.67

Pá 126 1/7 110 1.80 1.53

So 139 1/7 110 0.80 2.77

Ne 117 1/7 110 0.80 0.67

Σ 770 1 770 23.24 0
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Zvoĺıme-li α = 0, 05, je kritický obor W ≡ [12.59,+∞). Hodnota testové statistiky

je 23,24, lež́ı tedy v kritickém oboru, a proto nulovou hypotézu zamı́táme. Je tedy

zřejmé, že počet útok̊u do poč́ıtačové śıtě společnosti se v rámci dn̊u týdne lǐśı, což

znázorňuje i obrázek:
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x
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V takovém př́ıpadě nás dále zaj́ımá, zda některý den docháźı k podstatně vyšš́ım,

či podstatně nižš́ım počt̊um útok̊u, oproti zbytku týdne. K tomu poslouž́ı tzv. stan-

dardizovaná residua – εi, která maj́ı zhruba normované normálńı rozděleńı:

εi =
(ni − ei)√

ei
.

Je evidentńı, že residua mohou nabývat kladných i záporných hodnot, což v př́ıpadě

překročeńı mezńı hodnoty normovaného normálńıho rozděleńı (≈ ±1.96) odhaĺı zvý-

šený (+) či naopak sńıžený (−) počet výskyt̊u útok̊u. Z posledńıho sloupce naš́ı

tabulky vid́ıme, že v sobotu docháźı k významně vyšš́ım počt̊um útok̊u, a naopak

ve čtvrtek je poč́ıtačová śıt’ společnosti ohrožována významně nejméně.

Pro spojité veličiny a spojitá rozděleńı je test dobré shody podobný, jen postup o

trochu pracněǰśı. Testujeme shodu rozděleńı našich pozorovaných hodnot s nějakým

spojitým teoretickým rozděleńım, známe tedy distribučńı funkci F (x) tohoto roz-

děleńı. Potřebujeme tedy zjistit empirické četnosti ni a očekávané četnosti ei, tzn.

předt́ım muśıme obor hodnot empirických dat rozdělit na intervaly, v nich zjistit

četnosti, spoč́ıtat očekávané četnosti a vyhodnotit testové kriterium (43). Současně

potřebujeme, aby všechny očekávané četnosti byly ei ≥ 5. Je výhodné zvolit takové

děleńı na takových k interval̊u, aby očekávané četnosti byly konstantńı,

ei = n · pi =
n

k
≥ 5, (45)
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tedy k voĺıme tak, aby k ≤ n/5.

Hranice interval̊u jsou pak následuj́ıćı kvantily teoretického rozděleńı,

x(i · pi) = x(i/k), i = 0, 1, . . . , k. (46)

Pak už se jen spoč́ıtaj́ı četnosti ni, i = 0, 1, . . . , k, tj. počty hodnoty v jednotlivých

intervalech a vyhodnot́ı testové kriterium (43).

Význam pojmu p-kvantil, tj hodnoty x(p) ilustruje obrázek.
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Obrázek 6: Kvantil a distribučńı funkce (tento obrázek je rovněž v př́ıloze).

Uvědomme si, že podmı́nka (45), znamená, že děleńı na svislé ose hodnot F (x)

je ekvidistantńı, zat́ımco intervaly (jejich hranice dané vztahem (46) odeč́ıtáme na

vodorovné ose) stejně široké většinou nejsou, zálež́ı na tvaru distribučńı funkce,

čili na teoretickém rozděleńı, s ńımž testujeme shodu. Nejčastěji se testuje shoda

s normálńım rozděleńım.

4.2 Kontingenčńı tabulky - test nezávislosti

Máme-li dvě nominálńı veličiny X,Y , kde X může nabývat hodnot x1, x2, . . . xC a

veličina Y může nabývat hodnot y1, y2, . . . , yR, pak rozděleńı četnost́ı pozorovaných

hodnot můžeme vyjádřit kontingenčńı tabulkou, jak už známe z popisné statistiky.



4.2 Kontingenčńı tabulky - test nezávislosti 37

X

x1 x2 . . . xj . . . xC ni•

y1 n11 n12 n1j n1C n1•

y2 n21 n22 n2C n2•

Y : : : : :

yi ni1 nij niC ni•

: : : : :

yR nR1 nR2 nRj nRC nR•

n•1 n•2 n•j n•C n•• = n

Hodnoty nij jsou absolutńı četnosti, tzn. počty sledovaných objekt̊u, kdy veličina Y

má hodnotu yi a současně veličina X má hodnotu xj . Marginálńı četnosti ni• a n•j

jsou definovány jako řádkové, resp. sloupcové součty.

ni• =
C
∑

j=1

nijn•j =
R
∑

i=1

nij (47)

Celkový počet objekt̊u n je samozřejmě součet přes všechna poĺıčka tabulky:

n =

R
∑

i=1

C
∑

j=1

nij =

R
∑

i=1

ni• =

C
∑

j=1

n•j (48)

Obvyklou úlohou statistické analýzy je rozhodnout, zda náhodné veličiny jsou ne-

závislé či mezi nimi existuje nějaký vtah a také nějakou vhodnou charakteristikou

př́ıpadnou závislost kvantifikovat.

Test nezávislosti dvou nominálńıch náhodných veličin X,Y je založen na tom, že

můžeme odhadnout četnosti, které bychom pozorovali, kdyby opravdu veličiny X,Y

nezávislé byly. Jsou-li X,Y nezávislé, pak pravděpodobnost jevu, že současně na-

stane jev Y = yi a jev X = xj vyjádřit jako součin pravděpodobnost́ı

P [(Y = yi)
⋂

(X = xj)] = P (Y = yi) · P (X = xj),

i = 1, 2, . . . , R, j = 1, 2, . . . , C.
(49)

Pro zkráceńı zápisu zavedeme označeńı

pij = P [(Y = yi) ∩ (X = xj)] , pi• = P (Y = yi), p•j = P (X = xj).

Pak rov.(49) můžeme přepsat

pij = pi• · p•j i = 1, 2, . . . , R, j = 1, 2, . . . , C (50)
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Marginálńı pravděpodobnosti pi• , p•j můžeme odhadnout jako relativńı marginálńı

četnosti (odhady jsou vyznačeny stř́ı̌skou nad symbolem):

p̂i• =
ni•

n
, p̂•j =

n•j

n
, (51)

a četnost, kterou bychom očekávali v našich datech, pokud by veličiny X,Y byly

nezávislé (tzv. očekávaná četnost, expected frequency) můžeme odhadnout pro každé

poĺıčko kontingenčńı tabulky jako

eij = np̂ij = n
ni•

n

n•j

n
=

ni•n•j

n
. (52)

Nulovou hypotézu

H0 : veličiny X, Y jsou nezávislé (53)

zamı́tneme tehdy, když pozorované četnosti nij budou podstatně odlǐsné od očeká-

vaných četnost́ı eij , tj. hodnot, které bychom pozorovali v našich datech, pokud by

nulová hypotéza platila. Testovou statistikou pro test nulové hypotézy (53) je

χ2 =
R
∑

i=1

C
∑

j=1

(nij − eij)

eij

2

, (54)

která má asymptoticky (tj. pro dostatečně velké četnosti) rozděleńı χ2 s (R−1)(C−1)

stupni volnosti, přiblǐzně tedy plat́ı

χ2 =

R
∑

i=1

C
∑

j=1

(nij − eij)

eij

2

∼ χ2
(R−1)(C−1). (55)

Jelikož (55) plat́ı pouze přibližně, je při užit́ı tohoto testu nutno posoudit, zda je

splněna podmı́nka, že četnosti v tabulce jsou dostatečně velké. Obvykle se pro užit́ı

tohoto testu požaduje podmı́nka, aby všechny očekávané četnosti eij ≥ 1 a naprostá

většina (alespoň 80 %) očekávaných četnost́ı byla eij ≥ 5.

Kritickým oborem proto tento test nezávislosti je

W =
[

χ2
(R−1)(C−1)(1− α),+∞

)

.

Zamı́tneme-li hypotézu o nezávislosti veličin X a Y , pak nás obvykle zaj́ımá, které

pozorované četnosti (která poĺıčka kontingenčńı tabulky) se od četnost́ı očekáva-

ných při nezávislosti veličin významně odchyluj́ı. Řı́káme, že vyhledáváme zdroje

závislosti.
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Jedna z nejjednodušš́ıch metod posouzeńı těchto zdroj̊u závislosti je posouzeńı př́ı-

spěvk̊u jednotlivých poĺıček tabulky k hodnotě testové statistiky (55). Velikost to-

hoto př́ıspěvku je významná, když rozd́ıl pozorované a očekávané četnosti nelze

považovat za náhodný, tj. tehdy, když

(nij − eij)
2

eij
≥ χ2

1 (1− α) , (56)

pro obvykle už́ıvanou hodnotu α = 0, 05 je χ2
1(0, 95) = 3, 84 (viz tabulky 8.1).

Pohodlněǰśı je už́ıt standardizovaná residua εij = (nij − eij) /
√
eij . Užijeme-li stan-

dardizovaná residua, podle jejich znaménka vid́ıme, zda pozorovaná četnost je větš́ı

či menš́ı než očekávaná. Užit́ı testu nezávislosti dvou nominálńıch veličin ukážeme

na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 4.2 Máme posoudit, zda veličiny vzdel a pozice (data employs) jsou nezá-

vislé. Jinými slovy, zda zastoupeni všech tř́ı stupň̊u vzděláńı je ve třech profeśıch

shodné.

H0: vzdel a pozice jsou nezávislé veličiny

Výpočet provedeme s pomoćı programu JASP. V něm z menu Frequencies vybereme

Contingency Tables. Zadáme veličinu vzdel a pozice jako Rows a Columns.

Pořad́ı ovlivňuje pouze tvar tabulek ve výstupu, nikoliv hodnotu spočtené testové

statistiky. Ovšem doporučujeme do sloupc̊u (columns) uvádět veličinu, která by měla

být závislá na druhé veličině v řádćıch (rows). V našem př́ıkladu tedy do sloupc̊u za-

dáme pozice a do řádk̊u vzdel, protože logicky úroveň vzděláńı může ovlivnit pracovńı

pozici, a ne naopak.

Contingency Tables

pozice

vzdel manazer manualni urednik Total

SS Count 1.0 13.0 182.0 196.0

Expected count 34.7 11.2 150.1 196.0

VS Count 83.0 1.0 141.0 225.00

Expected count 39.9 12.8 172.3 225.0

ZS Count 0.0 13.0 40.0 53.0

Expected count 9.392 3.0 40.6 53.0

Total Count 84.0 27.0 363.0 474.0

Expected count 84.0 27.0 363.0 474.00

V šabloně Results vyznač́ıme, které výstupy požadujeme, v tomto př́ıkladu Count

(pozorované četnosti), Expected count (očekávané četnosti) a Chi-square Tests (tes-
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tovou statistiku definovanou rov. (54)). Po provedeńı výpočtu dostaneme následuj́ıćı

výstup, zde je uveden mı́rně zkrácen.

Chi-Square Tests

Value df p

X2 145.472 4 1.901e-30

N 474

Standardized Residuals

vzdel manazer manualni urednik

SS -5.72 0.55 2.60

VS 6.83 -3.30 -2.39

ZS 0 5.74 -0.09

V řádku X2 vid́ıme, že hodnota testové statistiky je 145,5, hodnota významnosti p

je menš́ı než obvykle volená hladina významnosti α = 0, 05 a hypotézu o nezávislosti

veličin vzdel a pozice můžeme na této hladině významnosti zamı́tnout.

Vid́ıme, že všechny očekávané četnosti jsou větš́ı než 5, jak vid́ıme v řádćıch Expected

count. Program JASP v aktuálńı variantě nepoč́ıtá standardizovaná residua, tyto

však lze snadno spoč́ıtat např. v MS Excel, jak ukazuje posledńı tabulka.

Celkově můžeme shrnout, že hypotézu o nezávislosti veličin vzdel a pozice jsme za-

mı́tli na hladině významnosti α = 0, 05, s přehledem bychom ji však zamı́tli i na

jakékoli jiné hladině významnosti. Pod́ıváme-li se na zdroje závislosti (Standardized

Residuals), vid́ıme, že je značně mnoho vysokoškolsky vzdělaných manažer̊u, stře-

doškolsky vzdělaných úředńık̊u a manuálně pracuj́ıćıch se základńım vzděláńım, což

lze považovat, za logický fakt.

Statistiku (54) lze už́ıt pro test nezávislosti veličin, ale neńı vhodnou charakteristikou

intenzity (těsnosti) závislosti, nebot’ jej́ı hodnota záviśı na rozsahu výběru n. Zvětš́ı-

li se rozsah výběru k-krát při stejném proporcionálńım obsazeńı poĺıček tabulky,

zvětš́ı se i hodnota testové statistiky χ2 k-krát. Pro spojité náhodné veličiny je

mı́rou intenzity závislosti výběrový korelačńı koeficient nebo koeficient determinace.

Podobné vlastnosti v př́ıpadě dvou nominálńıch veličin, totiž nulovou hodnotu pro

ideálńı nezávislost a hodnotu 1 pro dokonalou závislost maj́ı některé z následuj́ıćıch

charakteristik už́ıvaných pro vyjádřeńı těsnosti závislosti.

• Cramerovo V =
√

Φ2

min(R,C)

• Pearson̊uv koeficient kontingence C =
√

χ2

χ2+n
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Pro veličiny vzdel a pozice z uvedeného př́ıkladu hodnoty těchto koeficient̊u źıskáme

navoleńım př́ıslušných poĺıček:

Cramer’s V 0.392

Contingency Coefficient 0.485

Vid́ıme tedy, že vztah mezi veličinami opravdu neńı př́ılǐs těsný.

Poznámka 4.1

Uvedený test nezávislosti můžeme už́ıt nejen pro dvojici nominálńıch veličin, ale

také pro veličiny ordinálńı. Je dokonce použitelný i pro spojité veličiny, pokud je-

jich hodnoty seskuṕıme do vhodných interval̊u, ale v takové situaci je většinou pro

posouzeńı vztahu veličin vhodněǰśı korelačńı koeficient.

4.3 Znaménkový test

Obvyklá formulace jednovýběrového znaménkového testu je: uvažujeme výběr ze

spojitého rozděleńı (nemuśı být symetrické) a chceme testovat nulovou hypotézu, že

medián tohoto rozděleńı x̃ je roven určité hodnotě x0 proti jednostranné alternativě,

např. že medián tohoto rozděleńı je větš́ı než x0.

H0 : x̃ = x0

H1 : x̃ > x0

Testovou statistikou je počet hodnot xi ve výběru větš́ıch než x0. Za platnosti nulové

hypotézy má testová statistika Z binomické rozděleńı, Z ∼ Bi(n, p), kde hodnota

parametru p = 0.5 (z definice mediánu), n je rozsah výběru. Je-li hodnota testové

statistiky rovna z, pak nulovou hypotézu zamı́táme ve prospěch alternativy tehdy,

když P (Z ≥ z) ≤ α, kde α je zvolená hladina významnosti. Pravděpodobnost

P (Z ≥ z) ≤ α lze snadno spoč́ıtat jako

P (Z ≥ z) =
n
∑

k=z

(

n

k

)

1

2k
1

2n−k
=

1

2n

n
∑

k=z

(

n

k

)

=
1

2n

z
∑

k=0

(

n

k

)

.

Z vlastnost́ı binomického rozděleńı můžeme určit středńı hodnotu a rozptyl testové

statistiky za platnosti nulové hypotézy

E(Z) = n p =
n

2
a var(Z) = n p(1− p) =

n

4
.

Pro větš́ı rozsahy výběru lze aplikovat centrálńı limitńı větu, pak normovaná ná-

hodná veličina

U =
Z − n

2
√

n

4

=
2Z − n√

n
(57)
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má přibližně normované normálńı rozděleńı N(0, 1), což pak lze už́ıt pro přibližné

určeńı hodnoty P (Z ≥ z) u výběr̊u větš́ıch rozsah̊u.

Poznámka 4.2

Znaménkový test bývá velmi často už́ıván jako test párový,
”
př́ısná“ formulace to-

hoto párového testu je následuj́ıćı: Mějme dva závislé výběry ze spojitých rozděleńı

(X1, X2, . . . , Xn) a (Y1, Y2, . . . , Yn) (tzn. dvě pozorováńı pro každý objekt) a testu-

jeme hypotézu, že mediány obou veličin jsou shodné, většinou proti jednostranné

alternativě.

H0 : X̃ = Ỹ

H1 : X̃ < Ỹ

Testovou statistikou je počet pozorováńı, pro která plat́ı Yi > Xi, přičemž daľśı

postup je stejný jako u jednovýběrového znaménkového testu.

Při volněǰśı formulaci párového znaménkového testu se můžeme spokojit jen s kvali-

tativńım porovnáńım. Např. zjǐst’ujeme, zda určitý
”
nový“ př́ıstup v oblasti informa-

tiky přináš́ı uživatel̊um subjektivńı pocit zlepšeńı práce či zábavy. Nový př́ıstup je

aplikován na n poč́ıtač́ıch (či u n uživatel̊u), dotazem na každého uživatele zjist́ıme,

že u z uživatel̊u došlo ke zlepšeńı, u n− z ke zhoršeńı (nebo můžeme ř́ıci, že nedošlo

ke zlepšeńı). Testujeme tedy hypotézu, že pravděpodobnost zlepšeńı je rovna 0,5

proti jednostranné alternativě, že tato pravděpodobnost je větš́ı, tedy

H0 : p = 0.5

H1 : p > 0.5

Př́ıklad 4.3 Nejmenovaná úspěšná poč́ıtačová společnost si chtěla malým pr̊uzku-

mem ověřit, zda představeńı nového produktu přispělo ke zvýšeńı jej́ı prestižnosti.

V pr̊uzkumu bylo osloveno náhodně 50 účastńık̊u, kteř́ı měli po představeńı nového

výrobku odpovědět na otázku, zda jejich d̊uvěra v tuto společnost je věťśı než před

představeńım. Kladných odpověd́ı (ANO) bylo 32, NE odpovědělo zbylých 18 dotá-

zaných. Lze se domńıvat, že představený výrobek přisṕıvá ke zvýšeńı d̊uvěryhodnosti

společnosti?

Odpověd’ na tuto otázku dá test hypotézy

H0 : p = 0.5 (představeńı nemělo vliv)

proti alternativě

H1 : p > 0.5 (představeńı zvýšilo d̊uvěru)
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Za platnosti H0 má počet kladných odpověd́ı Z binomické rozděleńı,

Z ∼ Bi(50, 0.5).

P (Z ≥ 32) =
1

250

50
∑

k=32

(

50

k

)

=
1

250

50
∑

k=32

(

50

50− k

)

=

=
1

250

[(

50

18

)

+

(

50

17

)

+ · · ·+
(

50

0

)]

∼= 0.0325

a tedy nulovou hypotézu zamı́táme, tzn. je d̊uvod věřit, že představeńı nového pro-

duktu zvýšilo d̊uvěryhodnost poč́ıtačové společnosti.

Pokud bychom užili asymptotickou statistiku (57), dostaneme

u =
2z − n√

n
=

2 · 32− 50√
50

= 1.98.

Pravděpodobnost P (U ≥ 1.98) ∼= 0.0239, je o něco menš́ı než přesná hodnota spoč́ı-

taná z binomického rozděleńı Bi(50, 0.5), ale opět i v tomto př́ıpadě zamı́táme nulo-

vou hypotézu na hladině významnosti α = 0.05. Rozd́ıl mezi P (Z ≥ 32) ∼= 0.0325 a

P (U ≥ 1.98) ∼= 0.0239, tj. přibližně 8.6× 10−3 je zp̊usoben malým rozsahem výběru

(n = 50). Při větš́ıch hodnotách n se rozd́ıly snižuj́ı, , při menš́ıch naopak zvyšuj́ı,

jak ukazuje následuj́ıćı tabulka.

n z z/n P (Z ≥ z) u P (U ≥ u)

25 16 16/25 0.1148 1.4 0.0808

50 32 16/25 0.0325 1.98 0.0239

100 64 16/25 0.0033 2.8 0.0026

V tabulce také vid́ıme, jak s rostoućım rozsahem výběru roste śıla testu, a naopak.

Při stejné relativńı četnosti kladných odpověd́ı 16/25 pro n = 25 nulovou hypotézu

nezamı́táme, pro n = 50 a n = 100 už na hladině významnosti α = 0.05 nulovou

hypotézu zamı́tneme.

4.4 Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test

Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test se podobně jako jednovýběrový znaménkový test

už́ıvá k testu hypotézy, že medián nějakého spojitého rozděleńı je roven dané hod-

notě. Oproti znaménkovému testu předpokládáme, že rozděleńı, z něhož máme výběr

X1, X2, . . . , Xn, je nejen spojité, ale i symetrické kolem bodu a, tj. pro jeho hustotu

f plat́ı:

f(a+ x) = f(a− x)

a hodnota a = X̃ je hodnotou mediánu tohoto rozděleńı. Jednovýběrovým Wilcoxo-

novým testem testujeme hypotézu
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H0 : X̃ = x0

H1 : X̃ 6= x0

Předpokládejme, že žádná z hodnot Xi ve výběru neńı rovna x0. Veličiny Yi = Xi −
x0 (odchylky od předpokládané hodnoty x0) seřad́ıme do neklesaj́ıćı posloupnosti

podle jejich absolutńı hodnoty
∣

∣Y(1)

∣

∣ ≤
∣

∣Y(2)

∣

∣ ≤ . . . ≤
∣

∣Y(n)

∣

∣. Necht’ R+
i je pořad́ı

hodnoty
∣

∣Y(i)

∣

∣ v této posloupnosti. Je zřejmé, že za platnosti nulové hypotézy jsou

Y1, Y2, . . . , Yn nezávislé náhodné veličiny, jejichž rozděleńı je symetrické kolem nuly.

Proto by měly být součty pořad́ı nezáporných odchylek S+ =
∑

i:Yi≥0R
+
i i záporných

odchylek S− =
∑

i:Yi<0R
+
i zhruba stejné.

Samozřejmě plat́ı, že součet kladných a záporných pořad́ı je S = S+ + S− = 1 +

2 + . . . + n =
n(n + 1)

2
a nulovou hypotézu zamı́tneme, jestliže se hodnoty S+, S−

podstatně lǐśı, tzn. pokud je min(S+, S−) menš́ı nebo rovno kritické hodnotě wn(α).

Tyto hodnoty jsou pro menš́ı výběry n tabelovány (např́ıklad v tabulce 8.5), přičemž

jsou spoč́ıtány kombinatoricky s využit́ım klasické pravděpodobnosti.

Pro větš́ı rozsahy výběru lze už́ıt asymptotickou aproximaci. Za platnosti nulové

hypotézy je:

E(S+) =
n(n+ 1)

4
a var(S+) =

1

24
n(n+ 1)(2n+ 1)

a bylo také dokázáno, že s rostoućım n se rozděleńı statistiky S+ bĺıž́ı normálńımu

rozděleńı. Pak můžeme k testu nulové hypotézy už́ıt statistiku:

U =
S+ − E(S+)
√

var(S+)
,

která má přibližně normované normálńı rozděleńı N(0, 1). H0 zamı́tneme, pokud je

absolutńı hodnota statistiky |U | ≥ u(1− α/2), kde u(1− α/2) je (1− α/2)-kvantil

rozděleńı N(0, 1).

Př́ıklad 4.4 V rámci pokusu zdravotńı organizace bylo testováno, zda je srdečńı ryt-

mus populace ČR v rámci doporučených meźı (pro tento př́ıklad uvažujeme ideálńı

tep 75 úder̊u za minutu). Bylo náhodně osloveno deset osob, kterým byl za pat-

řičných podmı́nek změřen srdečńı tep. Na základě měřeńı byly źıskány následuj́ıćı

výsledky: 68, 72, 94, 80, 71, 67, 97, 89, 81, 66.

Naš́ım úkolem je testovat hypotézu H0 : X̃ = 75 (úder̊u) proti alternativě H1 : X̃ 6=
75, tedy rozhodnout, zda nám naše pozorováńı poskytuje d̊uvod odmı́tnout před-

stavu, že polovina osob v populaci má tep nižš́ı a polovina vyšš́ı než doporučených

75 úder̊u za minutu.

Xi 68 72 94 80 71 67 97 89 81 66

Yi = Xi − 75 -7 -3 19 5 -4 -8 22 14 6 -9
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Hodnoty Yi uspořádáme do neklesaj́ıćı posloupnosti podle
∣

∣Y(i)

∣

∣:

pořad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Yi = Xi − 75 -3 -4 5 6 -7 -8 -9 14 19 22

Kladné hodnoty Yi jsou zvýrazněny.

Potom

S+ = 3 + 4 + 8 + 9 + 10 = 34,

S− = S − S+ = 1 + 2 + 5 + 6 + 7 = 21,

min(S+, S−) = 21.

Kritická hodnota v tabulce je w10(0.05) = 8, tzn. že H0 : X̃ = 75 úder̊u nemůžeme

zamı́tnout.

Pokud bychom i pro tak malý rozsah výběru užili asymptotický postup (je však

doporučován pro rozsah výběru n > 20), dostaneme

E(S+) =
n(n + 1)

4
=

10 · 11
4

= 27, 5

var(S+) =
n(n+ 1)(2n+ 1)

24
=

10 · 11 · 21
24

=
385

24
= 96, 25

U =
S+ − E(S+)
√

var(S+)
=

34− 27, 5√
96, 25

∼= 0.66

Protože |U | < 1.96, (u(0, 975) = 1.96), viz tabulka normovaného normálńıho roz-

děleńı 8.1, nemohli bychom zamı́tnout nulovou hypotézu na hladině významnosti

α = 0.05 ani t́ımto asymptotickým postupem.

Kdybychom v tomto př́ıkladu užili znaménkový test, nulovou hypotézu bychom za-

mı́tnout rovněž nemohli. Při oboustranné alternativě H1 : X̃ 6= x0 můžeme zamı́t-

nout, když hodnota testové statistiky Z (počet kladných znamének) je bud’ př́ılǐs

malá (Z ≤ k1) nebo př́ılǐs velká (Z ≥ k2). Hodnoty k1, k2, jsou nejmenš́ı, resp.

největš́ı z č́ısel, pro která plat́ı

P (Z ≤ k1) ≤
α

2
, P (Z ≥ k2) ≤

α

2
.

Za platnosti nulové hypotézy má Z ∼ Bi(n, 0.5), tzn. rozděleńı je symetrické a

k2 = n− k1. Hodnotu k1 pro n = 10 a α = 0.05 urč́ıme takto:

k P (Z = k) P (Z ≤ k)

0 1
210

(

10
0

)

= 1
1024

0,0010

1 1
210

(

10
1

)

= 10
1024

0,0108

2 1
210

(

10
2

)

= 45
1024

0,0547

3 1
210

(

10
3

)

= 120
1024

0,1719

4 1
210

(

10
4

)

= 210
1024

0,3770

5 1
210

(

10
5

)

= 252
1024

0,6231
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Hodnota k1 = 1, počet kladných odchylek je roven 5, tedy větš́ı než k1 a nulovou

hypotézu zamı́tnout nemůžeme.

Všimněme si, že P (Z ≤ 5) = 0.6231, tzn. větš́ı než α = 0.05. Znaménkový test by

na této hladině významnosti nezamı́tl H0 : X̃ = 75 úder̊u ani proti jednostranné

alternativě H1 : X̃ < 75.

Poznámka 4.3

Použ́ıváme-li statistický software pro vyhodnoceńı neparametrických test̊u, je na

mı́stě obezřetnost při interpretaci výstupu z programu. Zejména při interpretaci tzv.

p-value, Některé statistické programy uváděj́ı jako p-value jen hodnotu z asymptotic-

kého testu, nebot’ určeńı přesné hodnoty pro neparametrický test bývá výpočetně

náročné. Proto zejména při zpracováńı výběr̊u menš́ıch rozsah̊u pečlivě pročtěte

manuál nebo nápovědu programu a pokud je hodnota ve výstupu programu jen

asymptotická, použijte kritické hodnoty ze statistických tabulek.

4.5 Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Poznámka 4.4

Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test je neparametrickou obdobou dvouvýběrového t-

testu. V př́ıpadě dvouvýběrového t-testu se testuje hypotéza o rovnosti středńıch

hodnot dvou normálńıch rozděleńı, ze kterých máme k dispozici dva nezávislé vý-

běry. V př́ıpadě, kdy je normalita dat porušena, je potřeba použ́ıt neparametrickou

alternativu. Jendou z možnost́ı je Wilcoxon̊uv test, který je založen na pořad́ı po-

zorováńı.

Uvažujme dva nezávislé výběry ze dvou spojitých rozděleńı:

• X1, X2, . . . , Xm náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı F

• Y1, Y2, . . . , Yn náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı G

Wilcoxon̊uv dvouvýběrový test je obecně zformulován jako test hypotézy o shodě

(tvaru) distribučńıch funkćı:

H0 : F = G

H1 : F 6= G

Ale většinou alternativu chápeme jako posunut́ı ∆, tj. H1 : G(x) = F (x−∆), ∆ 6=
0, pro které je tento test citlivý (má přijatelnou śılu). Pokud se distribučńı funkce
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F a G lǐśı sṕı̌se jen rozptylem nebo tvarem, neńı užit́ı dvouvýběrového Wilcoxonova

testu vhodné.

posunutí shodných rozd�lelní posunutí rozd�lení s r�zným rozptylem posunutí odlišných rozd�lelní

Obrázek 7: Tvary rozděleńı populaćı (tento obrázek je rovněž v př́ıloze).

Wilcoxon̊uv dvouvýběrový test je založen na pořad́ı pozorovaných hodnot v tzv.

sdruženém výběru. Všech m + n hodnot z obou výběr̊u X1, X2, . . . , Xm a

Y1, Y2, . . . , Yn uspořádáme vzestupně. Za platnosti nulové hypotézy jsou oba výběry

z téhož rozděleńı. Pořad́ı Ri ve sdruženém výběru má tedy hodnoty 1, 2, . . . , m+ n.

Pokud se ve sdruženém výběru vyskytuj́ı shodné hodnoty, přǐrad́ıme jim odpov́ı-

daj́ıćı pr̊uměrné pořad́ı. Součet pořad́ı hodnot X1, X2, . . . , Xm označ́ıme T1, součet

pořad́ı hodnot Y1, Y2, . . . , Yn označ́ıme T2.

Je zřejmé, že:

T1 + T2 =
m+n
∑

i=1

Ri =
1

2
(m+ n)(m+ n+ 1)

a dále, že středńı hodnoty ET1 a ET2 jsou za platnostiH0 rovny násobku pr̊uměrného

pořad́ı a rozsahu výběru, tj.

E(T1) =
1

2
m(m+ n+ 1) a E(T2) =

1

2
n(m+ n+ 1).

Lze dokázat, že

var(T1) = var(T2) =
1

12
mn(m+ n + 1).

Nulovou hypotézu pak můžeme zamı́tnout, když statistika T1 (nebo T2) se př́ılǐs

odlǐsuje od středńı hodnoty očekávané za platnosti H0. Pro větš́ı rozsahy výběr̊u

m > 10, n > 10) lze k testu už́ıt statistiku

T1 −E(T1)
√

var(T1)
,

která má přibližně rozděleńı N(0, 1).

Mı́sto veličiny T1 (nebo T2) můžeme už́ıt statistiky

U1 = mn +
1

2
m(m+ 1)− T1
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a

U2 = mn +
1

2
n(n+ 1)− T2

Snadno lze ukázat, že U1 + U2 = mn. Testu založeném na této statistice se ř́ıká

Mann̊uv-Whitneẙuv test a je ekvivalentńı Wilcoxonovu testu. Nulovou hypotézu

zamı́tneme, když min(U1, U2) je menš́ı nebo rovno tabelované kritické hodnotě, viz

část Statistické tabulky 8.6.

Pro větš́ı rozsahy výběr̊u )m > 10, n > 10) lze k testu už́ıt statistiku

U1 −E(U1)
√

var(U1)
,

kde E(U1) =
1

2
mn a var(U1) =

1

12
mn(m + n + 1), která má přibližně normované

normálńı rozděleńı N(0, 1).

Př́ıklad 4.5 Na 29 poč́ıtač́ıch se stejnou konfiguraćı a nastave-

ńım bylo testováno, kolik chybných paket̊u bylo přeneseno poč́ı-

tačovou śıt́ı. Na 14 poč́ıtač́ıch byl použitý opravný mechanismus

(24, 35, 41, 45, 46, 65, 67, 73, 88, 100, 127, 141, 171, 199), zbylých 15 poč́ıtač̊u bylo

bez opatřeńı (57, 66, 68, 87, 96, 113, 128, 133, 143, 146, 149, 156, 158, 159, 176). Počet

chybných přenesených paket̊u je označen Xi pro PC bez opatřeńı a Yi pro PC s

opravným mechanismem.

Chceme zjistit, zda má opravné opatřeńı vliv na zvýšeńı kvality (sńıžeńı počtu chyb)

přenosu dat śıtě. Seřad́ıme hodnoty sdruženého výběru (Xi a Yi) vzestupně:

pořad́ı oprava chyby pořad́ı opr pořad́ı oprava chyby pořad́ı opr

1 s 24 1 16 bez 113

2 s 35 2 17 s 127 17

3 s 41 3 18 bez 128

4 s 45 4 19 bez 133

5 s 46 5 20 s 141 20

6 bez 57 21 bez 143

7 s 65 7 22 bez 146

8 bez 66 23 bez 149

9 s 67 9 24 bez 156

10 bez 68 25 bez 158

11 s 73 11 26 bez 159

12 bez 87 27 s 171 27

13 s 88 13 28 bez 176

14 bez 96 29 s 199 29

15 s 100 15 pořad́ı T1= 163
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U1 = mn+
1

2
m(m+ 1)− T1 = 14 · 15 + 1

2
14 · 15− 163 = 152,

U2 = mn− U1 = 210− 152 = 58,

min(U1, U2) = 58.

Jelikož kritická hodnota pro α = 0.05 je 59, znamená to, min(U1, U2) = 58 je

v kritickém oboru, a proto zamı́táme na hladině významnosti α = 0.05 nulovou

hypotézu. Zp̊usob opravy chybných paket̊u má vliv na kvalitu přenosu dat.

Povšimněme si, že hodnotu statistiky U1 můžeme určit rychleji a jednodušeji, nebot’

U1 znamená počet hodnot z druhého výběru, které následuj́ı ve sdruženém výběru

za hodnotami z výběru prvńıho. Názorně to ukážeme na řešeném př́ıkladu. Každý

z výběr̊u uspořádáme vzestupně:

Xi 57 66 68 87 96 113 128 133 143 146 149 156 158 159 176

Yi 24 35 41 45 46 65 67 73 88 100 127 141 171 199

Pak už jen zjist́ıme počet hodnot ve druhém výběru, které jsou větš́ı než hodnoty

v prvńım výběru:

počet hodnot Xi > 24 15

počet hodnot Xi > 35 15

počet hodnot Xi > 41 15

počet hodnot Xi > 45 15

počet hodnot Xi > 46 15

počet hodnot Xi > 65 14

počet hodnot Xi > 67 13

počet hodnot Xi > 73 12

počet hodnot Xi > 88 11

počet hodnot Xi > 100 10

počet hodnot Xi > 127 9

počet hodnot Xi > 141 7

počet hodnot Xi > 171 1

počet hodnot Yi > 199 0

U1 =152

U2 = m · n− U1 = 210− 152 = 58, min(U1, U2) = 58 a výpočet testové statistiky je

hotov.
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4.6 Kruskal̊uv-Wallis̊uv test

Daľśı z metod, které jsou určené pro data nemaj́ıćı normálńı rozložeńı, je test s ná-

zvem Kruskal-Wallis.

Poznámka 4.5

Kruskal̊uv-Wallis̊uv test je neparametrickou obdobou analýzy rozptylu s jednodu-

chým tř́ıděńım (one-way ANOVA). Přičemž jednoduché tř́ıděńı znamená, že sledu-

jeme závislost spojité veličiny pouze na jedné diskrétńı veličině. Jedná se o zobecněńı

dvouvýběrového Wilcoxonova testu na situaci, kdy počet výběr̊u je větš́ı než dva.

Necht’ Yi1, Yi2, . . . , Yini
je výběr z rozděleńı se spojitou distribučńı funkćı Fi. Uva-

žujme I takových výběr̊u, tj. i = 1, 2, . . . , I. Ćılem Kruskal-Wallisova testu je tes-

tovat hypotézu, že všechny distribučńı funkce rozděleńı, z nichž jsou výběry, jsou

shodné:

H0 : F1 = F2 = . . . = FI

proti alternativě, že alespoň jedna dvojice distribučńıch funkćı se lǐśı. Všechny hod-

noty Yij dohromady tvoř́ı sdružený výběr o rozsahu n1+n2+, . . . ,+nI = n. Hodnoty

Yij ve sdruženém výběru se uspořádaj́ı vzestupně, urč́ı se jejich pořad́ı Rij a spočtou

se součty pořad́ı ve výběrech:

Výběr Pořad́ı Součet pořad́ı

1 R11, R12, . . . , R1ni
T1

2 R21, R22, . . . , R2ni
T2

...
...

...

I RI1, RI2, . . . , RIni
TI

Celkový součet všech pořad́ı je

T1 + T2 + . . .+ TI =
1

2
n(n+ 1)

Středńı hodnoty součt̊u pořad́ı jsou

E(Ti) =
1

2
ni(n+ 1), i = 1, 2, . . . , I

a testová statistika Q pro test nulové hypotézy je založena na součtu čtverc̊u odchy-

lek pozorovaných hodnot součt̊u pořad́ı (Ti) od jejich středńıch hodnot (E(Ti)):

Q =
12

n(n + 1)

I
∑

i=1

1

ni

[

Ti −
1

2
ni(n + 1)

]2

=
12

n(n+ 1)

I
∑

i=1

T 2
i

ni
− 3(n+ 1).
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Pro větš́ı rozsahy výběr̊u má tato statistika přibližně rozděleńı χ2
I−1, takže H0 zamı́t-

neme, pokud je Q ≥ χI−1(1− α), kde χI−1(1− α) je kvantil Ch́ı-kvadrát rozděleńı.

Pro malé rozsahy výběr̊u je možno použ́ıt některý ze statistických programů, které

hodnotu p-value odpov́ıdaj́ıćı zjǐstěné hodnotě statistiky Q poč́ıtaj́ı bud’ kombina-

toricky nebo metodou Monte Carlo.

Př́ıklad 4.6 Rychlost tř́ı databázových jazyk̊u, při spouštěńı dotazu nad stejnou

databáźı je naměřená v sekundách:

Jazyk čas (s)

A 37 22 17 14 18

B 48 23 23 45

C 66 63 31 44 30 53

Chceme testovat, zda je rychlost dotazovaćıch jazyk̊u ze stejného rozděleńı. Nejdř́ıve

spoč́ıtáme součty pořad́ı v jednotlivých výběrech.

Jazyk ni Pořad́ı Ti

A 5 9 4 2 1 3 19

B 4 12 5 6 11 34

C 6 15 14 8 10 7 13 67

15

Q =
12

n(n + 1)

I
∑

i=1

1

ni

[

Ti −
1

2
ni (n + 1)

]2

=
12

15 · 16

(

441

5
+

4

4
+

361

6

)

= 7.4683

Hodnota χ2(0.95) = 5.9915, tedy Q = 7.4683 je v kritickém oboru a nulovou hypo-

tézu zamı́táme.

P -value odpov́ıdaj́ıćı hodnotě statistiky Q = 7.4683, tj. P (X ≥ 7.4683), když X ∼
χ2
2, je p = 0.02389. Vid́ıme tedy, že pro tak malé rozsahy výběr̊u se dosti lǐśı od

hodnoty p, źıskané z asymptotického rozděleńı statistikyQ. Nicméně v tomto př́ıpadě

oba výsledky vedou k zamı́tnut́ı nulové hypotézy na hladině významnosti α = 0.05.
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4.7 Spearman̊uv koeficient pořadové korelace

Korelace je jednou z možnost́ı ohodnoceńı těsnosti lineárńıho vztahu mezi dvojićı

veličin. Korelačńı koeficient ρxy nabývá hodnot z intervalu 〈−1, 1〉. Pearson̊uv výbě-

rový korelačńı koeficient rxy lze vyjádřit jako

rxy =
sxy
sxsy

=

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
) (

Yi − Ȳ
)

√

n
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2

n
∑

i=1

(

Yi − Ȳ
)2

=

=

n
∑

i=1

XiYi − nX̄ Ȳ

√

√

√

√

(

n
∑

i=1

X2
i − nX̄2

)(

n
∑

i=1

Y 2
i − nȲ 2

)

(58)

V́ıme už, že dobře
”
slouž́ı“ pro posuzováńı vztahu dvou náhodných veličin maj́ıćıch

dvourozměrné normálńı rozděleńı. Pokud je rozděleńı jiné než normálńı nebo vý-

běr obsahuje odlehlé hodnoty, Pearson̊uv korelačńı koeficient rxy nemuśı o těsnosti

vztahu veličin poskytovat dobrý obraz, viz následuj́ıćı obrázek, kde jeden odlehlý

bod velmi podstatně změnil hodnotu korelačńıho koeficientu.
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Obrázek 8: Korelačńı koeficient (tento obrázek je rovněž v př́ıloze).

Poznámka 4.6

Spearman̊uv koeficient korelace dostaneme tak, že mı́sto p̊uvodńıch hodnot Xi, Yi

dosad́ıme do vztahu (58) jejich pořad́ı.

Necht’ (X1, Y1)
T , (X2, Y2)

T , . . . , (Xn, Yn)
T je výběr ze spojitého dvourozměrného roz-

děleńı, R1, R2, . . . , Rn je pořad́ı hodnot X1, X2, . . . , Xn,

Q1, Q2, . . . , Qn je pořad́ı hodnot Y1, Y2, . . . , Yn.
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Dvojice (X1, Y1)
T , (X2, Y2)

T , . . . , (Xn, Yn)
T můžeme uspořádat vzestupně podle hod-

notX1, X2, . . . , Xn, pak Ri = i, i = 1, 2, . . . , n. Dosad́ıme-li do (58) za hodnotyXi, Yi

jejich pořad́ı Ri a Qi, dostaneme Spearman̊uv koeficient pořadové korelace rS:

rS =

n
∑

i=1

RiQi − nR̄Q̄

n
∑

i=1

R2
i − nR̄2

(59)

Jelikož

R̄ = Q̄ =

n
∑

i=1

Ri

n
=

n + 1

2
,

n
∑

i=1

R2
i =

n
∑

i=1

Q2
i =

n(n + 1)(2n+ 1)

6
,

n
∑

i=1

RiQi =
1

2

(

n
∑

i=1

R2
i +

n
∑

i=1

Q2
i

)

− 1

2

n
∑

i=1

(Ri −Qi)
2 =

n
∑

i=1

R2
i −

1

2

n
∑

i=1

(Ri −Qi)
2 ,

můžeme vztah (59) upravit na

rS =

n(n + 1)(2n+ 1)

6
− n(n+ 1)2

4
− 1

2

n
∑

i=1

(Ri −Qi)
2

n(n + 1)(2n+ 1)

6
− n(n + 1)2

4

=

= 1−

1

2

n
∑

i=1

(Ri −Qi)
2

2n(n+ 1)(2n+ 1)− 3n(n + 1)2

12

= 1−
6

n
∑

i=1

(Ri −Qi)
2

n(n2 − 1)

Označ́ıme-li rozd́ıl v pořad́ı i-tého pozorováńı di = Ri − Qi, Spearman̊uv korelačńı

koeficient je

rS = 1−
6

n
∑

i=1

d2i

n(n2 − 1)
. (60)

Poznámka 4.7

• Jsou-li obě veličiny uspořádány shodně, tzn. Ri = Qi, pak (
∑n

i=1 d
2
i )min = 0 a

Spearman̊uv korelačńı koeficient rS = 1.
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• Jsou-li obě veličiny uspořádány opačně, tzn. di = i−(n+1−i), i = 1, 2, . . . , n, je

pak součet čtverc̊u rozd́ılu pořad́ı roven své maximálńı hodnotě (
∑n

i=1 d
2
i )max =

n(n2−1)
3

a Spearman̊uv korelačńı koeficient rS = −1.

• Při náhodném uspořádáńı je součet čtverc̊u rozd́ılu pořad́ı roven pr̊uměrné

hodnotě 1
2

[

(
∑n

i=1 d
2
i )min + (

∑n
i=1 d

2
i )max

]

= n(n2−1)
6

a Spearman̊uv korelačńı

koeficient rS = 0.

Pomoćı Spearmanova korelačńıho koeficientu lze testovat hypotézu o nekorelovanosti

veličin Xa Y . Pro malé rozsahy výběru jsou kritické hodnoty Spearmanova korelač-

ńıho koeficientu tabelovány, viz např. část Statistické tabulky na konci tohoto textu.

Pro n > 30 lze už́ıt asymptotickou normalitu a nulovou hypotézu o nekorelovanosti

veličin X a Y zamı́tnout při

|rS| ≥
u
(

1− α
2

)

√
n− 1

,

kde u(1− α/2) je kvantil normovaného normálńıho rozděleńı N(0, 1).

Spearman̊uv korelačńı koeficient můžeme už́ıt i pro hodnoceńı vztahu dvou veličin,

i když jedna či obě jsou měřeny v ordinálńı škále.

Př́ıklad 4.7 Dva uživatelé hodnotili 10 programovaćıch jazyk̊u podle obĺıbenosti.

Jazyky pro jednoduchost označ́ıme ṕısmeny abecedy A, B, C, D, E, F, G, H, I, J.

Hodnoceńı uživatel̊u shrnuje následuj́ıćı tabulka:

Uživatel Uspořádáńı

U1 B E G A D F H J C I

U2 F J H I C B D A E G

Ohodnot’te shodu degustátor̊u. Urč́ıme hodnoty pořad́ı Ri, Qi:

jazyk Ri Qi di d2i
B 1 6 -5 25

E 2 8 -6 36

G 3 7 -4 16

A 4 10 -6 36

D 5 9 -4 16

F 6 1 5 25

H 7 5 2 4

J 8 4 4 16

C 9 2 7 49

I 10 3 7 49
∑

272



4.7 Spearman̊uv koeficient pořadové korelace 55

rS = 1− 6
∑n

i=1 d
2
i

n(n2 − 1)
= 1− 6 · 272

10 · (102 − 1)
∼= −0.6485

V tabulce kritických hodnot Spearmanova koeficientu korelace nalezneme, že kri-

tická hodnota pro α = 0.05 je 0.6364. Na této hladině významnosti tedy zamı́tneme

nulovou hypotézu, že hodnoceńı programovaćıch jazyk̊u dvěma uživateli nejsou ko-

relované. Jinými slovy zamı́táme hypotézu, že jsou jazyky u vybraných uživatel̊u

stejně obĺıbené, naopak záporný koeficient naznačuje opačné uspořádáńı.

Shrnut́ı:

- Neparametrické metody jsou vhodné pro data nesplňuj́ıćı normálńı rozděleńı.

- Test dobré shody zjǐst’uje shodu empirického rozděleńı s
”
tabulkovým“.

- Test nezávislosti umožňuje testovat závislost dvou kategorických veličin.

- Znaménkový jednovýběrový test je založen na binomickém rozděleńı.

- Wilcoxon̊uv a Kruskal-Wallis̊uv test už́ıvaj́ı k testováńı hypotézy uspořádáńı

hodnot.

- Spearman̊uv korelačńı koeficient je vhodný pro porovnáńı dvou veličin s od-

lehlými hodnotami.

Kontrolńı otázky:

1. Proč se použ́ıvaj́ı neparametrické metody? Jaké maj́ı výhody a nevýhody v po-

rovnáńı se svými parametrickými protěǰsky?

2. Zkuste zd̊uvodnit, proč jednovýběrový Wilcoxon̊uv test je silněǰśı než test zna-

ménkový.

3. Které z test̊u uvedených v této kapitole jsou založeny na pořad́ı pozorovaných

hodnot?

4. Proč je Spearman̊uv koeficient korelace méně citlivý na odlehlé hodnoty než

Pearson̊uv korelačńı koeficient?

5. Jaká nulová hypotéza se testuje testem Ch́ı-kvadrát popsaným v kapitole 5.6?

6. Př́ıklad řešený v kapitole 5.6 (Ch́ı-kvadrát test nezávislosti) spočtěte v Excelu

(pro úsporu práce vhodně využijte absolutńı a relativńı adresy buněk při zá-

pisu výraz̊u pro výpočet očekávaných četnost́ı a daľśıch veličin potřebných pro

výpočet, abyste aritmetické výrazy mohli koṕırovat).

Pojmy k zapamatováńı:
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- neparametrické metody,

- statistiky založené na pořad́ı hodnot,

- znaménkový test, Mann̊uv-Whitneẙuv test, Spearman̊uv koeficient korelace,

- kontingenčńı tabulka, test nezávislosti dvou nominálńıch veličin.

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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5 Programové prostředky pro statistické výpočty

Pr̊uvodce studiem:

Tato kapitola by vám měla pomoci v orientaci v programových prostředćıch už́ıva-

ných ve statistických výpočtech a analýze dat. Jsou zde uvedeny společné rysy těchto

softwarových produkt̊u. Podrobněji jsou zmı́něny tabulkový procesor MS Excel a

statistický paket JASP, nebot’ s těmito produkty se nejpravděpodobněji setkáte při

řešeńı vašich úloh při studiu na Ostravské universitě. Při prvńım čteńı této kapitoly,

na které by mělo stačit 2 až 3 hodiny, postač́ı, když źıskáte orientaci v základńıch

problémech a obt́ıž́ıch, se kterými se můžete ve výpočtech a interpretaci výsledk̊u

setkat. Sṕı̌se poč́ıtejte s t́ım, že při řešeńı konkrétńıho problému se budete k této

kapitole vracet.

Ćıl: Po prostudováńı této části kapitoly byste měli umět:

• orientovat ve statistických funkćıch MS Excel a programu JASP,

• vyb́ırat vhodné části výstup̊u analýzy,

• interpretovat výsledné analýzy do jednoznačných závěr̊u.

Podpora statistického zpracováńı dat je součást́ı mnoha obecných programových

systémů orientovaných na práci s databázemi, na grafické zpracováńı dat, matema-

tických programových prostředk̊u (Matlab, Mathematica, aj.) a kromě toho existuje

celá řada specializovaných statistických programových paket̊u. Společným rysem

těchto statistických programových prostředk̊u jsou operace s datovou matićı, tj. dvoj-

rozměrnou tabulkou, ve které sloupce jsou veličiny a řádky představuj́ı pozorované

objekty. Pro práci s tabulkami jsou určeny i tabulkové procesory (např. MS Excel),

které jsou vybaveny celou řadou statistických funkćı a grafických prostředk̊u. Tyto

programové prostředky značně usnadňuj́ı statistické výpočty a dovoluj́ı uživateli

soustředit se na správné použit́ı statistických metod, nikoliv na výpočetńı námahu.

5.1 Tabulkový procesor MS Excel

MS Excel je typickým představitelem tabulkových procesor̊u, některá jeho verze je

dostupná prakticky na každém poč́ıtači. Standardńı součást́ı MS Excelu je několik

deśıtek statistických funkćı, které mohou být užity při statistických výpočtech. Je

vybaven i poměrně kvalitńı grafikou, která dovoluje pohodlné kresleńı statistických

graf̊u (prozat́ım s výjimkou např. krabicových diagramů a pár některých daľśıch ve

statistice už́ıvaných typ̊u graf̊u).
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Kromě toho lze MS Excel rozš́ı̌rit o standardně dodávaný doplněk Analýza dat, který

pokrývá prakticky všechny metody vysvětlované v základńıch kursech statistické

analýzy dat, vyj́ımaje neparametrické verse test̊u. Vzhledem k tomu, že MS Excel je

tzv. lokalizován, to znamená, že podrobná nápověda ke všem funkćım je k dispozici

v češtině, a práce s tabulkovými procesory je součást́ı výuky předcházej́ıćıch před-

mět̊u, nebudeme se j́ım nyńı podrobněji zabývat. Pouze připojujeme upozorněńı na

některé nedostatky zjǐstěné ve statistických funkćıch a doplňku Analýza dat.

Poznámka 5.1

Dosti obecně lze ř́ıci, že zejména v české verzi MS Excel se opakovaně vyskytuj́ı

zmateńı pojmů. Zaměňuj́ı se pojmy
”
pr̊uměr“ a

”
středńı hodnota“, vysvětleńı pa-

rametr̊u funkćı je zmatečné, výstupy z modul̊u doplňku Analýza dat jsou často re-

dundantńı (součet i pr̊uměr, směrodatná odchylka, směrodatná odchylka pr̊uměru i

rozptyl, atd.), zbytečně vysoký počet významných č́ıslic v č́ıselných hodnotách apod.

Některé takové nedostatky ukazuje následuj́ıćı tabulka výstupu z modulu Popisná

statistika doplňku Analýza dat:

Př́ıklad 5.1

Sloupec1

Stř. hodnota 99,3956

Chyba stř. hodnoty 2,743841

Medián 99

Modus 101

Směr. odchylka 26,17458

Rozptyl výběru 685,1084

Špičatost 0,194895

Šikmost 0,164807

Rozd́ıl max-min 131

Minimum 40

Maximum 171

Součet 9045

Počet 91

Stř. hodnota je užita mı́sto slova Pr̊uměr, Chyba stř. hodnoty mı́sto Směrodatná

odchylka pr̊uměru. Rozptyl výběru mı́sto Výběrový rozptyl. Počet desetinných mı́st

je nadbytečný.

Př́ıklad 5.2 Chyby nalezneme i v jiných modulech doplňku Analýza dat pro běžné

statistické testy. Např. dvouvýběrový t-test poskytne následuj́ıćı výstup:



5.1 Tabulkový procesor MS Excel 59

Dvouvýběrový t-test s rovnost́ı rozptyl̊u

Soubor 1 Soubor 2

stř. hodnota 111,9219 107,7778

rozptyl 734,0097 831,0256

pozorováńı 64 27

společný rozptyl 762,3514

hyp. rozd́ıl st. hodnot 0

rozd́ıl 89

t stat 0,654039

P(T<=t) (1) 0,257387

t krit (1) 1,662156

P(T<=t) (2) 0,514773

t krit (2) 1,986978

Opět Stř. hodnota je užita mı́sto Pr̊uměr. Pro uživatele rozlǐsuj́ıćıho mezi jedno-

stranným a oboustranným testem je výstup redundantńı, uživateli mezi těmito va-

riantami nerozlǐsuj́ıćımu tato redundance stejně nepomůže. Zájem může vzbudit

statistika označená jako
”
rozd́ıl“. Skutečnost, že plat́ı rozd́ıl= n1 + n2 − 2 (tedy je

roven počtu stupň̊u volnosti) svád́ı k domněnce, že zkratku df interpretoval pře-

kladatel jako anglické difference a přeložil do češtiny. Tato chyba se vyskytuje ve

většině test̊u implementovaných v doplňku Analýza dat.

Př́ıklad 5.3 Často už́ıvaným modulem doplňku Analýzy dat je Histogram. S využi-

t́ım implicitńıho nastaveńı vstupńıch parametr̊u můžete dostat následuj́ıćı obrázek:
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Legenda a nadpis
”
Histogram“ jsou zbytečné, jen zab́ıraj́ı mı́sto, popis vodorovné

osy neř́ıká nic. Sloupce nejsou nad celou š́ı̌rkou interval̊u. To lze napravit vhodněǰśı

volbou vstupńıch parametr̊u nebo dodatečnou úpravou grafu. Závažněǰśım nedostat-
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kem je, že hodnoty popisuj́ıćı středy sloupc̊u (středy jednotlivých interval̊u) nejsou

hodnoty odpov́ıdaj́ıćı středu, ale pravému okraji intervalu.

Poznámka 5.2

Nutno podotknout, že v nab́ıdce tvorby histogramu je nutné zaškrtnout poĺıčko

”
Vykreslit graf“:

Př́ıklad 5.4 Mezi statistickými funkcemi jsou i funkce pro výpočet hodnot distri-

bučńıch funkćı a kvantil̊u často už́ıvaných rozděleńı. U nich je nápověda matoućı

a mı́sty zcela nesmyslná. Ukážeme to na př́ıkladu funkce NORMDIST a z jej́ıho

popisu v nápovědě se dočteme následuj́ıćı:

nápověda:

NORMDIST (funkce)

Vrát́ı normálńı rozděleńı se zadanou středńı hodnotou a směrodatnou odchylkou.

Tato funkce má ve statistice velmi široké použit́ı, včetně testováńı hypotéz.

Syntaxe

NORMDIST(x, střed hodn, sm odch, kumulativńı)

Syntaxe funkce NORMDIST obsahuje následuj́ıćı argumenty:

X: Povinný argument. Jedná se o hodnotu, pro kterou chcete zjistit hodnotu rozdě-

leńı.

Střed hodn: Povinný argument. Jedná se o aritmetickou středńı hodnotu.

Sm odch: Povinný argument. Jedná se o směrodatnou odchylku rozděleńı.

Kumulativńı: Povinný argument. Logická hodnota, která určuje typ použité funkce.

Pokud je argument kumulativńı nastaven na hodnotu TRUE, vrát́ı funkce
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NORMDIST kumulativńı distribučńı funkci. V př́ıpadě hodnoty FALSE vrát́ı

hromadnou pravděpodobnostńı funkci.

konec nápovědy.

Funkce NORMDIST jen stěž́ı může vracet
”
normálńı rozděleńı“, ale z popisu lze vy-

tušit, že t́ım je mı́něna hodnota distribučńı funkce nebo hustoty (nikoli
”
hromadnou

pravděpodobnostńı funkci“) normálńıho rozděleńı podle toho, jakou zadáme hodnotu

posledńıho vstupńıho parametru
”
kumulativńı“. Druhý parametr je vysvětlen jako

”
aritmetická středńı hodnota“, což patrně vzniklo chybným překladem anglického

termı́nu mean, který měl být správně přeložen jako středńı hodnota.

Př́ıklad 5.5 Pozor při už́ıváńı funkćı navracej́ıćı hodnoty kvantil̊u běžných rozděleńı.

Funkce NORMINV s parametry p, µ, σ vrát́ı hodnotu př́ıslušného kvantilu x(p) =

σu(p) + µ, tedy např. NORMINV(0,238; 175; 7]) vrát́ı hodnotu 170,01.

Př́ıklad 5.6

Poznámka 5.3

U jiných rozděleńı je to však trochu odlǐsné. Pro určeńı kvantil̊u rozděleńı χ2 můžeme

už́ıt funkci CHIINV (nebo nověǰśı CHISQ.INV.RT), která má dva vstupńı parame-

try. Chceme-li, aby funkce vrátila hodnotu p-kvantilu, muśıme jej́ı parametry zadat

jako (1−p) a požadovaný počet stupň̊u volnosti, takže např. zadáńım CHIINV(0,05;

1) dostaneme hodnotu 0,95-kvantilu rozděleńı χ2
1, x(0, 95)= 3,84145. Ačkoliv v ná-

povědě k funkci CHIINV je, že to je inverzńı funkce k distribučńı funkci, neńı to

úplně pravdivé. Funkce je navržena tak, aby vracela tzv. kritickou hodnotu (hranici

kritického oboru) pro zadanou hodnotu významnosti α jako prvńı parametr.

Podobně se chová i funkce FINV, p-kvantil dostaneme při zadáńı parametr̊u 1 −
p,m, n, např. FINV(0,05; 10; 20) vrát́ı hodnotu 2,347875, což je nesprávný 0,95-

kvantil.

Př́ıklad 5.7 Ještě o trochu komplikovaněǰśı to je u funkce TINV pro výpočet kvan-

til̊u studentova t-rozděleńı. Pokud chceme, aby funkce TINV spoč́ıtala p-kvantil,

muśıme vstupńı parametry zadat jako (1− 2 · p počet stupň̊u volnosti), např. vraćı

hodnotu p-kvantilu, např. TINV(0,05; 25) vrát́ı hodnotu 2,0595, což je hodnota 0,95
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kvantilu t-rozděleńı s 25 stupni volnosti. Podobně jako předchoźı dvě funkce, i TINV

vraćı kritickou hodnotu, ale pro dvoustranný t-test.

Poznámka 5.4

Pokud už́ıváte pro statistické výpočty MS Excel, vždy velmi pečlivě zkoumejte, co

vlastně vám ve výsledćıch MS Excel poskytuje a výstupy z MS Excelu, zejména

z jeho české lokalizované verse, nepřenášejte bez rozmyslu do svých prezentaćı a

dokument̊u. Berte je jako polotovar, jehož editaćı a většinou i zkráceńı lze vytvořit

opravdu kvalitńı a přehledný výstup. Protože se však MS Excel stále postupně vyv́ıj́ı,

doporučujeme v nověǰśıch verśıch tohoto baĺıku kontrolovat statistické výpočty se

statistickými tabulkami, či ověřeným statistickým software.

5.2 Statistické programové systémy

Statistických programů š́ı̌rených komerčně existuje značné množstv́ı. Jako nejpo-

pulárněǰśı př́ıklady můžeme zmı́nit SPSS, SAS, S-Plus, Statistica, Stata, Minitab,

Unistat nebo NCSS. To jsou tzv. obecné, tj. pokrývaj́ı celou škálu statistických me-

tod, jiné jsou specializované na analýzu některých dat (časové řady, kategoriálńı

data apod.). Vedle těchto
”
placených“ aplikaćı ecistuje celá řada volně dostupných

statistických software, které se mnohdy dokážou těm komerčńım přinejmenš́ım rov-

nat. Zmı́ńıme některé obĺıbené produkty jako MYSTAT, GRETL, JASP, či velmi

universálńı a rozš́ı̌rený jazyk R. Všechny statistické programy však maj́ı zpravidla

tyto základńı funkce:

Poznámka 5.5

• import dat (vstup datové tabulky připravené v jiném programovém pro-

středku, třeba v MS Excelu nebo v nějakém databázovém prostředku),

• manipulace s daty (transformace, uspořádávańı dat, výběry podmnožin datové

matice, spojováńı datových matic),

• základńı deskriptivńı statistiky,

• grafické prostředky,

• ukládáńı dat k snadnému využit́ı pro daľśı zpracováńı v prostřed́ı dané apli-

kace,

• export dat (ve formátech vhodných pro jiné programové prostředky),

• presentace výsledk̊u ve formě soubor̊u pro daľśı zpracováńı textovými proce-

sory,
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• řadu statistických metod, jako např. t-testy, analýzu rozptylu, několik regres-

ńıch metod, neparametrické testy atd.

Ovládáńı statistických programů je v současné době, možné většinou přes menu

a ikony podobně jako u ostatńıch programových produkt̊u pracuj́ıćıch pod Win-

dows. Dř́ıve převažovalo ovládáńı pomoćı př́ıkazového jazyka, které bylo poněkud

náročněǰśı pro nepravidelného uživatele nebo začátečńıka. Zástupcem př́ıkazového

ovládáńı je velmi obĺıbený jazyk R, který ovšem obsahuje obrovskou podporu s

nápovědou a řešeńımi, které i nezkušeným uživatel̊um umožňuje poměrně snadný

pr̊unik do ovládáńı této aplikace.

5.3 Volně dostupný program JASP

V rámci tohoto textu si ukážeme několik ukázek z programu JASP 1, který je volně

k dispozici. Hlavńım d̊uvodem volby této aplikace je v prvé řadě nezávislost na li-

cenčńım software, a zejména pak poměrně přesná nab́ıdka statistických funkćı pro

potřeby tohoto kursu. JASP je poměrně universálńı statistický baĺık, doporučovaný

zejména méně zkušeným uživatel̊um. Pokrývá však podstatnou část požadavk̊u i po-

pisné i inferenčńı statistické analýzy dat. Ovládá se pomoćı výběru z jednoduchého

menu. JASP oproti jiným podobným aplikaćım sice v̊ubec nenab́ıźı prvky trans-

formace dat (je však propojen se zdrojovým souborem), oproti tomu však nab́ıźı

paralelně i několik statistických metod zpracovaných pomoćı tzv. Bayesovské statis-

tiky, což oceńı zejména uživatelé se smyslem pro experimentováńı. Výsledky (textový

i grafický výstup společně) jsou editovatelné a lze je ukládat př́ımo do formy jazyka

LaTeX (text), což je vyspělé sazebńı prostřed́ı pro tvorbu text̊u a EPS (grafika).

Úvodńı okno programu JASP je zobrazeno na obrázku 9. Na počátku lze pouze data

nač́ıst, přičemž máme na výběr ze čtyř možnost́ı, z nichž budeme nejčastěji už́ıvat

Computer (výběr souboru z PC).

JASP, stejně jako mnohé jiné statistické baĺıky, spolupracuje pouze s tabulkami

ve formátu CSV. Po importu doporučujeme datovou matici uložit do formátu .jasp.

V nab́ıdce nastaveńı aplikace (Preferences) části Results lze zvolit výpočet p-hodnot

namı́sto úrovně významnosti - což lze pro začátek doporučit, a počet desetinných

mı́st výsledných analýz. Základy ovládáńı jednoduché nab́ıdky JASP ilustruj́ı ná-

sleduj́ıćı obrázky. Ačkoli JASP nenab́ıźı př́ılǐs propracovanou nab́ıdku transformace

dat, tlač́ıtkem filtru (vlevo nahoře matice dat) obdrž́ıme možnost filtrováńı dat, což

oceńıme hlavně při analýze rozměrných dat (obrázek 10).

JASP umožňuje rovněž vytvářet nové proměnné (tlač́ıtko
”
+“ vpravo nad datovou

matićı), odvozené z existuj́ıćıch proměnných, či založené na některé z vestavěných

1https://jasp-stats.org/
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Obrázek 9: JASP - úvodńı okno

Obrázek 10: JASP - filtr dat

funkćı. I přesto je však pohodlněǰśı proměnné přichystat v některém z tabulkových

procesor̊u.

Př́ıklad 5.8 Tabulka s datovou matićı se lǐśı od MS Excelu v tom, že názvy veličin

jsou v názvech sloupc̊u a na veličiny např. při zadáváńı vstupńıch parametr̊u výpočtu

do šablony se odkazujeme pomoćı jejich jmen. Proměnné jsou nav́ıc, podobně jako

např. v SPSS, označeny symbolem nominálńı, ordinálńı nebo spojité škály, pro větš́ı

přehled (obrázek 11).

Př́ıklad 5.9 Požadované výpočty se zadávaj́ı volbou z přehledného menu (obrá-

zek 12), např. zde z položky T-Tests rozbaĺıme podskupiny implementovaných sta-

tistických metod (současně nav́ıc v provedeńı Bayesovské statistiky):

Př́ıklad 5.10 Vyplněńım nab́ıdky konkrétńı metody se vstupńımi parametry výpo-

čtu je možné specifikovat i úroveň podrobnosti. Nastaveńı metod aplikace JASP je
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Obrázek 11: JASP - matice dat

Obrázek 12: JASP - jednoduché menu

intuitivńı, což oceńı zač́ınaj́ıćı statistici (obrázek 13). Výsledky analýzu jsou pak

v okně aktuálńıho výstupu.

Př́ıklad 5.11 Oproti některým obsáhleǰśım komerčńım produkt̊um JASP nenab́ıźı

samostatnou nab́ıdku pro tvorbu graf̊u. Ovšem v menu Descriptives - Descriptive

Statistics lze kromě základńıch popisných statistik rovněž doćılit vykresleńı běžných

statistických graf̊u (oobrázek 14):

Př́ıklad 5.12 JASP, podobně jako např́ıklad SPSS, má výstupy analýzy pouze pro

prohĺıžeńı. Pro uložeńı a editaci výstup̊u je možné data (či obrázky) přenést bud’ jako

obyčejný text do
”
klasických editor̊u“ nebo jako upravený text do formátu LaTeX.

Do výsledk̊u v prostřed́ı JASP lze psát alespoň drobné poznámky (obrázek 15).

Poznámka 5.6



66 5 PROGRAMOVÉ PROSTŘEDKY PRO STATISTICKÉ VÝPOČTY

Obrázek 13: JASP - nastaveńı testu

Obrázek 14: JASP - deskriptivńı statistika a grafy

Přestože JASP je kvalitńı nástroj pro statistickou analýzu dat a dovoĺı vám velmi

rychlou a efektivńı práci, ale neńı, ostatně jako žádný jiný statistický program,

pojistkou proti chybám v aplikaćıch statistiky.
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Obrázek 15: JASP - koṕırováńı výsledné analýzy

Při už́ıváńı statistických programových prostředk̊u věnujte pozornost i převod̊um

zpracovávaných dat mezi r̊uznými programovými prostředky. Častým zdrojem ob-

t́ıž́ı při tomto převodu (bývá označován také jako import a export dat) mohou být

zejména chyběj́ıćı hodnoty v datech, které nemuśı být předvedeny správně. Pokud

data obsahuj́ı desetinná č́ısla, můžou vniknout pot́ıže při neshodách oddělovače de-

setinných mı́st (čárka nebo tečka). Zejména v JASP si dejte při importu pozor na

oddělovače tiśıc̊u. Proto při operaćıch exportu a importu dat byste vždy měli zkon-

trolovat prvńı a posledńı řádek datové matice a základńı popisné charakteristiky

převáděného souboru, abyste tak s vysokou pravděpodobnost́ı mohli vyloučit ne-

chtěnou změnu v datech zp̊usobenou nesprávným převodem. Ze špatných dat nelze

źıskat dobré výsledky.

Statistická analýza dat i s dobrým programovým vybaveńım je v naprosté většině

př́ıpad̊u duševně náročná činnost vyžaduj́ıćı soustředěńı a obezřetnost. Dovednost

ovládáńı statistického software představuje jen menš́ı část požadavk̊u kladených na

řešitele úlohy.

Shrnut́ı:

- Programové prostředky pro analýzu dat.

- Import a export dat.

- Data ve formátu statistické aplikace.

- Filtrováńı a transformace dat.

- Nastaveńı (výstupu) statistického baĺıku.

- Převod výstupů do patřičného textového editoru.

Kontrolńı otázky:
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1. Jaká je obvyklá struktura dat zpracovávaná statistickými programy?

2. Co je to import dat a jaká jsou jeho úskaĺı?

3. Jaké jsou výhody a nevýhody MS Excelu ve srovnáńı se specializovanými sta-

tistickými pakety?

4. Na datech ze souboru BI97 si vyzkoušejte základńı statistické funkce a doplněk

Analýza dat.

Pojmy k zapamatováńı:

- statistická data, jejich struktura,

- obvyklé funkce ve statistických paketech,

- import a export dat,

- statistické funkce v MS Excelu a jejich nedostatky,

- doplněk MS Excelu Analýza dat.
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6 Prezentace výsledk̊u analýzy dat

Pr̊uvodce studiem:

V této kapitole budou ukázána některá doporučeńı, jak prezentovat výsledky statis-

tické analýzy. Část těchto doporučeńı vycháźı z knihy van Belle (2002). Proto jsou

části převzatých př́ıklad̊u ponechány v angličtině. Př́ıklad tř́ı zp̊usob̊u prezentace

téhož jednoduchého výsledku ukazuje, že na formě prezentace výsledk̊u zálež́ı.

Ćıl: Po prostudováńı této části kapitoly byste měli umět:

• rozlǐsovat požadavky na přesnost numerických výsledk̊u,

• umět vhodně a věcně vytvářet popis analýzy,

• oprostit se mechanického postupováńı při zpracováńı dat.

Př́ıklad 6.1

• The blood type in the population of the United States is approximately 40 %,

11 %, 4 % and 45 % for A, B, AB, and O, respectively.

• The blood type in the population of the United States is approximately 40 %

A, 11 % B, 4 % AB and 45 % O.

• The blood type in the population of the United States is approximately,

O 45 %

A 40 %

B 11 %

AB 4 %

Rozd́ıly ve snadnosti či obt́ıžnosti vńımáńı tohoto jednoduchého výsledku nepotře-

buj́ı žádné daľśı vysvětlováńı a snad jsou dostatečným argumentem pro to, že na

zp̊usobu prezentace výsledk̊u zálež́ı a že bychom se nad t́ım měli d̊ukladně zamýšlet.

6.1 Prezentace tabulek a užit́ı vhodných graf̊u

Některé chyby ukazuje tabulka 1, ve které jsou uvedeny počty pracovńık̊u v r̊uz-

ných zdravotnických profeśıch v USA roku 1988, názvy kategoríı jsou ponechány

v angličtině. Tabulka je nedokonalá nejméně ve dvou ohledech:

1. Č́ıselné údaje jsou téměř jistě zat́ıženy r̊uznou nepřesnost́ı. Zat́ımco u lékař̊u,

sester, dentist̊u a optik̊u to jsou hodnoty źıskané z př́ıslušných registr̊u, u ně-

kterých jiných kategoríı jako řečových, fyzických a pracovńıch terapeut̊u nebo
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pedikér̊u (podiatrists) jde jen o odhad v tiśıćıch. Hodnoty v tabulce však vy-

volávaj́ı dojem, že všechna č́ısla jsou přesná.

2. Autor van Belle jako chybu uvád́ı i to, že řádky tabulky jsou seřazeny podle

abecedńıho pořad́ı názv̊u profeśı, ne podle č́ıselných hodnot. Možná se nám

tato výhrada zdá neoprávněná, jsme asi zkaženi návyky jak z mı́stńıch pub-

likaćı, tak i většinou statistického software, kde je tabulka četnost́ı seřazena

podle názv̊u kategoríı nebo jejich č́ıselných kód̊u. Ale argument, že pořad́ı

řádk̊u by nemělo záviset na tom, v jakém jazyku publikujeme, nelze jen tak

vyvrátit.

Př́ıklad 6.2

Tabulka 1: Počet aktivńıch zdravotńık̊u v USA v roce 1980 (ze zprávy National
Center for Health Statistics, 2000 )

Occupation 1980
Chiropractors 25 600

Dentists 121 240
Nutritionists/Dieticians 32 000

Nurses, registered 1 272 900
Occupational Therapists 25 000

Optometrists 22 330
Pharmacists 142 780

Physical Therapists 50 000
Physicians 427 122
Podiatrists 7 000

Speech Therapists 50 000

Podle van Belleho by tabulka 1 měla mı́t formu uvedenou v tabulce 2, tj. č́ıselné

údaje zaokrouhlené na tiśıce a řádky seřazeny sestupně podle č́ıselných hodnot:

Tabulka 2: Údaje z tabulky 1 seřazené podle počtu, zaokrouhleno na tiśıce.
Occupation in 1000’s 1980
Nurses, registered 1273

Physicians 427
Pharmacists 143
Dentists 121

Physical Therapists 50
Speech Therapists 50

Nutritionists/Dieticians 32
Chiropractors 26

Occupational Therapists 25
Optometrists 22
Podiatrists 7
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Tabulka 3: Relativńı četnosti (v %) krevńıch skupin a Rh faktoru v populaci USA.
Blood Type Rh+ Rh- Total

O 38 7 45
A 34 6 40
B 9 2 11
AB 3 1 4
Total 84 16 100

Neméně d̊uležité je zaměřit se na rozumný počet významných č́ıslic. Pokud č́ıselná

hodnota je větš́ı než 100, většinou stač́ı ji uvést jako celé č́ıslo, tj. bez desetinných

mı́st. Hodnoty ve sloupci maj́ı být vhodně zarovnány (celá č́ıslice vpravo, desetinná

na desetinnou čárku nebo tečku). Zejména v tabulkách je nutné brát ohled na tzv.

”
efektivńı č́ıslice“. To jsou č́ıslice, jejichž hodnoty nejsou konstantńı, ale měńı se.

Např. šestimı́stná č́ısla 354 691, 357 234, 356 991 maj́ı jen čtyři efektivńı č́ıslice.

Pokud bychom chtěli je prezentovat přijatelněji, pak bychom měli odeč́ıst od těchto

hodnot 350 000 a uvádět výsledný rozd́ıl (tedy 4 691, 7 234 a 6 991). V tabul-

kách ovšem maj́ı být pokud možno nejvýše dvě až tři efektivńı č́ıslice, nebot’ v́ıce

efektivńıch č́ıslic člověk obt́ıžně vńımá.

Všeobecná zásada, že grafy jsou lepš́ı než č́ıselné údaje, neńı vždy správná. Někdy

je totiž tabulka vhodněǰśı než graf, zejména když zvolený typ grafu neodpov́ıdá

struktuře dat a tabulka ano. Jedńım z doporučeńı je neuž́ıvat výsečové grafy .

Van Belle uvád́ı citát:
”
Jediná věc je horš́ı než výsečový graf - několik nebo dokonce

mnoho výsečových graf̊u.“

Výsečové (koláčové) grafy ignoruj́ı strukturu dat, a nav́ıc si čtenář muśı propojovat

legendu s výsečemi. Daľśı van Bell̊uv argument proti výsečovým graf̊um p̊usob́ı na

prvńı pohled úsměvně -
”
při tisku výsečových graf̊u se spotřebuje moc inkoustu“.

Ale pokud se nad t́ım zamysĺıme, je oprávněný. Porovnáme-li spotřebu inkoustu na

bodový graf závislosti hodnot dvou veličin, kdy při malé spotřebě inkoustu źıskáme

náhled na tuto závislost se spotřebou na výsečové grafy, kdy při velké spotřebě

neźıskáme nic (viz př́ıklad, obr. 16), pak závažnost argumentu muśıme uznat.

Př́ıklad 6.3

Z výsečového grafu na obr. 16 se opravdu mnoho nedozv́ıme, struktura grafu neod-

pov́ıdá struktuře dat, propojováńı legendy a výseč́ı je zbytečně namáhavé a spotřeba

inkoustu velká. Tabulka 3 prezentuje stejný výsledek daleko přehledněji a srozumi-

telněji.
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O + A + B + AB + O - A - B - AB -

Obrázek 16: Relativńı četnosti (v %) krevńıch skupin a Rh faktoru v populaci USA

Daľśı van Belleho doporučeńı v kontextu grafické prezentace výsledk̊u je neuž́ıvat

skládané sloupcové grafy. Skládané (kumulované, stackbar) sloupcové grafy jsou

h̊uře čitelné než jednoduché sloupcové grafy a často lze naj́ıt efektivněǰśı možnost,

jak nahlédnout do struktury dat, jak to ilustruje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 6.4 Souhrnná zdrojová data z pr̊uzkumu počtu aktivit provozovaných seni-

ory v pr̊uběhu dvou týdn̊u jsou uvedena v tabulce 4. Ve zprávě Státńıho centra pro

zdravotńı statistiku byly tyto údaje prezentovány formou skládaného sloupcového

grafu (obr. 17), což ke vńımáńı jejich obsahu nijak nepřispělo, sṕı̌se naopak. Prezen-

tace by měla usnadňovat odpovědi na následuj́ıćı jednoduché a přirozené otázky:

• Maj́ı v́ıce aktivit muži nebo ženy?

• Jak měńı počet aktivit s věkem?

• Lǐśı se tyto změny u muž̊u a žen?

To ovšem spojovaný sloupcový graf na obrázku 17 rozhodně neusnadňuje.

Přitom docela jednoduchý přepočet a grafické zobrazeńı pr̊uměrných hodnot aktivit

pro muže a ženy podle věkových kategoríı na obrázku 18 vypov́ıdá jasně, že ženy

jsou o trochu aktivněǰśı, počet aktivit s věkem klesá a rychlost tohoto poklesu je u

obou pohlav́ı zhruba stejná.
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Tabulka 4: Počet aktivit senior̊u v pr̊uběhu dvou týdn̊u - četnosti v %.
Počet aktivit 70-74 75-79 80-84 85 a v́ıce

Ženy 0 1 1.3 2.1 3.1
1-2 6.8 10.5 11.9 19.2
3-4 26.8 27.5 32.5 38.3
5-7 65.4 60.7 53.5 39.4

Muži 0 1.9 1.7 2.9 5.3
1-2 10.5 13.3 15.9 23
3-4 26.3 30.3 36.7 35.9
5-7 61.2 54.7 44.5 35.9
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Obrázek 17: Počet aktivit v pr̊uběhu dvou týdn̊u - četnosti v % (Kramarov et al.,
zpráva National Center for Health Statistics, 1999).
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Obrázek 18: Pr̊uměrný počet aktivit podle věku a pohlav́ı (tento obrázek je rovněž
v př́ıloze).
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6.2 Jakým chybám se vyhnout?

V tomto odstavci je uvedeno několik typických chyb z korespondenčńıch úloh a

semestrálńıch praćı student̊u v předmětu Analýza dat. Komentáře k chybám jsou

pro větš́ı přehled psány kurzivou.
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Obrázek 19: Histogram – častá chyba z naprosté nedbalosti.

Histogram na obr. 19 je prezentován tak, jak ho nab́ıźı MS Excel, zdravý rozum si

zřejmě vybral dovolenou, ohled na čtenáře žádný. Ponechány mezery mezi sloupci,

nevhodně zvolené měř́ıtko vodorovné osy (pět tř́ıd s nulovou četnost́ı), nic nevypov́ı-

daj́ıćı popis vodorovné osy.
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Obrázek 20: Histogram – daľśı častá chyba zp̊usobená nedbalost́ı.

V histogramu na obr. 20 chyb́ı popis os, zbytečný je nic neř́ıkaj́ıćı nadpis histogramu,

opět nevhodně zvolené měř́ıtko vodorovné osy.
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Obrázek 21: Časový pr̊uběh počtu narozených.

Na obr. 21 chyb́ı popis os grafu, nevhodné jednotky na svislé ose (tři neefektivńı

nuly, počet narozených měl být v tiśıćıch), legenda je nadbytečná a zbytečně zab́ırá

značnou část kresĺıćı plochy, význam čáry nejasný (bylo užito nějaké vyhlazováńı?),

časová řada by měla být nakreslena jako body, př́ıpadně se spojnicemi.
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Obrázek 22: Nevhodný sloupcový graf.

Na obr. 22 jsou užity nevhodné jednotky na svislé ose sloupcového grafu (8 neefektiv-

ńıch č́ıslic), vhodněǰśı by bylo uvádět počet př́ıstup̊u v milionech nebo lépe ve stovkách

milion̊u. Zobrazeńı dev́ıti značně odlǐsných četnost́ı formou sloupcového grafu neńı

nejvhodněǰśı zp̊usob prezentace tohoto výsledku, tabulka by vypov́ıdala o struktuře a

obsahu dat lépe.

Na prvńı pohled (pomineme-li neobratnou formulaci nadpisu) sloupcový graf na

obr. 23 vypadá uspokojivě. Ale jaký je význam druhých sloupečk̊u? Jsou to doplňky

do 100%, takže jsou nadbytečné stejně jako legenda. Tři zjǐstěné relativńı četnosti

stačilo uvést jako tabulku, zabralo by to méně mı́sta a vypov́ıdalo jasně.
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Obrázek 23: Daľśı nesprávný sloupcový graf.
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Obrázek 24: Nevhodně užitý typ grafu.

Na obr. 24 je nevhodně zvolený typ grafu pro zobrazeńı dvou časových řad do jed-

noho obrázku, takže výsledek je nepoužitelný pro naprostou nečitelnost. Pro takové

závislosti jsou vhodné bodové grafy, př́ıpadně se spojnicemi bod̊u.

A ještě chyby v prezentaci č́ıselných údaj̊u:

H0 : µ = 6

pr̊uměr x = 5,959409417

s = 0,99046792

hodnota testového kritéria: -1,29593994

Typická ukázka nesprávného a nepřehledného prezentováńı č́ıselných výsledk̊u s nad-

bytečným počtem platných č́ıslic.
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b1 = 0,90711042

b0 = 17,0189542

Se = Σ(Yi - b0 - b1 x1)2 = 423,839904

s2 = Se / (n-2) = 26,489994

Podobné chyby jako v předchoźı ukázce, tady nav́ıc i neobratný a nepřesný zápis

symbol̊u a vzorc̊u.

Uvedené př́ıklady chyb snad přispěj́ı k tomu, že se v prezentaćıch podobné chyby

nebudou opakovat. Van Belle požaduje, aby se v prezentaci výsledků statistických

analýz věda spojovala s uměńım. Možná je to požadavek př́ılǐs náročný, ale roz-

hodně bychom měli dbát alespoň na dobrou řemeslnou úroveň, využ́ıvat základńı

prezentačńı dovednosti, při prezentaci výsledk̊u statistických analýz už́ıvat zdravý

rozum, přihĺıžet k možnostem vńımáńı čtenáře, mı́t ke čtenáři respekt a snažit se o

co největš́ı přehlednost a srozumitelnost výsledků.
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7 Literatura - komentovaný seznam

Seznam je zlomkem rozsáhlé statistické literatury týkaj́ıćı se tohoto tématu. Zařa-

zeny jsou předevš́ım knihy a skripta českých autor̊u nebo české překlady z posledńıho

obdob́ı. Při výběru byl brán zřetel na dostupnost pro studenty Ostravské university

a také na př́ıstupnost textu začátečńık̊um ve statistice.

Anděl, J.: Matematická statistika, SNTL Praha, 1978

Nyńı již klasická učebnice matematické statistiky. Úplné sledováńı vyžaduje

hlubš́ı znalosti matematické analýzy a lineárńı algebry, ale kniha obsahuje

řadu př́ıklad̊u, které jsou srozumitelné i bez těchto matematických znalost́ı a

pomohou čtenáři orientovat se v aplikaci statistických metod.

Anděl, J.: Statistické metody, Matfyzpress Praha, 1993

Př́ıručka pokrývaj́ıćı širokou paletu běžně už́ıvaných metod statistické analýzy

dat. Vysvětluje př́ıstupným zp̊usobem jejich matematicko-statistické základy.

Velká pozornost je věnována i neparametrickým metodám.

Bujok, P., Tvrd́ık J., Poláková R.: Základy pravděpodobnosti a statistiky, Ostrav-

ská universita, Ostrava, 2015

Opora ke stejnojmennému kursu, který předcháźı kursu Analýza dat.

Cyhelský, L., Kahounová, J. , Hindls, R.: Elementárńı statistická analýza, Manage-

ment Press, Praha, 1996

Kniha př́ıstupným zp̊usobem vysvětluje základy deskriptivńı statistiky a po-

čtu pravděpodobnosti nutné pro aplikace statistiky. Zabývá se základy teorie

odhadu a testováńı hypotéz. Neobsahuje analýzu rozptylu a regresi. Knihu

je možno doporučit čtenáři se středoškolskými znalostmi matematiky jako

prvńı učebnici pro seznámeńı s problémy statistické analýzy dat. Dostupná

v knihovně OU.

Goss-Sampson, M.: Statistical analysis in JASP: A guide for students, 2018

Přehledný manuál baĺıku JASP orientovaný zejména pro studenty.

Havránek, T.: Statistika pro biologické a lékařské vědy, Academia, 1993

Kniha vynikaj́ıćıho, bohužel předčasně zesnulého českého statistika, která vyšla

až dva roky po jeho smrti. Kniha poměrně př́ıstupným zp̊usobem vykládá

i obt́ıžné partie statistické analýzy dat. Aplikace matematicko-statistických

metod je ilustrována na řadě netriviálńıch př́ıklad̊u z autorovy praxe v analýze

biomedićınských dat.

Hebák, P., Hustopecký, J.: Pr̊uvodce moderńımi statistickými metodami, SNTL

Praha, 1990

Na v́ıce než třiceti př́ıkladech inspirovaných praktickými úlohami je d̊ukladně

ilustrována aplikace r̊uzných metod induktivńı statistiky, včetně formulace

úlohy, zd̊uvodněńı r̊uzných alternativ řešeńı a interpretace výsledk̊u
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Komenda, S.: Biometrie, skriptum PřF UP Olomouc, 1994

Autor do učebńıho textu promı́tá dlouholetou zkušenost z oblasti aplikaćı sta-

tistiky v biomedićınském výzkumu. Př́ıstupnou formou jsou vysvětleny základy

pravděpodobnosti, statistiky i mnohé metodologické otázky. Čtenářskou zaj́ı-

mavost textu zvyšuje řada p̊uvodńıch aforismů. Vhodný úvodńı text pro čte-

náře nejen z okruhu biolog̊u. Skriptum je dostupné ve v́ıce výtisćıch v knihovně

OU.

Křivý, I. : Základy matematické statistiky, skriptum PřF Ostrava, 1985

Učebńı text pro studenty učitelstv́ı matematiky. Pokývá základńı aplikačńı ob-

lasti matematické statistiky. K úplnému sledováńı je potřeba vyšš́ı než středo-

školská úroveň matematiky. Skriptum je dostupné ve v́ıce výtisćıch v knihovně

OU.

Laga, J., Likeš, J.: Základńı statistické tabulky, SNTL, 1978

Obsáhlé
”
klasické“ statistické tabulky českých autor̊u, obsahuj́ı i d̊ukladné vy-

světleńı pojmů d̊uležitých pro správné užit́ı tabulek v aplikaćıch metod mate-

matické statistiky.

Lepš, J.: Biostatistika, skriptum, Jihočeská universita, Čes. Budějovice, 1996

Netradičně napsaný učebńı text (autor je biolog), ve kterém je čtenář na př́ı-

kladech veden od základńıch pojmů až ke shlukové analýze a daľśım mnoho-

rozměrným metodám analýzy dat.

Likeš, J., Machek, J.: Matematická statistika, SNTL, Praha, 1983

Učebnice statistiky pro vysoké školy technické, ale pokrývá i metody už́ıvané

v netechnických oborech. Předpokládá znalost základ̊u matematické analýzy

v rozsahu vyučovaném na technických školách.

Meloun, M., Militký, J.: Statistické zpracováńı experimentálńıch dat, PLUS, 1994

Rozsáhlá kniha aplikačně orientovaná, zejména na metody regresńı analýzy.

Je užitečná předevš́ım pro chemické a technické obory, ale poslouž́ı i pro jiné

aplikace, zvláště s využit́ım statistického software.

Pekár, S., Brabec, M.: Moderńı analýza biologických dat 1, Scientia, 2009

Prakticky zaměřená publikace aplikované statistiky v prostřed́ı jazyka R.

Pekár, S., Brabec, M.: Moderńı analýza biologických dat 1, Scientia, 2012

Pokračováńı prakticky zaměřené publikace aplikované statistiky v prostřed́ı

jazyka R.

Řezanková H.: Analýza dat z dotazńıkových šetřeńı, 4. přepracované vydáńı, Pro-

fessional publishing, 2017

Publikace zaměřená na analýzu dat z dotazńıkového šetřeńı, tedy zejména ka-

tegorických veličin, v prostřed́ı SPSS.

Sprent, P., Smeeton, N.,C.: Applied Nonparametric Statistical Methods, Third Edi-

tion, Chapman & Hall/CRC, 2001
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Obsáhlá monografie zaměřená i na výpočetńı aspekty neparametrických metod

a využit́ı moderńıch algoritmů pro výpočet přesné pravděpodobnosti. Aplikace

jsou ukázány na řadě př́ıklad̊u.

Tvrd́ık J.: Základy statistické analýzy dat, Př́ırodovědecká fakulta Ostravské uni-

versity, Ostrava 1998

Př́ıstupně napsaný učebńı text zaměřený na pochopeńı d̊uležitých pojmů nut-

ných pro aplikaci statistických metod. Některé jeho části jsou v upravené formě

převzaty i do opor k předmět̊um Základy matematické statistiky a Analýza

dat.

van Belle G.: Statistical Rules of Thumb, John Wiley & Sons, 2002

Kniha autora s bohatou zkušenost́ı z výuky i aplikaćı statistiky poskytuje řadu

užitečných doporučeńı pro aplikace statistiky. Prezentaćı výsledk̊u se zabývá

v obsáhlé kapitole
”
Words, Tables, and Graphs“.

Wonnacot, T.H., Wonnacot, R.J.: Statistika pro obchod a hospodářstv́ı, Victoria

Publishing, Praha, 1993

Rozsáhlá učebnice základ̊u statistiky. Pokrývá mnoho statistických metod

včetně těch, které se už́ıvaj́ı v analýze ekonomických dat (časové řady atd.).

Výklad je veden velmi př́ıstupnou formou, problematika je ilustrována mnoha

př́ıklady.

Zvára, K.: Biostatistika, Karolinum, Praha, 1998

Velmi zdařilá učebnice statistiky, určená předevš́ım student̊um biologie. Je

napsána př́ıstupnou formou, d̊uraz je kladen na aplikaci statistických metod,

která je ilustrována řadou řešených př́ıklad̊u z biologického výzkumu.

Zvára K., Štěpán J.,: Pravděpodobnost a matematická statistika, Matfyzpress,

Praha, 2001

Vynikaj́ıćı učebnice p̊uvodně napsaná pro studenty matematiky na pedagogic-

kých fakultách. Vhodná doplňuj́ıćı literatura, prohlubuj́ıćı znalosti matema-

tické statistiky.



81

8 Statistické tabulky

Statistické tabulky byly poř́ızeny s využit́ım statistických funkćı NORMSDIST,

CHIINV, TINV, FINV programu Microsoft Excel 2016 pro Windows 10. Pokud jste

u poč́ıtače, na kterém je nainstalován Excel nebo některý ze statistických programů

statistické tabulky nepotřebujete, nebot’ potřebné hodnoty distribučńıch funkćı či

kvantil̊u snadno zjist́ıte pomoćı těchto programových prostředk̊u.
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8.1 Distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı

X ∼ N(0, 1),Φ(x) = P (X < x)

Φ(x)
x +0 +0,02 +0,04 +0,06 +0,08
0,0 0,5000 0,5080 0,5160 0,5239 0,5319
0,1 0,5398 0,5478 0,5557 0,5636 0,5714
0,2 0,5793 0,5871 0,5948 0,6026 0,6103
0,3 0,6179 0,6255 0,6331 0,6406 0,6480
0,4 0,6554 0,6628 0,6700 0,6772 0,6844
0,5 0,6915 0,6985 0,7054 0,7123 0,7190
0,6 0,7257 0,7324 0,7389 0,7454 0,7517
0,7 0,7580 0,7642 0,7704 0,7764 0,7823
0,8 0,7881 0,7939 0,7995 0,8051 0,8106
0,9 0,8159 0,8212 0,8264 0,8315 0,8365
1,0 0,8413 0,8461 0,8508 0,8554 0,8599
1,1 0,8643 0,8686 0,8729 0,8770 0,8810
1,2 0,8849 0,8888 0,8925 0,8962 0,8997
1,3 0,9032 0,9066 0,9099 0,9131 0,9162
1,4 0,9192 0,9222 0,9251 0,9279 0,9306
1,5 0,9332 0,9357 0,9382 0,9406 0,9429
1,6 0,9452 0,9474 0,9495 0,9515 0,9535
1,7 0,9554 0,9573 0,9591 0,9608 0,9625
1,8 0,9641 0,9656 0,9671 0,9686 0,9699
1,9 0,9713 0,9726 0,9738 0,9750 0,9761
2,0 0,9772 0,9783 0,9793 0,9803 0,9812
2,1 0,9821 0,9830 0,9838 0,9846 0,9854
2,2 0,9861 0,9868 0,9875 0,9881 0,9887
2,3 0,9893 0,9898 0,9904 0,9909 0,9913
2,4 0,9918 0,9922 0,9927 0,9931 0,9934
2,5 0,9938 0,9941 0,9945 0,9948 0,9951
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8.2 Vybrané kvantily rozděleńı Ch́ı-kvadrát

X ∼ χ2
n, P [X < x(p)] = p

x(p)
n p=0,025 p=0,95 p=0,975 p=0,99
1 0,00 3,84 5,02 6,63
2 0,05 5,99 7,38 9,21
3 0,22 7,81 9,35 11,34
4 0,48 9,49 11,14 13,28
5 0,83 11,07 12,83 15,09
6 1,24 12,59 14,45 16,81
7 1,69 14,07 16,01 18,48
8 2,18 15,51 17,53 20,09
9 2,70 16,92 19,02 21,67
10 3,25 18,31 20,48 23,21
11 3,82 19,68 21,92 24,73
12 4,40 21,03 23,34 26,22
13 5,01 22,36 24,74 27,69
14 5,63 23,68 26,12 29,14
15 6,26 25,00 27,49 30,58
16 6,91 26,30 28,85 32,00
17 7,56 27,59 30,19 33,41
18 8,23 28,87 31,53 34,81
19 8,91 30,14 32,85 36,19
20 9,59 31,41 34,17 37,57
25 13,12 37,65 40,65 44,31
30 16,79 43,77 46,98 50,89
40 24,43 55,76 59,34 63,69
50 32,36 67,50 71,42 76,15
100 74,22 124,34 129,56 135,81
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8.3 Vybrané kvantily Studentova t-rozděleńı

X ∼ tn, P [X < x(p)] = p

x(p)
n p=0,9 p=0,95 p=0,975 p=0,99 p=0,995
1 3,08 6,31 12,71 31,82 63,66
2 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60
5 1,48 2,02 2,57 3,36 4,03
6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71
7 1,41 1,89 2,36 3,00 3,50
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25
10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17
11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11
12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05
13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01
14 1,35 1,76 2,14 2,62 2,98
15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95
16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92
17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90
18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88
19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86
20 1,33 1,72 2,09 2,53 2,85
25 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79
30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75
40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70
50 1,30 1,68 2,01 2,40 2,68
70 1,29 1,67 1,99 2,38 2,65
100 1,29 1,66 1,98 2,36 2,63
500 1,28 1,65 1,96 2,33 2,59



8.4 Vybrané kvantily Fisherova Snedecorova F-rozděleńı 85

8.4 Vybrané kvantily Fisherova Snedecorova F-rozděleńı

[X ∼ Fm,n, P [X < x(0, 95)] = 0, 95

x(0,95)
m

n 1 2 3 4 5 10 20 40
1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 241,88 248,02 251,14
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,40 19,45 19,47
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,79 8,66 8,59
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 5,96 5,80 5,72
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,74 4,56 4,46
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,06 3,87 3,77
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,64 3,44 3,34
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,35 3,15 3,04
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,14 2,94 2,83
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 2,98 2,77 2,66
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 2,85 2,65 2,53
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 2,75 2,54 2,43
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,67 2,46 2,34
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,60 2,39 2,27
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,54 2,33 2,20
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,35 2,12 1,99
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,16 1,93 1,79
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,08 1,84 1,69
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 1,99 1,75 1,59
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 1,91 1,66 1,50
500 3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 1,85 1,59 1,42
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8.5 Kritické hodnoty pro jednovýběrový Wilcoxon̊uv test

Nulová hypotéza se zamı́tá, je-li hodnota statistiky min(S+, S−) menš́ı nebo rovna

kritické hodnotě.

kritické hodnoty
n α = 0, 05 α = 0, 01
6 0
7 2
8 3 0
9 5 1
10 8 3
11 10 5
12 13 7
13 17 9
14 21 12
15 25 15
16 29 19
17 34 23
18 40 27
19 46 32
20 52 37
21 58 42
22 65 48
23 73 54
24 81 61
25 89 68
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8.6 Kritické hodnoty pro dvouvýběrový Wilcoxon̊uv (Mann̊uv-

Whitneẙuv) test

Nulová hypotéza se zamı́tá na hladině významnosti α = 0.05, je-li hodnota statistiky

min(U+, U−) menš́ı nebo rovna kritické hodnotě.

n
m 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
4 0
5 1 2
6 2 3 5
7 3 5 6 8
8 4 6 8 10 13
9 4 7 10 12 15 17
10 5 8 11 14 17 20 23
11 6 9 13 16 19 23 26 30
12 7 11 14 18 22 26 29 33 37
13 8 12 16 20 24 28 33 37 41 45
14 9 13 17 22 26 31 36 40 45 50 55
15 10 14 19 24 29 34 39 44 49 54 59 64
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8.7 Kritické hodnoty Spearmanova korelačńıho koeficientu

Nulová hypotéza se zamı́tá na hladině významnosti α, je-li hodnota statistiky rS

větš́ı nebo rovna kritické hodnotě.

kritické hodnoty
n α = 0, 05 α = 0, 01
5 0,9000
6 0,8286 0,9429
7 0,7450 0,8929
8 0,6905 0,8571
9 0,6833 0,8167
10 0,6364 0,7818
11 0,6091 0,7545
12 0,5804 0,7273
13 0,5549 0,6978
14 0,5341 0,6747
15 0,5179 0,6536
16 0,5000 0,6324
17 0,4853 0,6152
18 0,4716 0,5975
19 0,4579 0,5825
20 0,4451 0,5684


