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Predmluva

Tento text je urcen studentum predmétu Zaklady pravdépodobnosti a statistiky.
Cilem predmétu je seznamit studenty se zaklady statistického zpracovani dat véetné

zakladu teorie pravdépodobnosti nezbytnymi pro aplikaci metod statistické indukce.

Text vznikl ipravou opory [28] podle zkuSenosti z nékolikaletého uzivani textu ve
vyuce. Byly vypustény nebo zjednodusSeny nékteré tuseky, které pro pochopeni za-
kladnich pojmtu nebyly nutné. Na nékolika mistech textu byly doplnény ilustraéni
priklady a obrazky. Byla priddana podkapitola 2.6 s ptrikladem vyuziti jednoduchych
metod popisné statistiky ve vyhodnoceni dat o ti¢innosti ctyi stochastickych algo-
ritmu a doplnéno vysvétleni a priklady hleddni hodnot distribuénich funkei a kvan-
tilu pomoci funkci v Excelu. Kromé toho byly odstranény nékteré drobné formalni
a typografické nedostatky. Byla pridana kapitola 5 vénovana vicekriteridlnimu roz-
hodovani. Déle byl aktualizovdn seznam literatury, zejména o ceské knihy, ucebni
texty a elektronické ucebnice, které vysly v poslednich 1étech a jsou vhodné jako

doplnujici literatura.

Doufame, ze nové upravené vydani bude pro studenty piijemnéjsi a srozumitelnéjsi a
bude dobrou pomuckou pro pochopeni zékladnich principu statistiky a jejich aplikace

v analyze dat.

Kazda kapitola zac¢ind pokyny pro jeji studium. Tato cast je vzdy oznacena jako

Pravodce studiem s ikonou na okraji stranky.

Pojmy a dulezité souvislosti k zapamatovani jsou vyznaceny na okraji stranky textu

ikonou.

V rozsahu celého textu jsou umistény Priklady, jejichz podrobné feseni umoznuje
porozumét probirané problematice do vétsi hloubky a tak si snaze osvojit praktiky

pro dalsi aplikace.

VVVVVV

oznacena textem Shrnuti a ikonou na okraji.

Oddil Kontrolni otazky oznaceny ikonou by vam mél pomoci zjistit, zda jste
prostudovanou kapitolu pochopili a snad vyprovokuje i vase dalsi otazky, na které
budete hledat odpoved’.

U nékterych kapitol je pripomenuta Korespondecni itiloha. Pro kombinované a
distan¢ni studium jsou korespondené¢ni ulohy zadéavany v ramci kurzu daného se-
mestru. Uspééné vyteSeni korespondencnich tloh je soucasti podminek pro celkové

hodnoceni predmétu.







1 Uvod

Pruvodce studiem:

Po prostudovani této kapitoly byste méli:

e védeét, ¢im se zabyva statistika a jaka data muze zpracovavat,

e rozumét pojmum objekt, velicina, datovd matice, zdkladni soubor, vybérovy

soubor,

e chépat rozdil mezi skalou nominalni, ordinalni, intervalovou a podilovou.

Cas potiebny k prostudovéni tohoto modulu je asi 2 hodiny.

1.1 Co je statistika?

Slovo statistika m& puvod v minulosti vzdalené nékolik stoleti. Citime v ném la-
tinsky zaklad - status, tedy stav, a také stdt - stav véci verejnych. Nahlédneme-li
do vykladového slovniku nebo do tvodnich kapitol ucéebnic statistiky, dozvime se,
ze ,statistika se zabyvd studiem zdkonitosti hromadnijch jevu®. Véta je to jisté po-
zoruhodné, ale nepfipravenému ¢tenari mnoho nesdéluje. Kromé toho se docteme
v ucebnicich, ze pod pojmem statistika je vétsinou minéna matematicka statistika,
coz je obor matematiky, ktery se zabyva aplikacemi teorie pravdépodobnosti, (coz
je dalsi obor matematiky), a ze matematickd statistika hleda spravné metody usu-
zovani z neiplnych tdaju, zatizenych jesté navic nahodnym kolisanim. Vidime, ze
je mnoho vyznamu slova ,statistika“. Jednim z hlavnich cili tohoto predmétu a to-
hoto textu je vybudovani zakladu pro spravné pochopeni vyznamu slova ,statistika“
a pro vyuziti nékterych statistickych metod poznavani a chapani svéta, ktery nas

obklopuje, tedy pro statistickou analyzu dat.

Analyza je opakem syntézy, jak vime z kiizovek. Také misto analyza muzeme uzivat
¢eské slovo rozbor. Zde muzete tento pojem chapat jako postup rozdéleni velkého
celku na takové soucasti, které nam ten nepiehledny celek poméahaji pochopit a

porozumét mu.

Data jsou zobrazenim jisté casti realného svéta, ¢asto byvaji vyjadiena ciselné.
Casti svéta muzeme zobrazovat ruznou formou - jako fotografii, mapu, kresbu - to
vSechno jsou data. V tomto textu vsak daty budeme rozumeét predevsim zobrazeni

do ¢iselnych hodnot.

Priiklad 1.1 Fotbalové muzstvo Baniku Ostrava jako urcity vysek z redlného svéta

muze byt zobrazeno treba:
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e skupinovou fotografii - tu jisté oceni bézny fanousek, nebo snad jesté vice

mladd dama hledajici objekt hodny jeji pozornosti,

e tabulkou, ve které bude u kazdého hrace zaznamenan vék, vyska, vaha, pocet
odehranych minut a vstfelenych branek v této sezoné, datum ukonceni smlouvy

v e s

vykon muzstva.

Ve statistické analyze rozumime daty jen druhou moznost, tedy zobrazeni ve formé
tabulky.

1.2 Statisticka data

Data jsou urcitou formou zobrazeni vyseku z realného svéta, ktery nés obklopuje.
Statistickymi daty budeme rozumét ¢iselné zobrazeni takového vyseku realného
svéta, ve kterém se zobrazované objekty vyskytuji hromadné, tzn. Ze ruzni jedinci

(objekty) pattici do stejné kategorie, kterou umime jasné urcit, se objevuji vicekrat.

Piiklad 1.2 Nekolik prikladu vyseku z realného svéta s hromadnym vyskytem
objektu:

a) ryby v piehradni nadrzi Sance,

b

jabloné v ovocné zahradé pana Novaka,

c¢) obcané Ceské republiky k 1. lednu 2016,

)
)
)
d) pocitace v ucebné ¢i v kancelaii (zapojené do sité).

Takové vyseky z realného svéta, které zahrnuji vice objektt majicich néjakou spo-
le¢nou vlastnost, a tedy patii do stejné kategorie, nazyvame populace. VySe uvedené
priklady byly tedy piiklady populaci. Zobrazenim bud’ vsech nebo jen nekterych ob-
jektu populace vznikaji statistickd data. U kazdého z uvedenych piikladu nas mohou

zajimat zcela jiné vlastnosti sledovanych objektt, tfeba v ptrikladu 1.2

a) druh, délka, hmotnost, velikost Supin apod.,

)

b) stafi stromu a droda v lonském roce vyjadiena v kilogramech,

c) vek, vyse mzdy, pocet déti, kraj atd.,

d) frekvence CPU, velikost RAM, velikost HDD, rychlost sit’ové karty, OS, vykon
GPU, rozliseni obrazovky.

Kazdé z téchto zobrazeni vSak bude mit stejnou strukturu, strukturu tabulky, ve

které kazdy sloupec znamend jednu sledovanou vlastnost (veli¢inu) a kazdy réadek
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Tabulka 1: Obvykla struktura statistickych dat.

veli¢ina; veli¢inag veliCina; velic¢ina,,
objekt1 T11 T12 c. c. c T1p
objekt2 21 22 c. c. . Top
objekt, Tn1 Tno o o . Tnp

odpovida jednomu objektu, jak ukazuje tabulka 1. Uvniti tabulky jsou ¢iselné hod-
noty veli¢in zjisténé na kazdém ze sledovanych objektu. Kazdy sloupec tabulky muze
byt nadepsan jménem mérené veliciny, kazdy tfadek lze oznacit tak, abychom jedno-

znacné poznali, kterému objektu je tento fadek pritazen.

Priklad 1.3 U pocitacu v kancelafi jsou sledovany dvé veliciny, frekvence CPU a
velikost RAM, pak data mohou vypadat takto:

Tabulka 2: Piiklad statistickych dat.

PC | CPU  RAM
(GHz) (GB)
1 1.66 2.5
2 2.13 4.0
3 2.50 8.0
4 1.86 3.0
5) 2.00 4.0

Tabulka je zédkladni a nejcastéjsi strukturou statistickych dat jako obrazu urcité
casti realného svéta. Jeji vyhodou je to, ze z ni snadno rozpozname, ¢eho je obra-
zem. Nevyhodou muze byt jeji velky rozsah, a tim i neptehlednost, napt. tabulka
z piikladu 1.2 ¢) by méla vice nez deset miliénu radka. Praveé zpracovani informaci
z takovych rozsahlych tabulek do prehlednéjsi formy je jednim z tkolu statistické

analyzy dat.

Ciselné hodnoty uvniti tabulky tvoif datovou strukturu o n Fadcich a p sloupcich,
kterda se v matematice nazyva matice. Proto se nékdy o datech v tabulce hovorii
jako o datové matici. Sloupce tabulky jsme dosud oznacovali jako veliciny. Néekdy
jsou vsak také oznaCovany jako znak, proménnd (anglicky variable) a v nékterych
vymezenych souvislostech i celou fadou dalsich nazvu. Podobné i pro objekty existuje
mnozstvi synonym: jedinec, (statistické) individuum, piipad (anglicky case) atp.
Protoze vsak uz rozumime klicovému konceptu, tj. statistickym datum ve struktute

tabulky, nemuze néas tato nadbytecna pestrost nazvoslovi nijak zmést.

Je vSak nutné rozliSovat jeden velice podstatny rozdil mezi daty, kterd zobrazuji
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vSechny objekty z populace a daty, ktera zobrazuji jenom cdst objektu populace.
V pripadé, ze data jsou obrazem celé populace, se tato data oznacuji jako zd-
kladni soubor. Analyzou zdkladniho souboru muzeme ziskat prehlednéji a tspornéji
usporadany popis dat, a tim i srozumitelnéjsi popis sledovaného vyseku realného
svéta, Ciselné hodnoty parametri populace. Takovy postup oznac¢ujeme jako popis-

nou (deskriptiont) statistiku.

Zékladni soubor neni vzdy k dispozici. Treba muze byt populace velice rozsdhla a
zmérit vSechny objekty je casové nebo finanéné netnosné nebo je dokonce takové
meéreni nemozné. Napi. méreni je destruktivni, jako je tteba tlakova zkouska cihel a
zakladni soubor muzeme ziskat jen tim, ze v méticim lisu rozdrtime vSechny vyrobené
cihly. Tim bychom sice ziskali zdkladni soubor, ale pti tom bychom znicili tu ¢ast
realného svéta, kterou ma zobrazovat, a informace ze zakladniho souboru uz by

prestaly byt zajimavé.

Nekdy data tedy zobrazuji jen cast objekt populace, avsak my bychom si radi uci-
nili obraz o celé populaci, o jejich parametrech. Je to podobna situace, jako kdyz
z nékolika utrzku fotografie si chceme udélat obraz o krajiné, kterd byla zachycena
na celé fotografii. Je ziejmé, Ze nase tspésnost v tomto usili bude zaviset na tom,
zda na utrzcich budou pritomny vSechny podstatné rysy krajiny, a také na tom,
zda budeme spravné usuzovat (odhadovat) z jednotlivosti na vlastnosti celku. Ve
statistické analyze se takova c¢ast populace nazyva vygbér a jeho zobrazeni do dat
vgbérovy soubor. Z vybérového souboru samoziejmé nemuzeme urcit parametry po-
pulace, protoze nemame o populaci tiplnou informaci, ale pouze odhady parametri

populace.

Metody spravného usuzovani z vybéru na populaci, kdy z informaci o ¢asti usuzu-
jeme na celek a ze specidlniho na obecné, nam poskytuje matematickd statistika.
Postup se oznacuje jako statistickd indukce a aplikace takovych metod se nazyvaji

induktivni statistika.

Pojmy, s nimiz jste se seznamili v této kapitole, lze pirehledné shrnout, jak je ukazano

v tabulce 3.
Tabulka 3: Piehled pojmu tykajicich se statistickych dat.
vSechny objekty jen cast objektu
realita populace vybér
data zakladni soubor vybérovy soubor
charakteristiky parametry odhady (parametru)
metody deskriptivni statistika induktivni statistika
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1.3 Meéreni a typy skal

K ¢iselnému vyjadiovéani vlastnosti (a intenzity vlastnosti) jedincu, tedy ke kvanti-
fikaci, slouzi ruzné techniky méreni. Mérenim zjistime pro jisty objekt ¢iselnou hod-
notu sledované velic¢iny, tim vlastné vytvoiime obraz objektu na ¢iselné ose. Pokud
chceme poznavat redlny svét z jeho obrazi (vétsinou se ndm nic lepsiho nenabizi),
je jisté nutné, aby svét byl zobrazovan nezkreslené. Métici procedury musi mit fadu

jasné definovanych vlastnosti, jako reprodukovatelnost, ovéritelnost atd.

Vysledky méfeni se vyjadiuji éiselnymi hodnotami méifci stupnice, tzv. skély. Ska-
lou jsou vymezeny vSechny mozné hodnoty, kterych métrend veli¢ina muze nabyvat.
Podle typu skdly jsou definovany vztahy mezi hodnotami na skdle. Rozeznédvame
ctyti typy skél, a tedy i ¢tyfi druhy mérenych veli¢in (znaka). Uvedeme je v poradi
od nejhrubsi, postihujici nejméné detailti, po nejjemnéjsi typ skaly.

Nomaindlni Skdla klasifikuje objekty do urcitych predem vymezenych ttid ¢i ka-
tegorii. Hodnoty v nomindlni skale se daji vyjadrit slovné a mezi ruznymi hodno-
tami neni definovano zadné usporadani. Pokud jsou hodnoty nomindlni skaly nékdy
oznacovany ¢iselné, méjte na pameéti, ze toto ¢islo je pouze jakousi zkratkou (kédem)
slovni hodnoty’. O veli¢indch méfenych v nomindlni skdle hovoiime jako o nomindi-

nich velicindch.
Priklad 1.4 V nomindlni skéle se vyjadiuji hodnoty veli¢in, jako jsou napft.:

e pohlavi (s moznymi hodnotami muzské, zenské),

e barva o¢i (modra, hnéda, cernd),

e vysledek 1é¢by (uzdraven, zemfel),

e nirodnost (Ceskd, slovenskd, polska, némecka, ...),

e vyrobce GPU (ATI, NVidia, Intel),

e PC mys (kulickové, optickd, laserova, bezdréatové, ...),
e obrazovka PC (CRT, LCD, plasma, LED),

e operacni systém (Windows, i0S, Linux, Android, Sun, ...).

Ordindlni (poradovd) Skdla umoznuje jedince podle sledované vlastnosti nejen
rozliSovat, ale také usporadat ve smyslu vztahu ,, je vétsi, ., je mensi“ nebo ,,pred-
chazi“, ,nasleduje”, aniz by vsak byla schopna vyjadrit ¢iselné vzdélenost mezi vét-
Sim a mensim ¢i mezi predchézejicim a nasledujicim. Veli¢iny mérené v ordinalnich

skéalach se nazyvaji ordinalni veliciny.

1Soucasné programy pro statistickou analyzu dat vétsinou nevyzaduji, aby data byla homogenni
datova struktura, tedy matice s pouze ¢iselnymi hodnotami, a umi spravné pracovat i s daty, kde
hodnoty nomindlnich veli¢in jsou znakové Fetézce.

N
AN
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Nominélni a ordinalni veli¢iny jsou souhrnné oznacovany jako kategoridlni.

Priiklad 1.5 V ordinalni skale se méfi znaky jako

e dosazené vzdeélani (zakladni, stfedni, vysokoskolské),

e prospéch ve skolnim predmétu (vyborné, velmi dobte, dobfe, nevyhovél),
e dustojnicka hodnost (podporucik, poru¢ik, nadporucik, kapitan, ...),

e stav pacienta (vylécen, remise, recidiva),

e hodnoceni funkce technickych zarizeni (stupné zavaznosti poruchy jaderné

elektrarny),
e ohrozeni povodni (stupné povodnové aktivity),

e hodnoceni postoju v sociologickych pruzkumech (skéla ma hodnoty napt. sou-

hlasim, spise souhlasim, spise nesouhlasim, nesouhlasim),
e Cetnost vyskytu (¢asto, obcas, ziidka, nikdy),
e chut’ vina nebo jiné pozivatiny podle degustétora,

e tifda USB (1.0, 2.0, 3.0).

Na ordinalni skale se nékdy méii i veli¢iny méritelné kvantitativné jemnéjsimi ska-
lami, pokud rozliseni ordindlni skalou postacuje, napi. postava clovéka muze byt

mala, stredni nebo velka.

Intervalovd (rozdilovd) Skdla navic umoznuje stanovit vzddlenost mezi hodno-
tami mérené veliciny. Je tedy oproti ordindlni skale bohatsi. Intervalova skéla ma
definovanu jednotku méfeni, avsak nula byla definovana s jistou libovuli. Dovoluje

proto pocitat s rozdily namétrenych hodnot, nikoliv s jejich podily.

Priklad 1.6 Typickou velicinou mérenou v intervalové skale je teplota. Ruzné tep-
lotni skaly (Celsiova, Fahrenheitova) maji ruzné polozené nuly (0 stupnu Celsia =
32 stupnu Fahrenheita) a také rozdilné jednotky (jednotka Celsiovy stupnice = 1.8
jednotek Fahrenheitovy stupnice). M&-1i téleso teplotu C stupnu Celsia, je zaro-
ven teplé (32+1.8C) stupnu Fahrenheita. Teploty dvou téles, lisicich se o d stupnu
Celsia, se zaroven lisi o 1.8d stupnu Fahrenheita, bez ohledu na to, v které ¢asti
stupnice se tyto hodnoty nachazeji. Podily teplot vsak tuto stdlost nezachovavaji.
Napt. dvojnasobnému zvyseni teploty z 10 na 20 stupnu Celsia odpovida ve stupnici
Fahrenheitové zvyseni 1.36 krat (z 50 na 68 stupnu), zatimco dvojnasobnému zvy-
Seni teploty z 20 na 40 stupnu Celsia odpovida ve stupnici Fahrenheitové zvyseni
1.53 krat (ze 68 na 104 stupné). Vidime, ze podily hodnot méfenych v rozdilové

skale nemaji smysl, a proto je nemuzeme uzivat.
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Podilovd 3kdla zachovava nejen rozdily (intervaly) mezi hodnotami, ale také po-
dily hodnot, nebot” ma nulu stanovenu absolutné a jednoznaé¢né. Veli¢iny mérené
v podilové skale mohou nabyvat pouze kladnych hodnot. Velicinam mérenym v po-
dilové skale se tikd také kardindlni veliciny.

Piiklad 1.7 Podilovou skalou je napt. Kelvinova teplotni stupnice, v niz vSechny
namérené teploty jsou kladné, tzv. absolutni nula, tj. hodnota 0 K je fyzikalné ne-

dosazitelna.

V podilovych skéalach se méti napft.:

e koncentrace, kapacity,

o fyzikalni vlastnosti materidlu, doba trvani néjakého déje,

pocet elementu ve vzorku krve,

hmotnost, vyska, vék ¢i plat osob,

frekvence CPU,

rychlost prenosu dat po siti.

Velic¢iny mérené intervalovou nebo podilovou skédlou se nazyvaji metrické. Pti zpra-
covani metrickych dat vétsinou tyto veli¢iny povazujeme za spojité, jako by mohly
nabyvat kteroukoli hodnotu z ¢iselného intervalu daného skalou. I kdyz pti prak-
tickém meéfeni tomu tak neni, viz vySe uvedené ptiklady, kdy hodnota se urcuje
nacitanim, a tedy muze byt jen celoc¢iselnd. Dokonce i u veli¢in, které principidlné
spojité jsou, jako délka nebo cas, musime pti praktickém méfeni volit konec¢nou jed-
notku rozliseni, takze i tyto veliciny se méii na diskrétni (nespojité) skale. Piesto
vsak pii statistickém zpracovani vétsinou muzeme uzivat pro metrické veli¢iny po-
stupy matematicky odvozené pro veli¢iny spojité. Pro nomindlni a ordinalni veli¢iny
se naopak uzivaji techniky odvozené pro veliciny diskrétni, tj. veliciny nabyvajici
jen urcité od sebe vzdalené hodnoty. Obvykle takovych moznych hodnot nespojité

veli¢iny byva jen nevelky pocet.
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Shrnuti:

Data jsou zobrazenim c¢asti realného svéta, vétsinou jsou vyjadiena ciselné.
Zakladni soubor jsou data zobrazujici celou populaci. Jeho analyzou ziskame
prehlednéji usporadany popis dat. Takovy postup se oznacuje jako popisnd
(deskriptivni) statistika.

Vybérovy soubor jsou data zobrazujici pouze ¢ast populace. Z vybérového
souboru nemuzeme urcit parametry populace, pouze jejich odhady.

Metody spravného usuzovani z vybéru na populaci, poskytuje matematickd
statistika.

K ciselnému vyjadrovani vlastnosti jedincu (objektu) slouzi méfeni. Mérenim
zjistime pro jisty objekt ¢iselnou hodnotu sledované veliciny, tim vytvotime
obraz objektu na ¢iselné ose.

Skélou jsou vymezeny véechny mozné hodnoty, kterych méfend velicina muze
nabyvat. Podle typu skaly jsou definovany vztahy mezi hodnotami na skale.
Nomindlni skala klasifikuje objekty do urcitych predem vymezenych katego-
rif. Mezi ruznymi hodnotami neni definovano zadné usporadani. O veli¢inach
métenych v nomindlni skale hovoiime jako o nomindlnich velicindch.
Ordindlni (poradovd) $kdla umoznuje jedince podle sledované vlastnosti nejen
rozliSovat, ale také usporadat ve smyslu vztahu ,, je vétsi“, ,, je mensi* nebo
,predchazi®,  nasleduje, aniz by vSak byla schopna vyjadrit ¢iselné vzdalenost
mezi vétsim a mensim ¢i mezi prfedchézejicim a nasledujicim. Veli¢iny mérené
v ordinalnich skaldch se nazyvaji ordindlni veli¢iny. Nominalni a ordinalni
veli¢iny jsou souhrnné oznacovany jako kategorialnyi.

Intervalovd skala umoznuje stanovit vzdalenost mezi hodnotami mérené veli-
¢iny. Ma definovanu jednotku méreni. Dovoluje pocitat s rozdily namétenych
hodnot, nikoliv s jejich podily.

Podilovad skdla zachovavé nejen rozdily (intervaly) mezi hodnotami, ale také
podily hodnot, nebot” ma nulu stanovenu absolutné a vsechny nameéiené hod-
noty jsou kladné.

Veliciny métené intervalovou nebo podilovou skalou se nazyvaji metrické. Pri
zpracovani metrickych dat vétsinou tyto veliciny povazujeme za spojité. Pro

nominalni a ordinalni veli¢iny se uzivaji techniky pro veli¢iny diskrétni.
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Kontrolni otazky:

1. Co je nejobvyklejsi datova struktura v analyze dat?
2. Jaky vyznam maji v tabulce fadky a sloupce?
3. Charakterizujte pojmy zakladni soubor, vybérovy soubor.

4. Vysvétlete rozdil mezi skalou nominalni, ordinalni, intervalovou a podilovou.

Pojmy k zapamatovani:

- statisticka data

- objekt, velic¢ina

- gkéla

- zéakladni soubor

- vybérovy soubor

- deskriptivni statistika

- induktivni statistika
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2 Popisna statistika

Pruvodce studiem:

Tato kapitola je pomérné obsahlé, proto se déli do vice ¢asti. K prostudovani celé této
kapitoly budete potiebovat asi 10-12 hodin. Studium vam ulehci cetné ilustrativni

priklady. K této kapitole se vaze prvni korespondené¢ni tikol.

2.1 Cetnost, rozdéleni ¢etnosti, grafické znazornéni
Cil: Po prostudovani této ¢asti kapitoly byste méli umét:

e chapat rozdily mezi absolutni a relativni ¢etnosti,
e chapat, co je kumulativni cetnost,

e graficky znézornit rozdéleni ¢etnosti.

Pruvodce studiem:

Cas potiebny k prostudovani zékladniho uciva této Gésti je asi 4 hodiny.

Nejprve se zabyvejme diskrétnimi veli¢inami.

Priklad 2.1 Dotaznikovym Setfenim bylo u studentu jednoho ro¢niku vysoké skoly
zjist'ovéno, jakou operacni paméti v GB disponuje jejich pocitac, tj. hodnoty x;, 7 =
1,2,...,30:

4,2, 4,6,3,4,2,3,4,6,4,2, 3,6, 4,4, 4,2, 6,3,3,3,4, 4,2 2, 4, 4, 2, 2.

Uvedena tada 30 cisel obsahuje vSechny pozorované hodnoty, ale jejich vnimani
je dosti obtizné. Porovnané udaje vsak muzeme snadno zpiehlednit. Usporadejme
data do nasledujici tabulky, kde ¢ je poradové ¢islo, tj. index radku tabulky, z} je

pozorovana hodnota, n; je pocet hodnot z;.

Tabulka 4: Absolutni ¢etnosti hodnot.

1 2 8

2 3 6

3 4 12

4 6 4
Celkem n =30
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Tabulka obsahuje viechny informace jako tada ¢isel ve vyse uvedeném piikladu (s vy-
jimkou poradi, ve kterém byly hodnoty zaznamendany), ale je pro vnimani podstatné
snadnéjsi. Navic informace z tab. 4 muzeme snadno vyjadrit graficky, napt. tak, ze

pro kazdou hodnotu z} zndzornime hodnotu n; vyskou sloupce (obr. 1).

14

12

10

8 -
6
4
2 8
0 T T T
2 3 4 6

Obréazek 1: Sloupcovy graf (bar plot) ¢etnost PC podle kapacity paméti.

Zetnost

Neékdy se uzivaji pro grafické zndzornéni cetnosti také vysecové grafy (pie plots),
v nichz je ¢etnost zndzornéna plochou kruhové vysece (obr. 2). Tyto grafy maji
v oblibé zejména novinari, v barevnych variantach vypadaji efektné. Jsou vsak méné
informativni nez sloupcové grafy, a proto se pokud mozno jejich uzivani v seriéznich

prezentacich vyhnéte.

m2

ma
H6

Obrazek 2: Vysecovy graf — ¢etnosti podle kapacity paméti PC.

Hodnoty n; nazyvame absolutnimi cetnostmi. Piivlastek ,,absolutni“ byva ¢asto vy-
nechavan, takze slySime-li ¢etnost, chapeme to jako pocet hodnot z} zjistény v da-

tech, tedy absolutni ¢etnost. Vidime, ze celkovy pocet vSech pozorovanych udaju n
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je rozdélen (rozlozen) mezi jednotlivé diskrétni pozorované hodnoty. Muzeme tedy

hovotit o rozdéleni cetnosti. Plati trividlni vztah

kde k je pocet ruznych hodnot z} zjisténych v datech. V uvedeném piikladu je & = 4.
Tab. 4 muzeme nyni déle rozsitit - viz tab. 5.

Tabulka 5: Cetnosti.

i ) n; Ji N; F;
1 2 8 8/30=0.27 8 0.27
2 3 6 6/30=0.20 14 0.47
3 4 12 12/3020.40 26 0.87
4 6 4 4/30=0.13 30 1.00
Celkem n =30 30/30=1.00
45%
40%
X 35%
= 30%
2 25% -
7}
% 20% -
2 15%
T 10% -
5% -
0% - : : :
2 3 4 6

Obrazek 3: Sloupcovy graf relativnich ¢etnosti v procentech.

Tim jsme se dostali k dalsim moznostem vyjadfovani ¢etnosti. Symbol f; oznacuje
relativni ¢etnost definovanou jako

fi=—, (2)

coz predstavuje podil poctu hodnot =} v celkovém poctu vSech pozorovanych hodnot.
Ve sloupci N; jsou kumulativni absolutni cetnosti, ve sloupecku F; pak kumulativni
relativni cetnosti. Relativni kumulativni cetnost F; je definovéna jako podil vSech
hodnot z;, pro které plati x; < x}. Spocita se tak, Ze secteme vSechny relativni

¢etnosti az do radku ¢. Formalné to muzeme zapsat

F=) f (3)
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Je zitejmé, ze f; = F; — F;_1. Analogické vztahy plati i pro absolutni kumulativni
cetnosti. Plati, ze F; = N;/n.

Graf relativnich cetnosti je podobny grafu absolutnich cetnosti, jedina odlisnost je
v métitku svislé osy - viz obr. 3. Opét vidime, Ze relativni cetnosti jsou rozdéleny
mezi jednotlivé pozorované hodnoty, ona jednicka na fadku Celkem v tab. 5, ktera
je souctem relativnich cetnosti, je rozlozena podle podilu pozorovanych hodnot. Uzi-

tecnost relativnich ¢etnosti ukazeme v pt. 2.2.

Piiklad 2.2 V jiném rociku poskytnul pruzkum vysledky uvedené v tabulce 6.

Porovnejte rozlozeni cetnosti kapacity paméti PC v obou skupinach.

Tabulka 6: Tabulka poc¢tu paméti PC.

1 2 15
2 3 12
3 4 25
4 6 8
Celkem n =60

Pokud bychom zustali u grafického znazornéni absolutnich ¢etnosti, dostaneme graf

na obr. 4. Cetnosti se zietelné lis, ale je tento zaveér spravny?

30

2 3 4 6

W 1.skupina 2.skupina

Obrazek 4: Absolutni ¢etnosti - srovnani dvou skupin.

Porovname-li relativni ¢etnosti, dostaneme graf na obr. 5. Vidime, ze rozlozeni cet-
nosti v obou skupinach je velmi podobné. Prozatim se spokojime s timto subjek-
tivnim dojmem. Zda velmi podobné rozdéleni ¢etnosti znamenad ,prakticky stejné*
rozdéleni ¢etnosti, nemuzeme prostiedky popisné statistiky objektivné rozhodnout.
K tomu potiebujeme znat jiné techniky, kterymi se budeme zabyvat v kapitole 4 a

také v dalsim semestru.
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50%
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o
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relativni &etnost (v %)

0%
2 3 4 6

W 1.skupina 2.skupina

Obrazek 5: Relativni ¢etnosti v procentech - srovnani dvou skupin.

O trochu slozitéjsi je situace, kdy se zabyvame rozdélenim ¢etnosti v souvislosti se

spojitou velicinou - viz pt. 2.3.

Priklad 2.3 Prii zjist'ovani doby spusténi operacniho systému byly zaznamenany
tyto hodnoty v sekundach.
45 100 125 94 84 108 131 132 137 89 131 110 94 114 107
72 114 91 78 92 168 136 88 116 115 93 79 93 112 144
97 75 82 173 89 98 100 103 118 8 160 169 117 96 65
157 74 99 84 154 97 129 142 84 101 80 &4 114 129 114
63 94 137 122 98 77 158 124 126 86 130 120 109 105 115
101 135 83 106 77 95 115 96 108 145 96 62 116 93 133

Jaké je rozdéleni ¢etnosti doby spusténi PC?

Namérené tidaje muzeme graficky znazornit na ciselné ose jako tzv. diagram rozpty-

leni - obr. 6. Vidime, Ze v intervalu mezi nejmensi a nejvétsi pozorovanou hodnotou

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Obrazek 6: Znazornéni namétrenych hodnot spojité veli¢iny - diagram rozptyleni.

jsou namérené hodnoty ruzné husté, s nejvétsi hustotou v nasem piipadé kolem
sttedu intervalu, ale graf na obr. 6 ptilis prehledny neni, napt. nemuzeme rozlisit,

zda vyznaceny bod na ¢iselné ose znamena jednu ¢i vice namérenych hodnot.

Mirného zlepseni dosahneme tim, ze namétené body misto na ¢iselnou osu znazor-
nime do obdélniku, ve kterém se vyska zobrazovaného bodu voli ndhodné. Dostaneme

tak rozmitnuty diagram rozptyleni (dot plot)- obr. 7.
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Obréazek 7: Znazornéni namérenych hodnot spojité veli¢iny - rozmitnuty diagram
rozptyleni.

Ale zobrazené rozdéleni Cetnosti stale neni dost nazorné. Nabizi se vSak dalsi jedno-
duchy postup: vyznacit na ¢iselné ose hranice intervalu, viz obr. 8, a zjistit ¢etnosti

hodnot v kazdém intervalu. Dostaneme tak k intervalu (tfid), kazdy interval m&

®
[ J
. e |
I T T T " T 1
0 20 40 60 160 180 200

Obréazek 8: Znazornéni namérenych hodnot spojité veli¢iny - intervaly.

sitku h;, dolni hranici /;, horni hranici u; a svij stfed ¢;. Z obr. 8 je zfejmé, ze plati

trivialni vztahy

Prozatim jsme se nezabyvali tim, jak volit pocet a hranice intervalu a kam patii
nameérena hodnota, kterd lezi presné na hranici dvou intervaltu. U diskrétni velic¢iny
jsme tyto problémy neméli, zde u spojité veliciny musime tato sva subjektivni pirani
vyslovit, chceme-li namérena data rozdélit do ttid podle prislusnosti k intervalum.
Vétsinou se §itka vSech intervalu voli shodna, tzn. h; = h pro i = 1,2,... k. Pak
hovoiime o ekvidistantnim rozdéleni tiid (intervali). Pocet intervala by nemél byt
ani piilis maly (jeden interval nevypovi o rozdéleni ¢etnosti namétrenych hodnot
nic, dva intervaly mélo), ani piili§ velky (Getnosti namérenych hodnot v intervalech
by byly malé a tedy p#ilis silné ovlivnény ndhodnym kolisdnim). Vétsinou je vhodné
volit pocet intervalti k£ nékde mezi 5 a 20 s prihlédnutim k po¢tu naméfrenych hodnot
n. V literatute lze nalézt riuzné vztahy, které umoznuji urcit vhodny pocet intervalu,
napr.

k=1+logy(n) =1+ 3.3log;y(n), (4)

kde log,(n) znamend logaritmus n pii zakladu 2, log,,(n) je dekadicky logaritmus

¢isla n.
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Nameérend hodnota lezici na hranici intervalu by mohla byt zarazena do kterého-
koli z obou sousedicich intervalu. Vétsina programovych prostiedkt, které nam po-
mahaji tiidni usporadani dat pohodlnéji realizovat, zatrazuje hrani¢ni bod do le-
vého intervalu, tedy do i-tého intervalu patii vSechny namérené hodnoty x;, pro
které plati I; < x; < w;. Z obr. 8 pak vidime, Ze dolni hranice prvnfho intervalu
[y musi byt alespon o trochu mensi nez nejmensi pozorovana hodnota x,,;,, tedy
li = Zpmin — €1,61 > 0. Podobné horni hranice posledniho intervalu wu, muze (ale
nemusi) byt vétsi nez Ty, Uk = Tmaz + €2,2 > 0. Pak §itku intervalu h uréime

podle vztahu
U, — ll Tmax + Eo — (Imin - 51)

ko 2 ' (5)

Hodnoty €1, €5 se vétSinou snazime volit tak, aby hranice intervalu byly co nej-

vvvvvv

h =

jednoduché prijatelna pravidla k feseni problému spojenych s rozdélenim hodnot
spojité veliciny do ttid.

Nyni se konecné muzeme vratit k doteseni piikladu 2.3. Pocet intervalu je k = 1 +
3.31og(90) = 7. Dostaneme tedy tabulku 7. Informaci z tab. 7 muzeme piehledné

Tabulka 7: Data z ptrikladu 2.3 usporadand do tiid.

{ l; Ci U; n; Ji
1 40 50 60 1 0.011
2 60 70 80 11 0.122
3 80 90 100 30 0.333
4 100 110 120 23 0.256
5 120 130 140 15 0.167
6 140 150 160 7 0.078
7 160 170 180 3 0.033
Celkem 90 1.000

zobrazit graficky. Pokud proti stfedim intervalu ¢; vyneseme odpovidajici ¢etnosti

n; a body spojime useckami, dostaneme cetnostni polygon - obr. 9.

Zobrazime-li Getnosti v intervalech (l;,u;), vodorovnymi tseckami a vyznacéime

sloupce pod témito useckami, dostaneme histogram, viz obr. 10.

Pokud ke kresbé histogramu uzijeme MS Excel, polozka Histogram v dopliku Ana-
lyza dat, dostaneme graf, ve kterém histogram neni nakreslen bezvadné. Histogram
zobrazuje rozdéleni hodnot spojité veliciny, proto sloupce nemaji byt oddéleny me-
zerami. Proto pred zafazenim takto vytvoreného histogramu do prezentace vysledku
je tieba jej patticné upravit.

Vsimnéme si také, jak tvar histogramu je zavisly na zvoleném poctu tiid (7 t¥id na
obr. 10, 8 tfid na obr. 11).
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Obrézek 9: Cetnostni polygon.
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Obrazek 10: Histogram.
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Obrazek 11: Histogram a diagram rozptyleni.
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Histogram je nejcastéji pouzivany prostifedek pro popis rozdéleni cetnosti hodnot
spojité veliciny. V grafech na obr. 9 az 11 jsme misto absolutnich cetnosti n; mohli
uzit relativni ¢etnosti f;. Tvar grafu by opticky samoziejmé zustal stejny, jedind

odlisnost by byla v méritku svislé osy.

Znovu pripomenme souvislost tvaru histogramu s hustotou namérenych hodnot zob-
razenych na ¢iselné ose. Cim vyssi pocet bodi v intervalu (tedy ¢im je vetsi jejich
hustota), tim je vyssi sloupecek histogramu - viz obr.11, na kterém je kromé histo-

gramu i rozmitnuty diagram rozptyleni.

Histogramy nam umoznuji prezentovat rozdéleni cetnosti hodnot spojité velic¢iny
prehlednou a snadno vnimatelnou formou - srovnej neptehlednou radu ¢isel v zadani
pr. 2.3 a histogram na obr. 10 nebo 11. Jak uz to vsak v zivoté chodi, zpravidla tim,
ze néco ziskame, vétsinou i néco ztracime. Zpracovanim nameéienych hodnot do tiid
(tab. 7) ztracime informaci o tom, jak jsou data rozdélena uvniti intervalu. Napf.
data v intervalech na obr. 12 a), b) vedou ke stejné ¢etnosti n; = 6 a v obou piipadech
je tato Sestice namérenych bodu reprezentovana sttedem intervalu ¢;, coz v pripadé

b) neni nejpithodnéjsi reprezentant.

a) pfiblizné symetrické b) silné nesymetrické

Obrazek 12: Rozdélen{ hodnot uvnitf intervala.

Nastésti situace na obr. 12 b) predstavuje krajnost velmi nesymetrického rozdé-
leni hodnot uvniti intervalu, o které muzeme doufat, ze se v empirickych datech
nevyskytuje piilis casto. Na zavér tohoto odstavce jesté potésujici poznamka: Po-
psané zpracovani dat do intervalu a jejich grafické znazornéni formou histogramu
mozna vyvolava predstavu nepfimérené pracnosti a ¢asové naroc¢nosti. Mame vsak
k dispozici celou fadu programovych prostiedku (tabulkové procesory, statistické
programy), které tuto ¢innost velmi usnadnuji a znalosti ziskané v tomto odstavci

by mély usnadnit jejich ovldadani a porozumeéni vysledktum.
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Shrnuti:

Pozorovand data lze zpiehlednit usporadanim do tabulky cetnosti. Informace
z tabulky muzeme vyjadrit graficky.
Absolutni cetnost n; je pocet hodnot z7}, zjistény v datech.

Pocet vsech pozorovanych idaju n je rozdélen (rozlozen) mezi jednotlivé dis-

krétni pozorované hodnoty, hovoiime o rozdeéleni cetnosti.

Relativni cetnost f; je podil po¢tu hodnot x} z celkového poctu vsech pozoro-

vanych hodnot.

Rozdéleni spojité veliciny muzeme zobrazit histogramem.

Kontrolni otazky:

1.
2.

Vysvétlete pojmy absolutni a relativni ¢etnost.

Lze z vysky sloupcu histogramu poznat, kde je hustota namérenych hodnot na

¢iselné ose veétsi a kde je nizka?

Pojmy k zapamatovani:

¢etnost absolutni a relativni
kumulativni ¢etnost
sloupcovy graf

hustota naméfenych hodnot

histogram
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2.2 Charakteristiky polohy

Cil: Po prostudovani této ¢asti kapitoly byste méli umeét:

e co to je charakteristika polohy,

e zakladni vlastnosti aritmetického prumeéru,

e dalsi charakteristiky polohy, jako median, modus,
e co je to kvantil,

® O je ufezavany prumer,

e co je geometricky prumeér a kdy se pouziva.

Pruvodce studiem:

Cas potiebny k prostudovani zékladniho uciva této ¢sti je asi 3 hodiny.

Charakteristikou polohy rozumime takovou ¢iselnou hodnotu, ktera vystihuje umis-
téni pozorovanych hodnot na ¢iselné ose. Z pohledu na obr. 6 je zifejmé, Ze to bude
néjaké ¢islo z intervalu (i, Tmaz). Otdzkou je, které ¢islo z tohoto intervalu nej-

lépe charakterizuje polohu pozorovanych hodnot na ¢iselné ose a jakym postupem

Kazdou z namétrenych hodnot si muzeme predstavit jako zdvazi jednotkové hmot-
nosti umisténé na dvojzvratné pace v misté, které odpovida namérené hodnoté, a
hledame polohu bodu, kolem kterého je tato pédka v rovnovaze. Takovou charakte-

ristikou polohy je pramér (aritmeticky prumeér), T

T=—) . (6)

Prumeér 7 je takova hodnota, kterd ma tu vlastnost, ze souc¢et odchylek namérenych
hodnot od pruméru je roven nule (vyjadieni rovnovahy na obr. 13 - soucet momentu
se rovnd nule), Y " (x; —T) = 0.



2.2 Charakteristiky polohy 25

n

Dukaz: Z:(a:Z —T) = Zn::cl —nT = zn::cz — zn::cz = 0.
i=1 i=1 i=1

i=1
Dalsi vlastnost pruméru 7 je to, ze suma ¢tvercu (druhych mocnin) odchylek od

prumeéru je minimalni, tj. suma ¢tvercu odchylek od jiné ¢iselné hodnoty je vétsi.

Dikaz: Necht’ a # 0 . Pak T 4+ a # T. Spocitejme tedy soucet ¢tvercu odchylek od
¢isla T + a:

n n n

Y lwi—@E+a)l =) (-1 —a) =) [(z:i—7)* - 2a(z; - T) + a*] =

i=1 =1 i=1
n n

= Z(wz —7)% —2a Z(mZ —7) +na® = Z(xz —7)% + na’.
i=1 i=1 i=1
Jelikoz na? je vidycky kladné, je tedy soucéet étvercii odchylek od priméru mini-
malni.
Jsou-li data uspordddna v tabulce spolu s ¢etnostmi (viz odst. 2.1), pak prumeér

muzeme snadno spocitat jako

1 k k
i=1 =1

k

kde n je celkovy pocet namérenych hodnot n = Z n;, k je pocet navzajem ruznych
i=1

namérenych hodnot v pripadé diskrétni veli¢iny nebo pocet intervalu v piipadé spo-

jité veliciny (v obou piipadech je k pocet tadku v tabulce ¢etnosti) a n; jsou ab-
solutni, f; relativni ¢etnosti hodnot =} v datech. O pruméru pocitaném podle (7)
hovorime jako o vdZeném prumeéru. Kazda hodnota je vazena svou ¢etnosti, tedy ¢im

veétsi Cetnost, tim veétsi vliv na hodnotu prumeéru.

Pozorny ctenar si jisté povsiml, ze v pripadée, kdy tabulka ¢etnosti vznikla uspota-
danim hodnot spojité veliciny do k intervalu, se mohou hodnoty prumeéru spocitané
podle vztahu (6) a (7) lisit. Do (7) za x} dosazujeme hodnotu stfedu i-tého intervalu,
tedy ¢;, a jak vime, tato hodnota nemusi byt vzdy dobrym reprezentantem hodnot
patticich do i-tého intervalu. Podminkou k tomu, aby vazeny prumér pocitany podle

vztahu (7) byl roven pruméru (6), tedy presny, je, aby

n k
E Xy = E T;C; .
j=1 i=1

Nastésti u vétsiny empirickych dat je rozdéleni hodnot uvniti intervalu zhruba rov-
nomérné, takze uvedeny vztah byva splnén s dostatecnou presnosti a vazeny prumeér
spoc¢itany podle (7) se od spravné hodnoty prumeéru spocitané podle (6) lisi nepod-
statné. Prumeér je vhodnd charakteristika polohy tehdy, kdyz je pro nés zajimavy i

soucet namérenych hodnot.
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Priklad 2.4 Je-li prumérna mzda 6 zaméstnancu firmy 10000 K¢, pak celkova
meésicni vyplacena ¢astka ¢ini 6 x 10000 = 60000 K.

Prumeér je vsak velice citlivy na odlehlé hodnoty (odlehld hodnota je hodnota velmi
vzdédlend od pruméru). Predstavte si, ze v predchozim piikladu byly mzdy nasich
zaméstnancu 7000, 8000, 9000, 11000, 12000, 13000. Pak je prumér opravdu charakte-
ristikou mzdy zaméstnanct, i kdyz zadny z nich tuto prumérnou ¢astku nedostava,
avsak vsichni maji mzdy pomérné blizké prumeéru, ¢ast jedincu o néco nizsi, ¢ast
o néco vyssi. Co se vSak stane, kdyz vas nejlépe placeny zaméstnanec bude mit
misto 13000 K¢ mzdu ve vysi 73000 Ké? Pak le = 120000 a prumér bude 20000

K¢, tedy hodnota vzdalend jak od bézné placenych péti zaméstnancu s obvyklym

piijmem, tak i od vyjimecného platu experta.

Hodnota pruméru je silné ovlivnéna jednou odlehlou pozorovanou hodnotou. Pru-
mér muze dobfe poslouzit pro urceni sumy meésicné vyplacenych penéz, ale o mzdé
bézného zaméstnance nevypovidé témér nic. Proto se uzivaji i jiné charakteristiky

polohy, nez je prumeér.

Takovou jednoduchou charakteristikou je modus, . Uziva se predevsim pro diskrétni
veliciny a je definovan jako hodnota, ktera je v datech nejc¢etnéjsi. Tato definice
nezarucuje, ze modus je definovan jednoznacné, v datech muze byt dvé nebo vice
hodnot, jejichz ¢etnosti jsou shodné a soucasné zadna jind hodnota neni ¢etnéjsi. Pak
fikdme, ze data maji bimodélni nebo wvicemodalni rozdéleni. Modus je vsak jedina

charakteristika polohy vhodnéa pro nominalni veliciny.

Dalsi charakteristikou polohy je median, z. Je to hodnota, kterda je uprostied,
usporadame-li namérené hodnoty podle jejich velikosti. Po¢et hodnot mensich nez
medidn je stejny jako pocet hodnot vétsich nez median.

Priklad 2.5 Namérené hodnoty jsou 15,17,20, 11, 14.

Uspotradame je vzestupné: 11,14, 15,17, 20.

Median je hodnota uprostied, tedy = 15.

Priklad 2.6 Naméfené hodnoty jsou 15,17,21, 20, 11, 14.

Uspotadame je vzestupné: 11,14,15,17,20,21. Pokud je pocet hodnot sudy, pak
median lezi mezi dvéma prostfednimi hodnotami, obvykle se pocita jako prumeér ze
dvou prostiednich hodnot, tedy z = %(15 +17) = 16.

Oproti pruméru ma median vyhodu, ze nenfi citlivy na odlehlé hodnoty.
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Priklad 2.7 Pro data 11,14,15,17,20 je median 15 a bude stejny i pro data
11,14, 15,17, 200, zatimco hodnota prumeéru se zméni z 15.4 na 51.4.

Medién je vhodnou charakteristikou polohy pro ordinalni veli¢iny, u nich by nemél
byt uzivan prumér. Proto napiiklad bézné uzivané studijni prumeéry v hodnoceni
zéku a studentu lze jen stézi brat vazné, nebot’ klasifikace mé ordindlni skalu, ne-
muzeme Tici, ze vzdalenost ve védomostech mezi jednickarem a dvojkarem je stejna
jako mezi dvojkatem a trojkafem. Proto celkovy prospéch by mél byt hodnocen spise

medidnem nez prumeérem.

Analogicky muzeme zavést dalsi charakteristiky zalozené na relativni cetnosti hodnot
v datech, které jsou mensi nebo rovny této charakteristice. Oznac¢me tuto relativni
cetnost (podil) p, 0 < p < 1, a piislusnou charakteristiku z(p). Pro medidn bylo
p rovno jedné poloviné, tedy 0.5 a misto £ bychom mohli psat x(0.5). Hodnoté z(p)
se Tika p-kvantil (nebo také 100p-percentil). Nékteré casto uzivané kvantily maji

zvlastni pojmenovani:

x(0.5) median, z,
x(0.25), 2(0.75) dolni a horni kvartil,
x(0.1), 2(0.9) dolni a horni decil.

Dolni kvartil uréime jako medidn ,dolni poloviny“ dat, horni kvartil jako median

,horni poloviny* dat.

Priklad 2.8 Pro data z predchozich ptikladu 2.5 a 2.6 jsou dolni a horni kvartil
podtrzené hodnoty:

11,14,15,17,20 (Pokud pocet hodnot je lichy, medidn ,patii“ jak do dolni, tak i do
horni poloviny dat).

11,14, 15,17, 20, 21

K urceni poradi hodnoty, ktera je p-kvantilem muzeme uzit jednoduchého vztahu
zp = np+0.5, kde 2, je pofadi hodnoty v uspofadané posloupnosti z() < xp) < ... <
Z(n). Pokud 2, nevyjde celé, interpolujeme hledany kvantil ze sousednich hodnot.
Méme-1i data usporddand do tiid, pak podle z, a kumulativnich cetnosti urcime
interval, ve kterém se hledany kvantil nachdzi (tj. plati NV;_y < 2, < N;), a pak
urcime p-kvantil linedrni interpolaci

Zp —

N;_
z(p) = 22—l h 40,
n;

N
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Ve vétsiné statistickych programu se uziva ponékud pracnéjsi, ale presnéjsi postup
k urceni p-kvantilu. Pozorované hodnoty se usporadaji do neklesajici posloupnosti,

Ty < w2 < ... < (). Pak p-kvantil je urcovan podle vztahu

z(p) = (n+1)(p — (@a+1) — @) + T@),

n+1
1+ 1

n+1
Kompromisem mezi prumérem a medianem jsou ruzné tzv. robustni charakteristiky

kde se hodnoty x(; a (;41) urcuji tak, aby platilo _Zi_ 1 <p<
n

polohy, které jsou nyni diky dostupnosti statistického programového vybaveni stale
castéji vyuzivany. Vétsinou jsou zalozeny na myslence, ze hodnoty vzdélené od me-
dianu maji mit ve vypoctu souc¢tu pro prumeér mensi vahu. Zde uvedeme jen tzv.
a-urezdvany prumér (angl. trimmed mean). Vypo¢itava se tak, ze se spocte pru-
mér z n(l — 2a) ,vnitinich“ bodu, nejmensich na hodnot a nejvétsich na hodnot
se prosté ,urizne”. Uriznuté body maji pii vypoctu souctu hodnot vahu 0, vSechny
ostatni vahu 1. Median je vlastné specialnim piipadem ufiznutého prumeéru, kdy
ufizneme vSechny hodnoty az na jednu, je-li pocet namérenych hodnot lichy, nebo
az na dveé, je-li tento pocet sudy. Je ziejmé, ze ufiznuty prumeér neni citlivy na
odlehlé hodnoty. Ze srovnani ,obycejného* aritmetického pruméru s utiznutym pru-
mérem, piipadné s medidnem muzeme usuzovat o existenci ¢i neexistenci odlehlych
hodnot v datech.

V tvodu odst. 2.2 jsme tikali, ze aritmeticky prumeér je vhodnou charakteristikou
polohy v situaci, kdy je pro nés zajimavy i souc¢et namérenych hodnot. V tadé tloh
tato situace nenastava. Napi. ekonomicky vyvoj byva charakterizovan tzv. tempem
rustu. To znamenad, ze hodnota tohoto ukazatele v daném obdobi se urcuje pomérné

ke stavu v obdobi predchozim.

Priklad 2.9 V obdobi 2009 - 2015 bylo dosazeno objemu vyroby Y; a vypoctena

tempa rustu x;:

rok ) Y, T
2009 0 1550

2010 1 1535 0.99
2011 2 1228 0.80
2012 3 1105 0.90
2013 4 1215 1.10
2014 5 1361 1.12
2015 6 1525 1.12

Ptame se, jaké bylo prumérné tempo rustu v tomto obdobi. Je pfirozené, ze poza-

dujeme, aby tato charakteristika méla tu vlastnost, ze pti kazdoroénim prumérném
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rustu dosahneme trovné pozorované v roce 2015. Tempa rustu jsou vypoctena jako

T = % proi=1,2,...n. V nasem prikladu n = 6.

Plati tedy

n
Y, =Y, 1z, = Yor122...2, = Y()Hxi )
i=1

Y, 1
Celkové tempo rustu za celé obdobi je — = | | x;.
Yoo i

Pramérné tempo rustu je pak takova hodnota T, pro kterou plati

(Te)" = sz a tedy
i=1

_— (H) " )

Charakteristice T tikame geometricky prumeér. Je vhodnou charakteristikou polohy
tam, kde nds zajima také soucin pozorovanych hodnot (viz predchozi piiklad) -
hodnoty Y,, by bylo dosazeno také, kdyby kazdoroéni tempo rustu bylo rovno 74 =
0.997. Aritmeticky prumeér tempa rustu v uvedeném piikladu je roven 1.01, prestoze
koncova hodnota Y,, je mensi nez pocatecni hodnota Yy. Ze vztahu (8) je zfejmé, ze
geometricky prumeér muzeme uzit pouze tehdy, kdyz vSechny pozorované hodnoty
x; jsou kladné (z; >0 proi=1,2,...,n).
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Shrnuti:

Aritmeticky prumér je charakteristika polohy, jejiz hodnota mé tu vlastnost,
ze soucet odchylek namétenych hodnot od pruméru je roven nule.

Suma ¢tvercu (druhych mocnin) odchylek od pruméru je minimalni.

Modus je charakteristika polohy uzivana predevsim pro diskrétni veliciny a je
definovan jako hodnota, ktera je v datech nejcetnéjsi. Modus je jedind charak-
teristika polohy vhodna pro nomindlni veli¢iny.

Dalsi charakteristikou polohy je medidan. Je to hodnota, kterda je uprostied,
usporadame-li namérené hodnoty podle jejich velikosti. Pocet hodnot mensich
nez median je stejny jako pocet hodnot vétsich nez median.

Hodnoté z(p), pod kterou lezi np hodnot, se fika p-kvantil (nebo také 100p-
percentil).

Nékteré casto uzivané kvantily maji zvlastni pojmenovani: medidn, dolni kvar-
til, horni kvartil, dolni decil, horni decil.

Geometricky prumeér je vhodnou charakteristikou tam, kde nas zajima také

souc¢in pozorovanych hodnot.

Kontrolni otazky:

L

Vysvétlete pojem charakteristika polohy.

Dokazte, ze soucet odchylek namérenych hodnot od pruméru je roven nule.
Pro¢ median neni citlivy na odlehlé hodnoty?

Co usoudite o datech, pro kterda hodnota prumeéru je silné odlisna od medidanu
a ufiznutého prumeéru?

Co je dolni kvartil, co je horni kvartil?

Pojmy k zapamatovani:

charakteristika polohy
aritmeticky prumeér
modus

median

dolni kvartil, horni kvartil
p-kvantil

geometricky prumeér
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2.3 Charakteristiky variability

Cil: Po prostudovani této kapitoly byste méli:

e chépat, co to je charakteristika variability a jak se lisi od charakteristiky po-

lohy,

e umét spocitat a interpretovat rozptyl a smérodatnou odchylku.

Pruvodce studiem:

Prostudovani této casti kapitoly budete muset vénovat asi dvé hodiny.

Zacneme piikladem.

Priklad 2.10 Ve dvou studijnich skupinach bylo dosazeno v testu téchto vysledku:

Skupina A: 10 12 15 18 20
Skupina B: 12 14 15 16 18

Prameér v obou skupinéch je shodny 74 = Tg = 15, shodné jsou i mediany. Presto
na prvni pohled vidime, Ze hodnoty zjisténé ve skupiné A a B jsou odlisné. Abychom
mohli tyto rozdily jednoduse postihnout, potiebujeme jesté jiné charakteristiky nez
charakteristiky polohy. Vidime, ze odlisnost srovnavanych skupin je v tom, jak (do
jaké miry) jsou na ¢iselné ose rozhazeny (rozptyleny) hodnoty okolo charakteris-
tiky polohy. Pravé tyto odlisnosti muzeme vyjadrit Ciselné pomoci charakteristik

variability (rozptylenosti, ,rozhdzenosti“) naméfenych hodnot.

Pii letmém pohledu na data v piikladu nas asi napadne jedna z moznych charak-
teristik variability, totiz rozdil Z,,4c — Tmin, Tikdme mu rozpéti. Tento rozdil pro
skupinu A ¢ini 10, pro skupinu B jen 6, takze variabilita ve skupiné A je zretelné
vétsi. Rozpéti mé ovsem tu nevyhodu, ze muze byt ovlivnéno jednou extrémné od-
liSnou hodnotou. Pozorného c¢tenare kap. 2.2 napadne dalsi moznéa charakteristika
rozptylenosti, tzv. mezikvartilové rozpéti, x(0.75) — x(0.25). Tato charakteristika va-
riability je vyrazné vhodnéjsi, protoze neni ovlivnéna jednou nebo nékolika mélo

extrémnimi hodnotami.

Naproti tomu variabilitu nemuzeme charakterizovat sou¢tem odchylek od prumeéru,
nebot’ je vzdy rovna nule (viz odst. 2.2), takze variabilitu naméfenych idaju nepo-

stihuje.
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Nejcastéji se uzivaji charakteristiky variability zalozené na souc¢tu druhych mocnin

(tzv. ¢tverci) odchylek od pruméru. Charakteristika

s? = L Z(a:z —7)? (9)

n—14%
=1

se nazyva rozptyl, anglicky wvariance. V nékterych souvislostech se muzete setkat
s oznacenim wvybérovy rozptyl, angl. sample variance. Vidime, Ze s? je vidy vétsi
nebo rovno nule. Nule je rovno jen v pripadé, kdy vsechna x; jsou konstantni, tedy
x; = T pro vSechna ¢ = 1,2,...,n. Plati, Ze ¢im vice jsou data ,rozhdzena“, tim je

s? vétsl. To ilustruji hodnoty rozptylu pro vyse uvedend data (s} = 17, s% = 5).

Nejuzivanéjsi charakteristika variability je odmocnina z rozptylu, tedy

n

s= | —— S (@ -7, (10)

n—1+4%
=1

kterda ma ponékud podivny nazev smeérodatnd odchylka (angl. standard deviation).
Jeji vyhodou oproti rozptylu je to, ze mé stejny rozmeér (je ve stejnych mérnych

jednotkach) jeho namérené hodnoty x; a jejich prumeér Z.

V nékterych statistickych priruckach a v dokumentaci statistickych programovych
prostiredku a kalkulacek se setkdvame jesté s jednim trochu odlisnym vztahem pro
vypocet rozptylu. Tento rozptyl byva nékdy oznacovan jako populacni rozptyl a je

dan vztahem
n

1 _
My ==Y (x; - T)". (11)
i=1
Populaéni rozptyl M, je prumérny ¢tverec odchylky od pruméru. Vidime, ze jedind

odlignost vztahu (11) od (9) je ve jmenovateli, zde je n misto (n — 1). Plati tedy

2= M, (12)

n—1

a vidy s > M,, ale s rostoucim n se rozdil s> — M, zmensuje, takze pro vétsi

hodnoty n je tento rozdil nepodstatny.

Dvé ruzné, byt’ podobné, definice rozptylu ob¢as pusobi nezkuSenym uzivatelum
statistiky potize. Obé charakteristiky s2, Ms, se lisi v nékterych statistickych vlast-
nostech, jejichz vysvétleni presahuje ramec této kapitoly. Prozatim pfijmeme jed-
noduché praktické doporuceni: Vahame-li, zda uzit s* nebo My, tedy vzorec (9)

nebo (11), je lepsi uzit s%, tedy vztah (9) s (n — 1) ve jmenovateli.
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Pro pohodlngjsi vypocet muzeme tento vztah upravit
s = ﬁ Yo (i —T)? = ﬁ S (a? =22, +72) =
= e -2+t = S [ af —na?] =

=5 [ZLI r? — M]

Nyni si na ptikladu ukazeme, jak pocitat rozptyl z dat usporadanych do tabulky
cetnosti:

Priklad 2.11

T; ni | ngw; | (2, —7) | (v, —7)? | ny(z; — 7)?
21 6] 12| -4/3 16/9 96/9
3112 36| -1/3 1/9 12/9
40 8| 32| 2/3 4/9 32/9
50 4| 20| 5/3 25/9 100/9
Soucet | 30 | 100 240/9
100 10 _
T=55 =3 % 3.33

1 240 1 80
2= = .2 20.92
=% 9 a9 3 Y

s =1+/0.92 = 0.959

Postup muzeme vyjadrit vztahem

2oL S il — 72 (13)

kde k je pocet tadku v tabulce cetnosti. V nasem piikladu bylo £ = 4. V souctu
¢tvercu jsou ¢tverce odchylek pozorovanych hodnot od prumeéru vazeny cetnosti
pozorovanych hodnot n;. Vypocetni postup se zjednodusi, upravime-li vzorec (13)

do tvaru

k k
1 1
2 P . 2 —_ — . . 2
8= ;1 n;x; ”(;1 nix;)°| . (14)

Postup tprav vztahu (13) na (14) je podobny jako pii upravé vztahu (9) na vypo-

¢etné pohodlnéjsi vyraz.

Pak vypocet rozptylu bude vypadat takto:
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2 6 12 4 24

3 12 36 9 108

4 8 32 16 128

5 4 20 25 100

Soucet 30 100 360
, 1 100-100, 1 80 _

5? = 55(360 0 ) =g g =092

s =1+/0.92 = 0.959

Vidime, ze ke stejnému vysledku jsme dosli méné pracné, ale prece jen to vyzadovalo
jakousi namahu. Potésujici je, ze v soucasné dobé tuto vypocetni namahu vétsinou
nemusime vynakladat, nebot’ ji za nds vykonaji ruzné programové prostiedky (napf.
tabulkové procesory jako napi. MS Excel, statistické programy) dostupné prakticky
na kazdém pocitaci. Dulezité vsak je, abychom si zapamatovali smysl a ucel charak-
teristik variability.

Nage data z prikladu 2.11 muzeme ve zkratce popsat dvéma ¢isly:

e prumérem T = 10/3 = 3.33, ktery charakterizuje polohu,

e smérodatnou odchylkou s 22 0.959, ktera kvantifikuje variabilitu.
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Shrnuti:

- Kromé polohy je uziteéné charakterizovat také variabilitu dat.
- Nejcasteji uzivané charakteristiky variability se pocitaji ze souctu druhych
mocnin odchylek pozorovanych hodnot od pruméru.
1 < )
x; — ) se nazyva rozptyl.
— ;( i —7) \ pty

- Smérodatnd odchylka je odmocnina z rozptylu.

- Charakteristika s =

- Pokud uvadite ve vysledcich charakteristiku variability, uvazujte vzdycky
o tom, kterd z moznych charakteristik je pro ¢tendfe uzitecna. Vétsinou je

nejvhodnéjsi a dostatec¢nou charakteristikou smérodatna odchylka.

Kontrolni otazky:

1. Mohou se pri ruznych rozptylech shodovat charakteristiky polohy?
2. Proc jako charakteristiku variability nelze uzit soucet odchylek od prumeéru?

3. Vyjadiete slovné, co znamend populacni rozptyl definovany rovnici (11).

Pojmy k zapamatovani:

- variabilita dat a jeji charakteristiky

- rozptyl, smérodatna odchylka
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2.4 Dalsi charakteristiky rozdéleni pozorovanych hodnot
Cil: Po prostudovani této kapitoly byste méli umét:

e co jsou empirické momenty,
e charakteristiky tvaru rozdéleni (Sikmost, $picatost),
e spocitat a interpretovat Sikmost a Spicatost rozdéleni dat,

e zkonstruovat a predevsim interpretovat krabicovy graf (box plot).

Pruvodce studiem:

Prostudovani této ¢éasti kapitoly budete muset vénovat asi hodinu.

Kromé polohy a variability lze ciselné vyjadrit i dalsi charakteristiky postihujici
tvar rozdéleni dat. Diive nez dvé takové charakteristiky uvedeme, seznamime se
s tzv. empirickymi momenty, protoze je pak pri vypoctech charakteristik budeme

potiebovat. Tzv. k-t obecny moment M, je definovan jako primér k-tych mocnin

P
M:—E K 15
k ni:1xz ( )

Prvni obecny moment je tedy M; = — E x;, tj. aritmeticky prumeér, se kterym jsme
n
i=1
se uz setkali v kap. 2.2. Podobné existuji i vys$i momenty, napi. druhy moment, ktery

;L
je prumérnou hodnotou ¢tverci namétenych hodnot, tedy M, = — Z r?,
n
i=1
Déle se uzivaji centralni momenty My, které vychazeji ze sou¢tu mocnin odchylek

od prumeéru.
1 n
My == (z;— 1) (16)

n <
i=1

n

1

e Prvni centrdlni moment M; = — Z(wz —7) neni nijak uzitectny, nebot’ je vzdy
n
i=1
M1 = 0
1 n
e Druhy centralni moment My = — Z(‘T’ —7)? je populaéni rozptyl, vzdy plati
n
i=1
My > 0.
1 n
e Tieti centrdlni moment Ms = — Y (z; — 7)%. Vidime, ze M; miize byt i
n
i=1
zaporny.
1 n
e Ctvrty centrdlni moment My = — Y (z; — 7)*, vzdy plati My > 0.
n

i=1
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Priklad 2.12 Nez prejdeme k zavedeni charakteristik tvaru rozdéleni, podivejme

se na nasledujici histogramy.

10 4

x=6.0  g=0.0  x=6.0  g=00  x=6.0  g;=14
s=1.0 9,=-0.5 s=1.0 9,=-1.2 s=1.0 g,=1.4

25 20

75 8.3 9.2 10.0 OiO 3.3 4.7 6.0 7.3 8.7 10.0
X=6.0 g,=1.3 X=6.0 g,=0.0
s=1.0 g,=1.0 s=1.0 g,=5.1

Obrazek 14: Ruzné tvary empirického rozdéleni.

Vsech pét ukdzek ma stejné charakteristiky polohy i variability (prumeéry i sméro-
datné odchylky jsou shodné). Presto na prvni pohled vidime, zZe tvary rozdéleni dat
jsou ruzné. K ciselnému vyjadreni téchto rozdilu ndm slouzi dalsi charakteristiky

- sikmost (angl. skewness) a §picatost (angl. kurtosis). Sikmost g; je definovana

jako
M
= —. 17
R VAR 7 1"
Spicatost g, je definovéna jako
M,
= —F— —3. 18
92 (M>)? (18)

Mozné prekvapuje, ze v rov. (18) odecitdme na pravé strané trojku. Duvod je ten,
Ze Spicatost vztahujeme k nejcastéji vyskytujicimu se rozdéleni, k tzv. normalnimu
rozdéleni (viz kap. 3), u kterého je pomér My/(M,)? roven pravé tiem. Spicatost je
tedy vztazena ke Spicatosti normalniho rozdéleni, kladna Spicatost znamena $pica-
téjsi rozdéleni nez normalni, zaporna Spicatost znamena, ze rozdéleni pozorovanych

hodnot je plossi nez normélni. Nulova Sikmost znamena, ze rozdéleni dat je syme-

N
AN
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trické okolo pruméru, kladnd sikmost znamend, ze rozdéleni ¢etnosti je zesikmeno
vlevo (nékdy tikdme, ze rozdéleni mé tézsi levy konec nebo levou stranu), zdporna

sikmost znamend zesikment vpravo (tézsi pravy konec).

Ctvefice ¢isel (Z, s, g1, g2) ndm umoziuje udélat si pfedstavu o tvaru rozdéleni dat

a ruznda data porovnavat.

2.4.1 Krabicovy graf

Casto uzivanou grafickou formou prezentace rozdéleni hodnot v datech je tzv. kra-
bicovy (obdélnikovy) graf. Vétsinou se pro néj uzivd puvodni anglicky nézev box
plot, nékdy také box and whiskers, coz bychom mohli prelozit jako krabicka s vousy.

Krabicovy graf je zndzornén na obrazku 15.

o
Q7 ) odlehla hodnota
| (O s
o
Lr) -
l ———nhorni kvartil
5 | pilenlé hodnoty « median
O -
~ +—— dolni kvartil
o |
0 1 ]
o T 1

Obrézek 15: Krabicovy graf.

Vidime, ze mezikvartilové rozpéti je vyznaceno obdélnikem, uvniti obdélniku je vy-
znacen median. Usecky (,vousy, angl. whiskers) konéf v nejvzdalenéjsi pozorované
hodnoté ve vzdalenosti nejvyse 1.5 ndsobku mezikvartilového rozpéti od prilehlého
kvartilu. Body vyznacené mimo vousy jsou hodnoty mimoradné vzdalené od medi-
anu, vétsinou je povazujeme za odlehlé hodnoty. Z definice mezikvartilového rozpéti

vime, ze uvniti krabicky lezi 50% pozorovanych hodnot.

Z polohy medidnu uvniti krabice okamzité vidime, zda téchto prostiednich 50%
hodnot je rozdéleno symetricky ¢i seSikmené. Podobné na tvar rozdéleni muzeme

usuzovat z délky vousu. Pro vétsinu rozdéleni by méla byt naprosta vétsina pozo-
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rovanych hodnot uvniti vousu. Napi. u normalniho rozdéleni zde lezi 99.3% namé-
fenych hodnot. Krabicové grafy 1ze kreslit s pomoci bézného statistického software
(napt. NCSS, STATISTICA, SAS, SPSS, R atd.). Tyto programy vétsinou dovoluji al-
ternativné zadat jesté dalsi volbu tvaru krabicovych grafu, tzv. notched box, tedy
krabice s vrubem. Sitka (vyska) vrubu vyznacuje interval spolehlivosti medianu,
takze porovnanim dvou krabic s vrubem muzeme rychle usuzovat, zda charakteris-
tiky polohy skupin se lis{ vyznamné (seSikmeni se neprekryvaji) ¢i jen nepodstatné
(sesikmeni maji spoleény tsek).

Priiklad 2.13 Zde je ukazka krabicovych grafi pro dvé rizné veliciny podle skupin.

Uzili jsme krabicovy graf s vruby, ktery vice zdurazni posun medianu skupin.

180 - 344
1 —T
1 T
160 7 1
3 30 | °
140 ] : —_
120 ]
] 26
100 ] ]
80 29 ]
60 ] o 1 [ -
4 [e]
40 = ‘ 18]
1 2 1 2
skupina skupina

Obrazek 16: Krabicové grafy s vruby — porovnani dvou skupin.
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Shrnuti:

- Kromé polohy a variability lze tvar rozdéleni dat popsat i dalsimi charakteris-

tikami tvaru rozdéleni.

- Tyto charakteristiky jsou zalozeny na tfetim a ¢tvrtém centralnim empirickém

momentu a nazyvaji Sikmost a Spicatost.

- Krabicové grafy na malé plose poskytnou mnoho informaci o rozdéleni dat a

charakteristikach polohy i variability.

Kontrolni otazky:

Co je znamend nulova Sikmost?
Kdy je sikmost zaporna?

Co to znamend nulova Spicatost?

=W =

Porovnejte krabicové grafy v prikladu 2.13. Lisi se porovnavané skupiny v le-
vém grafu?
5. Porovnejte krabicové grafy v prikladu 2.13. Lisi se porovnavané skupiny v pra-

vém grafu?

Pojmy k zapamatovani:

empirické momenty

centrdalni momenty

sikmost, Spicatost

krabicovy graf (box-plot)
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2.5 Popis vztahu dvou veli¢in
Cil: Po prostudovani této kapitoly byste méli:

e umét nékteré techniky popisné statistiky pro charakterizovani vztahu dvou
veli¢in,

e rozumét pojmu kovariance a korelace.

Pruvodce studiem:

Prostudovéni této casti kapitoly budete muset vénovat asi 2 hodiny.

Dosud jsme se zabyvali charakteristikami a rozdélenim cetnosti hodnot jen jedné
veliciny. Vétsinou vSak na kazdém objektu méfime vice veli¢in a zajimé nas nejen
kazda veli¢ina zvlast’, ale také vzajemné vztahy veli¢in. Hleddme odpovédi na otazky,
zda hodnoty jedné veliciny souvisi s hodnotami veli¢iny jiné, ¢i zda jsou hodnoty
veli¢in na sobé nezavislé. V nasledujicich odstavcich si ukazeme nékteré jednoduché
techniky popisné statistiky, které nam umoznuji vztahy dvou veli¢in postihnout.
Uvidime, ze moznosti popisu vztahu dvou veli¢in jsou zavislé na tom, zda sledované

veliGiny jsou spojité ¢i aspon jako na spojité na né muzeme pohlizet.

2.5.1 Kontingenc¢ni tabulka

Kontingenéni tabulka, tj. dvourozmérna tabulka rozdéleni cetnosti je zédkladni moz-
nost, jak zachytit vztah dvou kategoridlnich veli¢in. Mame-li dvé nominalni veli¢iny
X.,Y, kde X muze nabyvat hodnot x, xs, ... x¢c a velicina Y muze nabyvat hodnot
Y1,Y2,---Yr , pak rozdéleni cetnosti pozorovanych hodnot muzeme vyjadrit tabul-

kou 8. Hodnoty n;; jsou absolutni cetnosti, tzn. pocty sledovanych objektu, kdy

Tabulka &: Rozlozeni ¢etnosti hodnot velicin X a Y.

X
T i) ce X ce Tc
Y1 n11 ni2 nyj nic N1e
Y2 Ui 22 Naj Nac M2e
Y Yi 41 42 N5 n;c Tie
Yr nR1 N R2 NRj Ngrc T Re
Te1 Te2 Tej NeC = Tee

veli¢ina Y ma hodnotu y; a soucasné velicina X mé hodnotu z;. Kromé toho do
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kontingenc¢ni tabulky muZeme zaznamenat tzv. margindlni cetnosti n;, a ne;. Jsou

definovany jako radkové, resp. sloupcové soucty:

c R
Nje = Zn”’ Nej = Zn” (19)
j=1 i=1

Celkovy pocet objektu n je samoziejmé soucet pres vSechna policka tabulky:
R C R c
AT 5 SLTES N ¥ 20
i=1 j=1 i=1 =1

Podobnou tabulku muzeme vytvorit i z relativnich cetnosti. Obvykle se relativni
¢etnosti vyjadiuji v procentech. Vidime, ze jsou tfi moznosti, jak pocitat relativni

cetnosti:

o tzv. celkovd (tabulkovd) procenta: T;; = ] 100,
n

e iadkova procenta R;; = M 100, u kterych fadkovy soucet je 100%,
Nie
e sloupcova procenta Cj; = Mg 100, u kterych sloupcovy soucet je 100%.
nj.

Cetnosti z kontingenéni tabulky muzZeme zndzornit trojrozmérnym grafem. 7 grafu

pak muzeme pomérné snadno usuzovat na souvislost ¢i nezavislost veli¢in.

Priklad 2.14 Dvé skupiny studentu maji vyuku ve ¢tyfech pocitacovych u¢ebnach.
Cetnost navstév ukazuje néasledujici tabulka:

Tabulka 9: Rozlozeni ¢etnosti navstév uceben

ucebna
skupina 1 2 3 4 )Y
1 20 13 17 14 64
2 1 7 10 9 27
by 21 20 27 23 91

Tyto cetnosti jsou znazornény v grafu na obrazku 17.

Je zrejmé, ze stejnym zpusobem jako vztah dvou nomindlnich velic¢in lze i popsat
vztah dvou ordindlnich veli¢in. Dokonce i u metrickych veli¢in muzeme pouzit dvoj-
rozmérnou tabulku cetnosti, pokud metrické veli¢iny predtim uspordadame do tiid.

Takovou tabulku pak nazyvame korelacni tabulkou.
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w

skupina

Obrazek 17: Graf zavislosti dvou nomindalnich veli¢in (Cetnosti z kontingenéni ta-
bulky).

2.5.2 Kategorialni a spojita velicina

Pro takovou dvojici je vhodné charakterizovat polohu, variabilitu, ptip. rozdéleni
¢etnosti hodnot spojité veliciny pro kazdou z pozorovanych hodnot kategorialni veli-
¢iny. Dalsi velmi nazornou moznosti zobrazeni zavislosti spojité veli¢iny na veli¢iné
nominalni je krabicovy graf pro jednotlivé kategorie kategorialni velic¢iny, jak bylo

ukdzdno v odst. 2.4.1.

2.5.3 Dvé spojité veliciny

Nejjednodussi zpusob, jak znazornit vztah dvou veli¢in, je nakreslit jejich bodovy graf
(angl. zy-plot nebo scatter plot). Z grafu vétsinou okamzité vidime, zda hodnoty
jedné veliciny maji tendenci rust s hodnotami druhé veli¢iny nebo klesat ¢i spolu
nesouvisi. Na obr. 16 mame graficky znazornény namérené hodnoty dvou velicin a
také vyznaceny dvé piimky odpovidajici prumérum kazdé veli¢iny a kvadranty, na

které tyto primky déli rovinu, ve které jsou zobrazeny nameéiené body.

Zavislost téchto dvou velicin muzeme charakterizovat ¢iselné pomoci odchylek od
prumeéru:
1 < _ _
Szy = Z(% —7) - (yi — 7). (21)

n—14%
i—1

Charakteristice s,, se fikd kovariance. Vidime, ze body (z;,y;) z I. a III. kvadrantu
zveétsuji hodnotu souctu ve vyrazu na pravé strané rovnice (21), zatimeco body z II.
a IV. kvadrantu hodnotu souctu zmensuji, nebot’ pro né soucin (z; — @) - (y; — 7)
je zaporny. Muzeme tedy usoudit, ze pokud kovariance je kladnd, je mezi velici-
nami kladnd souvislost (s rostoucim z mé y tendenci rust), pokud kovariance je

zaporna, je vztah opacny. Pokud je kovariance blizka nule, neni mezi veli¢inami li-
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Obrazek 18: Graf pozorované zavislosti dvou spojitych veli¢in.

nearni zavislost. Trochu obtize vsak zpusobuje to, ze 1ze tézko posoudit, co znamen4,
ze kovariance je blizka nule. Kovariance neni omezena zdola ani shora, a proto tézko
posoudit, jaké hodnoty jsou dostatecné blizké nule. Problém lze ¢astecné vytesit

zavedenim jiné charakteristiky, korelacniho koeficientu

Ta:y - Sxy (22>

525y

kde s, a s, jsou smérodatné odchylky velicin z a y.

Pro korelaéni koeficient plati —1 < r,, < 1, pficemz hodnoty |r,,| = 1 znamenajf

presnou linedrni zavislost (body v grafu lezi v piimce)- viz obr. 19.

Vidime, ze korela¢ni koeficient je charakteristikou tésnosti linedrniho vztahu dvou
veli¢in. Hodnoty 7,, blizké nule nemusi nutné znamenat nezavislost velicin, zname-

naji pouze to, ze mezi velicinami neni linearni zavislost.
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Obrazek 19: Ruzné tvary zavislosti a hodnoty korelacniho koeficientu.
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2.6 Priklad statistického zpracovani dat

Piiklad 2.15 Ctyfi stochastické algoritmy pro globdlni optimalizaci byly ovéfo-
vany na 6 testovacich funkcich. Vzhledem ke stochastické povaze téchto algoritmu
je nutno testy provadét opakované, proto u kazdé tlohy bylo provedeno 100 opako-
vani. Casova narocnost hledan{ je vyjadiena poc¢tem vyhodnoceni funkce (veli¢ina
ne), presnost priblizeni spravnému feseni je vyjadiena poctem platnych ¢islic naleze-
ného feseni shodnych s fesenim spravnym (veli¢ina lambda). Vysledky numerickych
testu algoritmu jsou v souboru ALGO7_d10.xls, ktery je dostupny zde. Za pfija-
telné priblizeni spravnému feseni je povazovano takové priblizeni, kdy lambda > 4.
Zpracujte prehlednou tabulku zédkladnich charakteristik algoritmu a uloh (prumérnd
casova narocnost, spolehlivost hledani globélniho minima vyjadiend jako pocet opa-
kovani splnujicich podminku lambda > 4. Pomoci krabicovych grafu porovnejte

¢asovou narocnost algoritmu.

Vzdycky je dobré na zacatku nahlédnout do dat a zjistit obory jejich hodnot. V tloze
jsou dvé nomindlni velic¢iny (algoritmus, funkce), jejich hodnoty jsou znakové Fetézce.
Tabulka 10 nam poskytne informaci o celkovém poctu pozorovanych hodnot a o roz-

déleni cetnosti.

Tabulka 10: Data z piikladu 2.15.

Counts section

algoritmus
funkce 8hcl BREST DER debrl8 Total
Ackley 100 100 100 100 400
deJong 100 100 100 100 400
Griewank 100 100 100 100 400
Rastrigin 100 100 100 100 400
Rosenbrock 100 100 100 100 400
Schwefel 100 100 100 100 400
Total 600 600 600 600 2400

Vidime, ze ¢etnost vyskytu jednotlivych hodnot odpovida zadani, tj. 100 opakovani

algoritmu na kazdé tloze.
Zakladni charakteristiky dvou ¢iselnych velicin (ne, lambda) jsou v tabulce 11.

Z poctu pozorovanych hodnot (2400) vidime, ze v datech neni zadna chybéjici hod-
nota, na vsech radcich datové tabulky jsou hodnoty jak lambda, tak ne. Vidime, ze
minimum veli¢iny lambda je rovno 0, tedy nejméné jeden béh algoritmu se nepiibli-

zil dostatecné ke spravnému teSeni. Tyto tabulky jsou pouze pracovni, slouzi nam


http://albert.osu.cz/tvrdik/down/vyuka.html
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Tabulka 11: Popisna statistika pro 2.15.

Variable Summary Section

Standard
Variables Count Mean Deviation Minimum Maximum
lambda 2400 6.69 1.04 0 8.5
ne 2400 30357.39 36564.99 6220 185900

jen ke kontrole dat a ziskani zdkladniho ptehledu o jejich obsahu. Nejsou soucasti

prezentace vysledku statistické analyzy.

Tabulka 12: Spolehlivost v procentech.

Algoritmus
funkce 8hcl BREST DER debrl8
Ackley 100 100 99 100
deJong 100 100 100 100
Griewank 94 100 78 100
Rastrigin 99 100 82 100
Rosenbrock 100 100 100 100
Schwefel 100 100 96 99

Spolehlivost algoritmu je uvedena v tabulce 12, ¢iselné hodnoty jsou pocty béht,
v nichz se hledani dostatecné ptiblizilo spravnému feseni. Vzhledem k tomu, Ze pro
kazdou tlohu bylo provedeno 100 opakovani, je to soucasné i spolehlivost v procen-
tech.

Tabulka 13: Casova nérocnost (primér veliciny ne).

Algoritmus
funkce 8hcl BREST DER debrl8
Ackley 13554 47265 15431 13569
deJong 7257 24511 7357 6973
Griewank 12145 47333 15503 13153
Rastrigin 28529 55082 21813 10711
Rosenbrock 19132 170179 108593 20524
Schwefel 12936 36223 10838 9964

Z tabulky 12 je ziejmé, ze jediné algoritmus BREST dosdhl 100% spolehlivosti na
vsech Sesti testovacich funkcich, algoritmus DER byl naopak vyrazné nejméné spo-
lehlivy. Casové naroky vyjadiené jako prumérny pocet vyhodnoceni tcelové funkce

potiebny k dosazeni podminky ukonceni hledani jsou uvedeny v tabulce 13.

Porovnani casové naroc¢nosti algoritmu na kazdé z testovanych funkci je na ob-

razku 20. Z obrazku vidime, algoritmus BREST byl na vsech tulohach vyrazné nejpo-
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malejsi s casovou naroc¢nosti nékolikrat vyssi nez ostatni algoritmy. Nejméné spoleh-

livy algoritmus DER nebyl na zadné z iloh nejrychlejsi. Zaveér z nasi analyzy tedy je,

55000 30000 -
| =E L
43750 23750 - %
2 32500 1 £ 17500 |
21250 ] 11250 |
] ] ]
1 == = == 1 == = ==
10000 : : s : ‘ 5000 : : : : ‘
8hc1 BREST DER debr18 8hc1 BREST DER debr18
ackley dejong
60000 60000 %
45000 ] % 45000 ]
2 30000 - £ 30000 1 %
15000 | % 15000 | %
] % % ] =
01 : : : : ‘ 0 : : : : ‘
8hc1 BREST DER debr18 8hc1 BREST DER debr18
griewangk rastrigin
200000 - 40000 - %
150000 | %o 31250 -
100000 % © 22500 |
° 1 ]
c ] ]
50000 ] 13750 1 % .
1 ] =
1 — == ] ——]
01 : : : : : 5000 : : : : :
8hc1 BREST DER debr18 8hc1 BREST DER debr18
rosenbrock schwefel

Obrazek 20: Porovnani ¢asové naroc¢nosti algoritmu na jednotlivych funkcich.

ze spolehlivy algoritmus BREST je prilis ¢asové naroény. Algoritmy 8hcl a debrl8

jsou rychlejsi a spolehlivéjsi nez algoritmus DER. Proto povazujeme algoritmy 8hcl

a debrl8 za nejuspésnéjsi v tomto testu a je mozno je doporucit pro dalsi zkoumani

a vyuziti v feseni problému hledani globalnitho minima.
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Shrnuti:

- Vztah dvou veli¢in 1ze prehledné zobrazit prosttedky popisné statistiky:.

- Dulezité je si uvédomit, v jakych skaldch byly sledované veli¢iny méreny a
podle toho volit vhodny zptsob vyjadreni jejich vztahu.

- Graf je nazornéjsi nez ciselné charakteristiky:.

- Pro korelacni koeficient plati —1 < r,, <1.

- Korelacni koeficient je charakteristikou tésnosti linearniho vztahu dvou veli¢in.

- Hodnoty korela¢niho koeficientu blizké nule nemusi nutné znamenat nezavis-

lost veli¢in, znamenaji pouze, ze mezi veli¢inami neni linedrni zavislost.

Kontrolni otazky:

1. Porovnejte krabicové grafy v prikladu 2.13. Lisi se mediany veli¢in v porovna-
vanych skupinach?
2. Proc¢ tii posledni zavislosti na obr. 17 maji vSechny hodnotu korelacniho ko-

eficientu nulovou, a¢ tvar zavislosti je odlisny?

Pojmy k zapamatovani:

- kontingencni tabulka
- kovariance

- korelaéni koeficient

Korespondencni tukol:

Korespondené¢ni ulohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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3 Zaklady pravdépodobnosti

Prozatim jsme se ve vykladu analyzy dat a deskriptivni statistiky obesli bez zna-
losti jakychkoli pojmu z teorie (poc¢tu) pravdépodobnosti. K porozumeéni zdkladum
induktivni statistiky v kap. 4 vSak takové znalosti budou nezbytné. Takze ndm ne-
zbyva nez se pokusit nutné elementy této matematické, tedy formalni a abstraktni
discipliny zvladnout. Povzbuzenim nam muze byt, ze mnoho impulsu k zavedeni
zakladnich pojmu v poc¢tu pravdépodobnosti vychazi z kazdodenniho zivota. Jeden
z prvnich podnétu ke vzniku poc¢tu pravdépodobnosti vysel v 17. stoleti z hazardnich
her. Navic slova pravdépodobnost uziva kdekdo (a vétsinou spravné) v hodnoceni
kazdodennich jevi, aniz by znal formélni definici tohoto pojmu, vystaci s jeho intu-
itivnim pochopenim. Bohuzel s intuici nevystacime, chceme-li uzivat metody induk-
tivni statistiky. A bez téchto metod se neobejdeme v zadném védnim ¢i technickém
oboru zkoumajicim svét, ve kterém zijeme, ale ani v mnoha praktickych ¢innostech,

které zdanlivé nemaji s védou nic spole¢ného.

Pruvodce studiem:

Kapitola o zdkladech poctu pravdépodobnosti je vzhledem ke své obsahlosti a na-

roc¢nosti rozdélena do ¢étyt casti. Celkové jeji studium zabere 15 — 25 hodin.

3.1 Nahodny pokus, ndhodny jev a pravdépodobnost

Pruvodce studiem:

Prvni ¢ast kapitoly vam zabere asi ¢tyti az pét hodin. Pochopeni uc¢iva vam usnadni

¢etné ilustracni priklady.

Kazdodenné se setkdvame s déji, u kterych nevime s jistotou, jakym vysledkem

skonci. Prikladem je tieba

e zkouska k ziskdni Fidi¢ského prukazu (projdeme nebo neprojdeme?),

e zkoumdni vzorku fiéni vody (kolik v ném nalezneme mikroorganismu?),

tehotenstvi (narodi se kluk nebo holka nebo dokonce vice déti?),

rybafeni (jakou rybu ulovime a o jakém rozméru?),

prenos datového souboru v pocitacové siti (probéhne bez chyby nebo bude

prerusen?).
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Obecné se takovy déj s nejistym vysledkem nazyva ndhodny pokus. Spolecnym rysem

nahodnych pokusu je, ze

e vysledkem musi byt pravé jeden z mnoziny alespon dvou moznych vysledk,

e uvazovany pokus je mozno nezavisle a za stejnych podminek opakovat.

Druhou vlastnost vyse uvedené ptiklady beze zbytku nesplnuji, ale v této chvili
se tim nebudeme trapit. Piikladem takového snadno predstavitelného ndhodného
pokusu je hod hraci kostkou, ktery se pravé pro tuto jednoduchost tradiéné uziva

k vykladu zakladu poctu pravdépodobnosti.

Vysledkem nahodného pokusu je ndhodny jev. U hodu kostkou je to napt. ,padla
jednicka“ nebo ,padla sudéd“ nebo ,padlo vice nez 4“ atd. Nahodné jevy oznacujeme
velkymi pismeny ze zacatku abecedy, pripadné velkymi pismeny s indexem. Oznacme

tedy mozné vysledky hodu kostkou takto:

FE,  padla jednicka
FE5  padla dvojka
E3  padla trojka
E, padla ctytka
FE5 padla pétka
E¢ padla Sestka.

Jiny vysledek nastat nemuze, kostka spadnout musi. Zédny z jevu E;,i = 1,2, ..., 6,
neni slozen z jinych jevu, nelze jej déle rozlozit, ani nemohou nastat zadné dva takové

jevy soucasné. Rikdme, ze jevy E; jsou elementarni jevy.

Ale jev B, ,padne suda“ je slozen z jevu FE,, E, a FEg, tikdme, ze je sjednocenim

téchto jevi, coz zapisujeme B = Fy U Fy U Eg.

Sjednocenim vsech elementarnich jevu dostaneme jev jisty - oznacime jej symbolem
U, tedy v nasem piikladu U = E; U E; U ... U FEg.

Jev, ktery nastat nemuze (napf. na kostce nemuze padnout sedmicka), nazyvame

jevem nemoznym a znacime jej ().

Uvazujme jev B - ,padne suda“. O jevu A -  nepadne suda“ fikame, ze je opacngm
(komplementdrnim) jevem k jevu B, oznacujeme jej B (non B), takze miizeme psat
A = B. Je ziejmé, ze sjednocenim jevu B a jevu opacéného, tj. B, je jev jisty,
BUB=U.

Jev B, .padne sudd“ a jev C, ,padne lichd“, nemajf zadny spolecny jev. Rikdme, ze
jevy B a C' jsou neslucitelné (disjunktn?). Naopak, jev B a jev D, ,padne vice nez

4% neslucitelné nejsou, protoze maji spolecny jev Fg. Prunik neslucitelnych jevu je



52 3 ZAKLADY PRAVDEPODOBNOSTI

jev nemozny, coz zapisSeme B N C' = (), zatimco prunikem jevu B a D je jev Eg,
BN D = FEg, ajevy B, D tedy opravdu disjunktni nejsou.
Vztahy jevit podobné jako vztahy mnozin muzeme vyjadrit ndzorné pomoci Venno-

vych diagramu 21:

A

sjednoceni jevi Aa B (AUB) prinik jevi A a B (ANB)
A

A A

neslucitelné jevy A a B opacny jevk A (A)

Obrazek 21: Grafické znazornéni vztaht mezi jevy - Vennovy diagramy.

Uvazujme nyni elementarni ndhodné jevy Ey, FEs, ..., Fy, pro které plati:

a) E;NE;=0proi#j,i,j=1, 2,...,k (kazdd dvojice ruznych elementarnich

jevu jsou jevy neslucitelné),

b) EyUE,U...UE, =U (jeden z téchto elementdrnich jevi musi nastat).

Mnozinu Q = {E), Es,..., Ex} pak nazyvame systémem elementdrnich jevi. Na-
hodnym jevem pak je libovolnd podmnozina mnoziny €. Lze vytvofit 2* riznych
podmnozin (véetné prazdné mnoziny a celé mnoziny €2). Prazdnd mnozina odpovidé
jevu nemoznému, celd mnozina (2 pak jevu jistému. Podle toho, jak jemné (podrobné)
zvolime systém elementdrnich jevu, tak podrobné dokdzeme timto matematickym
modelem nahodného jevu popsat realny pokus. Zde jsme uvedli systém konecného
poctu k elementarnich ndhodnych jevi. Je vsak mozné modelovat ndhodné pokusy
pomoci systému nekonecného (ale spocetného) poc¢tu ndhodnych jevu, ale pro vyklad

zékladu pravdépodobnosti vystacime s kone¢nym poctem elementarnich jevu.

Jelikoz vysledky ndhodného pokusu (tj. ndhodné jevy) modelujeme jako systém pod-
mnozin, muzeme zavést nékteré ¢iselné funkce nahodnych jevu a matematicky od-
vodit (dokézat) pravidla, jak s témito funkcemi poé¢itat. Jednou z takovych funkef je
pravdépodobnost. Pro kazdy ndhodny jev A je pravdépodobnost P(A) funkce (mira)

jevu s témito vlastnostmi:



3.1 Na&ahodny pokus, ndhodny jev a pravdépodobnost 53

a) 0 < P(A) <1 (pravdépodobnost je nezdporna a normovana funkce),
b) P(U) =1 (pravdépodobnost jevu jistého je rovna jedné),
c) Je-li AN B =10, pak P(AU B) = P(A) + P(B) (pravdépodobnost sjednocen{

disjunktnich jevu je rovna sou¢tu pravdépodobnosti jevi).

Tvrzeni a), b), ¢) ozna¢ujeme jako axiomy teorie pravdépodobnosti. Pravdépodob-

nost P(A) méii (ohodnocuje) moznost vyskytu jevu A v ndhodném pokusu.

Je v8ak otdzkou, jak uré¢it ¢iselnou hodnotu P(A). Existuji dvé veelku jednoduché
moznosti. Prvni zpusob je omezen na tzv. jednoduché nahodné pokusy, kdy vsechny
elementéarni jevy jsou stejné pravdépodobné. Pak se tak zvana klasickd pravdépodob-
nost pocita jako podil poc¢tu vysledku piiznivych ny (ve kterych nastane jev A) ku

poctu vsech moznych vysledku n, tj. P(A) = .
n

Priklad 3.1 Uvazujme nahodny pokus hod hraci kostkou. Je ziejmé, pokud mé
genni a isotropni), ze P(E,) = P(Ey) = ... = P(Eg). Necht’ jev A je ,padne suda‘“.
Pak P(A) = 3/6 = 0.5, nebot’ je Sest moznych elementédrnich jevua Ey, Es,..., Eg,

ale jen tii (Ey, Ey, Fg) jsou piiznivé, kdy nastane jev A.

U jinych nez klasickych nahodnych pokusu se musi pravdépodobnosti odhadovat
z pozorovani relativni cetnosti vyskytu jevu A v n nezavislych opakovanich nahod-
ného pokusu, fy = n—A, ny je pocet pokusu, kdy nastal jev A. Pravdépodobnost
P(A) je dana Vztaherr?

P(A) = lim ("—A) (23)

n—oo n

Tomuto vztahu se tiké statistickd definice pravdépodobnosti.

Priklad 3.2 Pokud bychom pravdépodobnost jevu A v predchozim piikladu nebyli
schopni ur¢it uvedenym klasickym postupem (napf. mame podezieni, ze kostka je
zfalgovéna, tzv. ,cinkld®), nezbyvalo by nic jiného nez n-krat hodit kostkou (n je
pokud mozno velké) a zaznamenat pocet vysledku ny, kdy padla suda. Vysledkem
by pak pii n = 600 mohlo byt tieba n4 = 303. Pak bychom P(A) mohli odhadnout

Podobné chceme-li zjistit, jakd je pravdépodobnost jevu, ze ndhodné vybrany muz
z dospélé populace méii alespon dva metry, nezbyva nez vybrat ndhodné n dospélych

muzu a zjistit, jaka je relativni ¢etnost dvoumetrovych dlouhanu.

Z axiomu definice pravdépodobnosti a), b), ¢) bezprostiedné vyplyvaji dalsi vztahy

pro pocitani pravdépodobnosti:
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P(U)=P(AUA) = P(A) + P(A) =1, a tedy

P(A)=1- P(A). (24)

Tento vztah je uziteény, kdyz vypocet P(A) je jednodussi nez vypocet P(A).
Pro libovolné dva jevy A, B plati (viz Vennovy diagramy sjednoceni a pruniku dvou
jevu)

AUB=(ANBYU(ANB)U(A NB). (25)

Na pravé strané rovnice (25) je sjednoceni ti{ disjunktnich jevi, takze podle axiomu

¢) dostaneme:

P(AUB)=P(ANB) + P(ANB) + P(AN B). (26)

Zaroveii vidime, ze A = (ANB)U(ANDB) a B=(ANB)U(AN B). Na pravych

strandch jsou opét sjednoceni disjunktnich jevi a tedy podle axiomu c¢) plati
P(A)=P(ANB)+ P(ANB) a P(B) = P(ANB)+ P(AN B)

a po dosazeni do rovnice (26) dostaneme:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). (27)

Casto nés zajimé pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jiny jev, jev B.
Naprt. pravdépodobnost, ze padne Sestka za podminky, ze padla suda nebo praktic-
tejsi piiklad, jaka je pravdépodobnost onemocnéni (jev A) za podminky, Ze pacient

je ockovén (jev B). Zkusme se na tuto situaci podivat nejdiive pres relativni ¢etnosti.

V n pokusech nastal jev B np-krat. Soucasné s jevem B nastal jev A nanp-krat.

Relativni ¢etnost jevu A za podminky, ze nastal jev B je

NaAnB

fap = — (28)

tedy také

(29)

Vime uz, ze pravdépodobnost je vlastné jakymsi abstraktnéjsim pohledem na rela-
tivni Getnost, takze podminénd pravdépodobnost P(A|B) jevu A za podminky B je
definovana podobné jako jsme definovali relativni ¢etnost podminénou ockovanim:

P(AN B)

P(AIB) = =55

(30)
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S pomoci podminéné pravdépodobnosti muzeme zavést pojem nezdvislosti jevi. Jev
A je nezavisly na jevu B a naopak, jev B je nezavisly na jevu A, tedy jevy A, B
jsou nezavislé, kdyz podminénd pravdépodobnost P(A|B) na jevu B nezavisi, tedy
P(A|B) = P(A), podobné i P(B|A) = P(B). Pak z definice podminéné pravdépo-

dobnosti pro nezavislé jevy plati

P(ANB) = P(A) - P(B). (31)

Vztah (31) je navodem, jak pocitat pravdépodobnosti pruniku nezdvislyjch jevi.

Priklad 3.3 Jaka je pravdépodobnost, ze ve dvou hodech kostkou padne dvakrat

Sestka?

Necht’ A je jev, ze Sestka padne v prvnim hodu, B je jev, ze Sestka padne v druhém
hodu. Jelikoz jde zfejmé o nezéavislé jevy (kostka nemé pamét’, takze druhy hod neni

ovliviiovdn vysledkem prvniho hodu),
P(AnB)=P(A)- P(B) =

Priklad 3.4 Jaka je pravdépodobnost, ze ve dvou hodech kostkou padne soucet
hodnot alespon 77

Postup je obdobny jako v predchozim piikladu, vétsi pozornost ovsem vénujme
urceni ptiznivych vysledku jevu. Priznivé vysledky zacinaji od kombinace hodnot
443,344, 5+2, 2+5, 6+1, 146 (soucet na kostkach = 7), Vidime, ze 6
muzeme kombinovat se 6 ruznymi s¢itanci, 5 s 5 atd. Vyslednd pravdépodobnost je

) 6+5+4+3+2+1 21 7
pak ddna P(A) = 26 =% =13

Priklad 3.5 Jaka je pravdépodobnost, ze ve dvou hodech kostkou padne sou¢in

hodnot mensi nez 167

Ptiznivé vysledky pro nas piipad od souc¢inu 1 (kombinace 1 x 1) do souéinu 15
(kombinace 5 x 3, 3 x 5). Postupné tak s¢itame kombinace hodnot na kostkéch pro
jednotlivé hodnoty soucinu 1, 2,...15, pficemz vysledny soucin 7, 11, 13, 14 nikdy

nenastane:

_1+2+2+3+2+4+2+1+2+4+2_§
N 36 36

P(A)

Dalsim uzitecnym vztahem je véta o upiné pravdépodobnosti. Mame-li jevy

Ay, Ag, ..., Ax (nemusi byt elementarni), pro které plati:
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a) AiNA;=0proi#j, i,j=1,2,....k (jevy v kazdé dvojici ruznych jevu

jsou jevy neslucitelné)

b) AjUAyU...U A, =U (Pokud jevy Ay, As,..., Ag spliuji podminky a), b),

fikdme, Ze tyto jevy tvoii rozklad jevu jistého nebo ze tvoii systém jevi)

c) P(A;) >0 pro vsechna i =1, 2,... k,

pak pro libovolny jev C' plati

P(C) = Y P(CIA) - P(4). (32)

i=1
Tuto vétu o uplné pravdépodobnosti muzeme snadno dokazat:

Podle pravidla o s¢itani pravdépodobnosti neslucitelnych jevu je

k

P(C) =) _P(CNA)

i=1
a po dosazeni z definice podminéné pravdépodobnosti (30) dostaneme vztah (32).

Ke stejnému vztahu (32) dojdeme i zcela odlisnou ivahou. Uvazujme michani k vstu-

pujicich mnozstvi obsahujici latku C' a necht’ relativni mnozstvi i-tého vstupu je
k
P(4;), Z A; = 1, koncentrace latky C' v i-tém vstupu necht’ je P(C|4;), P(C) je

=1
pak koncentrace latky C' ve vysledné smési - viz obrazek 22 pro k = 2. Vyjadiime-li
koncentraci P(C') z latkové bilance (aplikujeme zékon zachovani hmoty), dostaneme
vztah (32).

Koncentrace = P(C) P! Cl4, )

P(A4,)

mnozstvi =1
P(Cl4,)

Obréazek 22: Koncentrace latky.

Bilance slozky C' je vyjadiena rovnici

P(C)-1=P(C|Ay) - P(A1) + P(C|Ay) - P(Ay), coz odpovida rovnici (32).
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Piiklad 3.6 Smichdame 3 litry 50% slivovice s 2 litry 60% slivovice. Jakd bude
vyslednd koncentrace etanolu ve vysledné smési (za predpokladu, ze pii michani

nedochazi ke zméné objemu)?

P(C) -1 = P(CIAY) - P(AL) + P(CAs) - P(Ay) — 20 .3, 80 2 2T 0y

Takze vysledkem je 54% slivovice.

Z podminéné pravdépodobnosti dojdeme i k dalsimu ¢asto uzivaného vztahu, Baye-
sovu vzorci (Bayesové véte). Pokud jevy Ay, A, ..., A jsou rozkladem jevu jistého,
P(A;) > 0a P(C) > 0, pak pro libovolné j =1, 2,...,k plati

P(C|A;) - P(A;)

Z P(C|A;) - P(A;)

P(A|C) = (33)

Bayesuv vzorec muzeme snadno dokdzat, jelikoz jak P(A;) > 0, tak i P(C) > 0,

z definice podminéné pravdépodobnosti dostaneme
P(A;NC) = P(4;]C) - P(C) = P(C|4;) - P(4;),

P(C|4;) - P(A;)
PlC)

tedy P(4,|C) =

Kdyz za P(C') dosadime z véty o uplné pravdépodobnosti (32), dostaneme Bayesuv

vzorec (33).

Pokusme se trochu vysvétlit, k ¢emu se Bayesuv vzorec pouziva. Nékdy se tika, ze
s jeho pomoci pocitame pravdépodobnost pri¢in. Vrat’'me se k nasemu piikladu o mi-
chani slivovice. Jevem C' je ,nahodné vybrana molekula z vysledné smési je molekula

etanolu”, pak P(A;|C) je pravdépodobnost, ze tato molekula pochazi z nadoby j.

Uvazujme analogicky nésledujici piiklad (poznamka pro biology - piiklad je smys-

leny, takze idaje z ného neodkazujte jako pozorovana fakta).

Piiklad 3.7 Cépi k ndm pfilétaji tFemi cestami, pres Bospor (prileti tak 20%
viech ¢apu, z toho je 3% cernych), pres Sicilii (prileti tak 30% vsech ¢apu, z toho
je 4% cernych) a pres Gibraltar (prileti tak 50% vsech ¢apu, z toho je 5% ¢ernych).
Relativni ¢etnost cernych ¢apu u nas je vlastné odhad pravdépodobnosti jevu C'
,hahodné vybrany ¢ap na tzemi nasi republiky je cerny“. Zpozorujeme-li u nas cer-
ného ¢dpa (nastal jev ('), samoziejmé nemuzeme s jistotou urcit, kterou ze tif cest
priletél (pokud to neni jeden z nékolika malo ¢dpu, ktefi jsou vybaveny vysilac-
kou a jsou sledovani v ramci projektu Africkd Odysea), ale dosazenim do Bayesova
vzorce muzeme spocitat podminéné pravdépodobnosti pro kazdou z téchto tif cest -

P(A1]C), P(A:|C), P(A5]C)
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° P(A1|C> _ P(C‘Al)'P(Al) _

> P(CIA) - P(4)

B 0.03-0.2 ~0.006
~0.03-0.2+0.04-0.34+0.05-0.5 0.043

=0.14

° P(A2|C> _ P(C‘AQ)'P(AZ) _

> P(CIA) - P(4)

0.04-0.3 ~0.012

= = =0.28
0.03-0.2+0.04-0.34+0.05-0.5 0.043

° P(A3|C) _ 5(0‘A3)'P(A3) _

ZP(C\AJ - P(A;)

B 0.05-0.5 ~0.025
~0.03-0.2+0.04-0.3+0.05-0.5 0.043

= 0.58

Vidime, ze pravdépodobnost toho, ze ¢erny cap prilétl pres Gibraltar je zhruba
ctytikrat vétsi nez pravdépodobnost, ze priletél pres Bospor a zhruba dvakrat vétsi

nez pravdépodobnost, ze priletél pres Sicilii.

Piiklad 3.8 (Komenda, Biometrie, str. 30-31): Jedno promile populace trpi ur-
¢itou chorobou, kterou je mozné prokézat bakteriologicky. Je zaddouci rozpoznat
nositele, aby se zabranilo infekénimu Siteni a prehradily mechanismy prenosu. Bak-
teriologicky test dava pozitivni vysledek u skute¢né nakazenych s pravdépodobnosti
0.98 (tzv. senzitivita testu), negativni vysledek u zdravych jedincu s pravdépodob-
nosti 0.99 (tzv. specificita testu). Spolehlivost a u¢innost testu se hodnoti podle
podilu nositelu infekce zjisténych mezi jedinci s pozitivnim testem a podle podilu

zdravych mezi jedinci, u nichz je vysledek testu negativni.

Nahodné jevy oznac¢ime nasledujicim zpusobem:

C jedinec je infikovan (nositel ndkazy, nemocny)
C jedinec je zdrav (komplementdrni jev k jevu C)
+ jedinec reagoval v testu pozitivneé

— jedinec reagoval v testu negativné (komplementérni jev k jevu +)
Ze zadani ulohy plati

P(C)=0.001, P(+|C)=0.98, P(—|C)=0.99
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Pravdépodobnosti P(C|+) a P(C|—) se pak spocitaji podle Bayesova vzorce

P(+|C) - P(C
P(Cl+) = (HO)-P(C) _ _
P(+|C) - P(C) + P(+|C) - P(C)
0.93 - 0.001 0.00093
= 0,030,001+ 0.01-0999 _ 0.01007 _ V893
a P(—|C) - P(C
PO-) = — PEIC) - PIO) _
P(—|C)- P(C)+ P(—|C)- P(C)
0.99 - 0.999 098001 o

~0.99-0.999 +0.02-0.001  0.93903

Zatimco jedinec nahodné vybrany z populace je nosi¢em choroby s pravdépodobnosti
0.001, bude subjekt s pozitivnim nalezem nosi¢em choroby s pravdépodobnosti 0.089,
tedy s moznosti témér devadesatkrat vyssi. Test funguje jako metoda ,,zhust’ovani

podezrelych®.

Priklad 3.9 V kancelaii jsou tii pocitace, na kterych pracuji sekretarky, kazdy
z PC je jinak vytizeny: prvni zastava 50% préce, druhy 35% a tieti 15%. Kazdé
PC je opatfeno jinym operacnim systémem s jinou pravdépodobnosti napadeni
virem, PC1 (Linux): 3%, PC2 (Windows): 6% a PC3 (10S): 4%.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze do kancelafe pronikne PC virus?

b) Pokud do kancelére pronikne virus, jaké je pravdépodobnost, ze je pres PCl1,
PC2 nebo PC3?

Vysledek prvniho zadani obdrzime dosazenim do vztahu pro tplnou pravdépodob-
3

nost, tedy P(C) =Y P(C|P;)- P(P;) = 0.03-0.5+0.06 - 0.35 4 0.04 - 0.15 = 0.042.
i=1

Je zhruba 4% Sance, ze do kancelaie pronikne PC virus.

Ve druhé c¢ésti feseni pouzijeme vztah Bayesovy véty a dosazenim obdrzime prav-
dépodobnost, ze virus pronikl ptes PC1, PC2 nebo PC3.

P(C|P)-P(P) 0.03-05 0.015

P(P|C) = = = = 0.357
S P(C) 0.042  0.042
P(C|P) - P(P,)  0.06-0.35 0.021

(F2IC) P(C) 0.042 0012 ~ 0
P(C|Ps)- P(P;)  0.04-0.15  0.006

P(P|C) = = = =0.143.

(F]C) P(C) 0.042 0002 ~ 014

Zéveérem lze Tici, ze nejvétsi pravdépodobnost napadeni kancelaie virem je pres PC2,

protoze mé stfedni pracovni nasazeni a nejnizsi uroven zabezpeceni. Zpétné lze ové-
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fit, ze celkova pravdépodobnost, ze virus pronikl pres PC1, PC2 nebo PC3 je rovna
1.

Shrneme-li nase dosavadni poznatky, vidime, ze Bayesovu vétu muzeme uzit pro
zpiesnéni apriornich pravdépodobnosti P(Ay), P(As),..., P(Ag), zndme-li podmi-
néné pravdépodobnosti P(C|A4;), P(C|As),..., P(C|Ax). Témto pravdépodobnos-

tem se tika aposteriorni pravdépodobnosti.

Obecné muzeme Tici, ze pouziti Bayesova vzorce je jeden z postupu, jak resit dia-
gnostickou ulohu, totiz ur¢it pravdépodobnou pricinu pozorovaného jevu C'. Podle
Bayesova vzorce muzeme spocitat pravdépodobnost vSech moznych pfi¢in pozoro-

vaného jevu C a pricinu nejpravdépodobnéjsi pak povazovat za pricinu skutecnou.

Bayesovské metody se v soucasné dobé stale casto uzivanymi postupy v ruznych de-
mografickych, epidemiologickych a environmentalnich grafickych informacnich sys-

témech, zejména k ¢asovému a prostorovému vyhlazovani empirickych cetnosti.

Shrnuti:

- Vysledkem ndhodného pokusu musi byt pravé jeden z mnoziny alespon dvou
moznych vysledku.
- Uvazovany nahodny pokus je mozno nezavisle a za stejnych podminek opako-

vat.
- Vysledkem nahodného pokusu je ndhodny jev.

- Elementarni jev neni slozen z jinych jevu (nelze jej napsat jako sjednoceni dvou

elementarnich jevu).
- Vztahy mezi jevy lze znézornit Vennovymi diagramy jako vztahy mnozin.
- Nahodnému jevu pfitazujeme pravdépodobnost.
- Pravdépodobnost musi spliovat vlastnosti dané axiomy teorie pravdépodob-

nosti.

- Pravdépodobnost sjednoceni neslucitelnych jevu se spocitd jako soucet prav-

dépodobnosti jednotlivych jevu.

- P(A)=1-P(A)

- Pravdépodobnost jevu A se pocita jako podil poctu vysledku piiznivych (ve
kterych nastane jev A) ku poctu vSech moznych vysledku.

P(ANB)
P(B)

- Pravdépodobnost pruniku nezdvislych jevu se spocita jako soucin pravdépo-

- Podminéna pravdépodobnost je definovéna jako P(A|B) =

dobnosti jednotlivych jevu.
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Kontrolni otazky:

1. Co je jev jisty? Jakd je jeho pravdépodobnost?

2. Co je jev opacny? Co vznikne sjednocenim jevu s jevem jemu opacnym?

3. Kdy se pravdépodobnost sjednoceni jevu spocita jako soucet pravdépodobnosti
jednotlivych jeva?

4. Jakou podminku musi splnovat jevy, abychom pravdépodobnost jejich pruniku
mohli spocitat jako soucin pravdépodobnosti jednotlivych jevu?

5. Co musi platit o jevech, abychom mohli uzit vztah pro uplnou pravdépodob-
nost a Bayesuv vzorec?

6. Co jsou nezavislé jevy? Uved’te priklady nezavislych jevu.

Pojmy k zapamatovani:

nahodny pokus, ndhodny jev

- elementarni jev

- jev opacny, neslucitelné jevy

- pravdépodobnost a jeji vlastnosti

- podminéna pravdépodobnost

- nezavislé jevy

- pocitani pravdépodobnosti jevu, klasicka pravdépodobnost
- statisticka definice pravdépodobnosti

- Uplné pravdépodobnost, Bayesuv vzorec a jeho uziti

Koresponden¢ni tkol:

Korespondenéni ilohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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3.2 Nahodna velicina a rozdéleni pravdépodobnosti

Privodce studiem:

Druh4 ¢ast kapitoly vam zabere také asi ¢tyti az pét hodin. Obsahuje fadu klicovych
pojmu, dulezitych pro spravné pochopeni zdkladu teorie pravdépodobnosti a jejich
pozdéjsi aplikaci ve statistice. Pocitejte s tim, ze k této kapitole se budete vracet
a nekteré véci pochopite dukladnéji az pii opakovaném studiu, zejména kdyz bude
motivovano pochopenim aplikace téchto poznatku, se kterym se setkate v dalsich

castech této kapitoly a v kapitolach o induktivni statistice.

Néhodna velic¢ina je kromé pravdépodobnosti dalsi abstraktni predstavou, ktera do-
voluje ndhodnému jevu (tentokrat jen elementdrnimu) prifadit ¢iselnou hodnotu.
Formélné ndhodnd velicina je funkce (zobrazeni) X v systému elementdrnich jevu

), kterd kazdému elementdarnimu jevu E € Q) pritadi pravé jediné realné ¢islo.

Nahodné veli¢iny vétsinou oznacujeme velkymi pismeny z konce abecedy - X, Y, Z, W
apod., zatimco hodnoty, kterych nahodné veliciny nabyvaji, se oznacuji odpovidaji-
cimi malymi pismeny - x,y, z, w ap. Zapis X = x pak ¢teme ndhodna velicina X ma

hodnotu x, podobné Y < y ¢teme hodnota ndhodné veliciny Y je mensi nez y atd.

Pro pochopeni pojmu ndhodnad veli¢ina povazujme ndhodnou veli¢inu za jakysi abs-
traktni pohled na méreni. Méteni totiz spliiuje predstavu ndhodného pokusu - v oka-
mziku, kdy vstupujeme na véhu, nevime presné, jaka bude nase hmotnost (78 kg,
79 kg ¢i jind?); nevime, jakd bude koncentrace oxidu siri¢itého ve vzorku ovzdusi;
jaky bude pocet druhu ptaku odchycenych ke krouzkovani atp. Pozorovana hodnota

neni deterministicka, je ovliviiovana shodou ndhod, nékteré hodnoty jsou pravdépo-

.....

Tim, ze nahodnou veli¢inou umime zobrazit vysledky nahodného pokusu na ¢iselnou
osu, umime elementarni jevy uspotradat. Jelikoz jevu je pritazena pravdépodobnost,
umime pak definovat i rozdéleni pravdépodobnosti. Volné muzeme fici, ze pravdépo-
dobnost jevu jistého, tedy 1, je rozdélena (rozlozena) nad body nebo intervaly ¢iselné

osy. Toto rozdéleni pravdépodobnosti 1ze jednoznacné popsat distribucni funkci

F(z) = P(X < ). (34)

Distribu¢éni funkce je definovana pro vsechny body ciselné osy, tedy pro =z €
(—00, 00). Jelikoz distribuéni funkce je pravdépodobnost, je jasné, ze pro jeji hod-
noty musi platit 0 < F(z) < 1.

Distribuéni funkce je neklesajici, tj. pro xy < xo plati

F(z1) < F(x9). (35)
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Toto tvrzeni snadno dokazeme. Jev X < x5 je sjednocenim disjunktnich jeva X < x;
ar; <X <z, takze

F(I’Q):P(X<ZL'2):P(X<{L‘1)—|—P(l’1§X<JZ2):F(£L'1)+P(JZ1SX<I'2)
(36)

Jelikoz P(x; < X < x3) > 0 (je to pravdépodobnost), plati tudiz F(z1) < F(x3),

tzn. ze distribu¢ni funkce je neklesajici.

Podobné jako v odstavei 1.3 jsme rozlisovali spojité a diskrétni skély (a mérené

veli¢iny), je ucelné podobné rozlisovat i ndhodné velic¢iny na spojité a diskrétni.

Diskrétni (nespojitd) ndhodna veli¢ina muze nabyvat pouze diskrétnich (tj. od sebe
oddélenych) hodnot xy, s, ...,z;. Pravdépodobnostni rozdéleni (a tim i distribuéni
funkce) je jednoznacné uréena dvojicemi hodnot z;, P(X = z;), i = 1, 2,...,k,
tj. tabulkou o dvou sloupcich a k #adcich. Této funkci P(X = ;) definované pro

vSechny hodnoty x1, xs,...,xy, se fikd pravdépodobnostni funkce.

Priiklad 3.10 Priklad pravdépodobnostni funkce pro znamku z matematiky je uve-

den v tabulce 14 a jeji grafické znazornéni vidime na nésledujicim obrazku 23.

Tabulka 14: Piiklad pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkce.

z; | P(X=u;) | F(z) =P(X <)
1 0.20 0.00

2 0.25 0.20

3 0.35 0.45

4 0.15 0.80

5) 0.05 0.95

>5 1

Pravdépodobnostni funkce
04
0.35 ®
0.3
0.25 )
02 e
0.15 ®
0.1
0.05 ®

0
1 2 3 < 5

Obrazek 23: Pravdépodobnostni funkce.
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Distribucni funkce

1
0O oO—
0.8 o—
0.6
0.4 O
02 O—
0
1 2 3 4 5 6

Obréazek 24: Distribucni funkce.

Hodnoty distribuéni funkce diskrétni nahodné veli¢iny pak jsou urceny vztahem

F(z) =Y P(X =), (37)

x;<x

¢ili distribuéni funkee je schodovité funkce s vyskou ,,schodu” rovnou hodnoté P(X =

x;) v bodé z;.

Spojitd nahodnd velicina muze nabyvat vsech redlnych hodnot nebo alespon vsech
hodnot z néjakého konecného intervalu. Hodnoty ndhodné veli¢iny pokryvaji interval

husté, tedy je jich nespoc¢etné mnoho.

Distribuéni funkce spojité nahodné veliciny (také rikame distribuéni funkce spojitého

rozdéleni) se vyjadii ve tvaru

Fla) = / "t (38)

kde f(t) je nezdporna funkce zvana hustota (nebo hustota pravdépodobnosti). Ze

vztahu (38) muzeme odvodit i dalsi vlastnosti hustoty

+oo F
flx)dr =1 a flx) = dd—(m), pokud derivace existuje. (39)
oo x

Piiklad 3.11 Vyznam vztahu (38) Ize ilustrovat obrazkem 25, hodnota distribuéni

funkce v bodé z je rovna obsahu vybarvené plochy vlevo od svislé primky ¢ = .

Jak ukazuje vztah (40), pravdépodobnost, ze hodnota ndhodné veli¢iny je v intervalu

(x1, T3), T1 < g, lze urcit jako rozdil hodnot distribuéni funkce

Play < X < 23) = Faa)— Fla1) = /_ " @)da— /_ Y @)de = / " b )de. (40)
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hustota spojité veliciny 1 distribu€ni funkce spojité velic¢iny
0351
0.3r

0.25

o2t

F(t)

0.15

0.1

0.05

n n . ‘ .
=3 ) -1 X o 1 2 ts

Obrézek 25: Hustota a distribuéni funkce spojité ndhodné veli¢iny.

Priiklad 3.12 Tuto pravdépodobnost muzeme znazornit jako velikost vybarvené

plochy na obréazku 26.

0.4

0.35r

X4 X X

Obréazek 26: Distribuéni funkce.

Povsimnéme si, ze bude-li se zmensovat rozdil (z3 — x1), bude se zmensovat i prav-
dépodobnost P(zqy < X < m5), az pro 1 = x5 bude P(X = z7) = 0, takze plati
P(I1§X<.T2):P(I1<X<SL’2).

Porovnejme graf pravdépodobnostni funkce se sloupcovym grafem relativnich cet-
nosti v kap. 2, resp. graf hustoty pravdépodobnosti s histogramem relativnich cet-
nosti. Vidime, ze obé dvojice grafu popisuji témér totéz - rozdéleni cetnosti hodnot,
rozdil je jen v tom, ze grafy v kap. 2 popisuji rozdéleni pozorovanych hodnot (tzv.
empirické rozdéleni), zatimco grafy v této kapitole popisuji teoretické (modelové)
rozdéleni pravdépodobnosti spojené s abstraktni predstavou ndhodné veli¢iny. Také

vidime, ze distribuéni funkce je obdobou kumulativni relativni ¢etnosti.
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3.3 Charakteristiky nahodnych veli¢in

V kapitole 2 jsme zavedli pro popis pozorovanych dat charakteristiky polohy, va-
riability atd. Analogické charakteristiky existuji i pro ndhodné veli¢iny. Analogii
pruméru je stredni hodnota ndhodné veliciny, E(X). Pokud je vyznam jasny, za-
vorky muzeme vynechat a psat EX. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X je stredni

hodnota definovana jako

E(X)= Z 2, P(X = ;). (41)

Vidime, ze vztah (41) je presnou obdobou vztahu pro vypoéet vazeného pruméru (7),

kdy vyuzivame relativnich ¢etnosti hodnot x;.
Pro spojitou veli¢inu s hustotou f(z) je stfedni hodnota definovédna vztahem

+o0
E(X)= /_ zf(z)dz. (42)

[e.e]

Jestlize mame néjakou redlnou funkci g(z) - napi. logaritmus, druhd mocnina ap.
- pak tato funkce ndhodné veliciny X je opét ndhodna velicina, Y = ¢(X) a jeji

stfedni hodnota je
B(Y) = Elg(X)] = >_ g:) P(X = x) (43)

pro diskrétni veli¢inu X (pochopitelné i velicina Y je diskrétni).
Pro spojitou nahodnou veli¢inu Y = ¢g(X) je pak stfedni hodnota dana vztahem

B(Y) = Elg(x)] = | " @) f(@)d, (44)

o0

kde f(z) je hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.

Charakteristikou variability je rozptyl, var(X), definovany jako stfedni hodnota
druhé mocniny (nékdy iikdme ¢tverce) odchylky od sttedni hodnoty E(X), tedy

var(X) = E[X — B(X)]%. (45)

Odmocnina z rozptylu, var(X), se nazyva smérodatnd odchylka.

Podobné jako jsme v kapitole 2 zavedli empirické kvantily, jsou definovany i kvantily
pro ndhodnou veli¢inu. Kvantil (fikdme p-kvantil) je takova hodnota z(p), pro kterou
plati

PIX <z(p)] >p asoucasné P[X >z(p)]>1—p. (46)
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Kvantil z(0.5) se nazyva (teoreticky) medidn, kvantily x(0.25) a x(0.75) jsou dolni
a horni kvartil. Kvantily, kdy p = 0.1; 0.2; ...; 0.9 jsou decily atd.

Kvantil spojitého rozdéleni s rostouci distribuéni funkei je inverzni funkce k funkci
distribuc¢ni, coz ukazuje nasledujici obrazek. Pro zvolenou hodnotu p nalezneme na

vodorovné ose hodnotu kvantilu x(p).

Obrazek 27: Kvantil jako inverzni funkce k distribuc¢ni funkci.

Dalsi charakteristikou polohy podobné jako u empirického rozdéleni je modus, coz

je hodnota, ve které mé pravdépodobnostni funkce, resp. hustota maximum.

Déle se k charakterizovani rozdéleni nahodné veli¢iny uzivaji momenty. Obecny k-ty

moment je definovan jako

/

p, = E(X"), k=1, 2,...k, (47)

k-ty centradlni moment je

e = B[(X — BX)"]. (48)

Sikmost rozdéleni ndhodné veli¢iny se charakterizuje hodnotou

E[(X — EX)?
o= 2] _ [( ) } 7 (49)
p/H2  var(X)y/var(X)
a Spicatost rozdéleni je charakterizovana jako
E[(X — EX)*
=t g Ell g (50)

T [var(X)]?
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Pro charakteristiky nahodnych velicin muzeme odvodit celou fadu uzite¢nych
vztahu. Nékteré z téchto vztahu zde uvedeme bez dukazu, ktery je ponechan pro

samostatnd cviceni.

E(X+Y)=EX)+ E(Y) (51)

Stredni hodnota souc¢tu nahodnych veli¢in je rovna souctu stfednich hodnot. Je
ziejmé, ze podobny vztah plati i pro vice nez dva sc¢itance. Pro diskrétni velic¢iny
X, Y muzeme vztah (51) snadno dokézat:

E(X+Y)= ZmeLy] ) (Y =y;)] =

:inzp[(X: ;) N (Y =y;) +ZZ% X=z)N(Y =y;)] =
= 3P =)+ P =) = BX) + BOY).

Piiklad 3.13 Platnost vztahu (51) ilustruje néasledujici priklad, ve kterém jsou
znazornény realizace vybéru ze dvou nahodnych velicin X a Y o velikosti n = 10,
viz tabulka 15. Pro tyto vybéry spocitdme prumeéry, poté spoéitame prumeér i pro

soucet vybéru predstavujici realizaci X + Y a zjistime, ze se rovnaji.

Tabulka 15: Ptiklad platnosti vztahu (51).

? X Y | X+Y
1 19 23 42
2 25 27 52
3 15 8 23
4 30 28 o8
) ) 12 17
6 12 11 23
7 17 17 34
8 23 21 44
9 7 29 36
10

28 9 37
prumeér | 18.1 | 18.5 | 36.6

Jsou-li a, b konstanty, pak
E(a+bX)=a+bE(X) (52)

nebot’
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E(a+bX) =) (a+br)P(X =) =a ) P(X =x;)+bY x,P(X = ;) =

A 7

=a+bE(X)

a pro rozptyl plati
var(a + bX) = b*var(X) (53)

nebot’

var(a +bX) = E[(a+ bX) — E(a + bX)]* = Ela+ bX —a — bE(X)]* =
Eb(X — BE(X)))? =E[X — BE(X))?* = b*var(X).

Je-li b = 0, pak dostaneme F(a) = a a var(a) = 0.

Pro normovanou ndhodnou veli¢cinu U = X_—E(X) plati
var(X)
EU)=0 a wvar(U)=1, (54)
nebot’
BU) = B ) = L X = B0 = Lt B(X) - B(X)] =0

a pro rozptyl normované nahodné veliciny plati

X — E(X) _ var|X — E(X)] _ var(X)
var(X) var(X) var(X)

var(U) = var|

Dale plati

nebot’

var(X) = E[X — B(X)]? = B[X? - 2XE(X) + (E(X))?] =
= E(X)? = 2B(X)E(X) + (E(X))* = BE(X?) = [E(X)].

Rozptyl nahodné veliciny muzeme tedy vyjadrit jako rozdil stfedni hodnoty jejiho

¢tverce a Ctverce stfedni hodnoty.

V odstavei 2.5 jsme se zabyvali vztahem dvou veli¢in (dvou sloupcu datové matice).
Podobné muzeme popsat vztah dvou ndhodnych veli¢in (X, Y'). Této dvojici se tika
dvourozmérny ndhodny vektor. Rozdéleni ndhodného vektoru je popsano sdruZenou
distribucni funkci

Fxy(z,y)=P(X <z, Y <vy). (56)

Oznaceni (X < z, Y < y) znamend ndhodny jev, ze ndhodnd veli¢ina X nabyva

hodnot mensich nez x a soucasné Y nabyva hodnot mensich nez .
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Rozdéleni diskrétnich nahodnych vektoru lze popsat i sdruZenou pravdépodobnostni
funkei P(X = z;,Y = y;) definovanou pro vsechny mozné dvojice hodnot (z;,y;),
jichz ndhodny vektor muze nabyvat. Sdruzend pravdépodobnostni funkce je tedy
dvourozmérnd tabulka obsahujici hodnoty pravdépodobnosti (16).

Tabulka 16: Sdruzena pravdépodobnostni funkce.

X

T To To margin.
y1 |P(X =x,Y =1y)|P(X =22,Y =w1)|...| P(X =2¢,Y =vy1) | P(Y =11)

Y|y |[P(X=2,Y =) |[P(X =22, = 1) |..

JP(X =20,Y =) | P(Y = y9)

yr |P(X =x1,Y =yg)|P(X = x9,Y =yg)|...|P(X =20,Y =yg)|P(Y
marg. P(X = ;) P(X = x9) .

Yr)

Rozdéleni spojitého vektoru popisuje sdruzend hustota fxy (z,y), pro kterou plati

Fxy(z,y) = /_1 /_io fxy (u,v)dudv. (57)

Priklad 3.14 Priklad grafického znédzornéni sdruzené hustoty dvourozmérného na-
hodného vektoru je na obrazku 28.

1

08 04
| E—

0 002 004 008 O

e

f(x.y)

S P

Obrazek 28: Sdruzend hustota dvourozmérného ndhodného vektoru
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Hodnota distribu¢ni funkce v bodé (x,y) v souladu s (57) je rovna objemu télesa,
které vznikne pravoihlym vykrojenim préavé v tomto bodu (z,y). Celkovy objem

télesa pod plochou sdruzené hustoty je samoziejmé roven jedné.

Podobné jako jsme v kapitole 2 zavedli marginalni ¢etnosti, i zde dojdeme k margi-

ndlnimu rozdélent.

Margindlni distribucni funkce jsou

F(z) = yli_g)lo[ny(x,y)] a F(y)= lim [Fxy(z,y)]. (58)

T—r00

Margindlni pravdépodobnostni funkce pro diskrétni nahodny vektor dostaneme séi-

tanim pravdépodobnosti ptes cely sloupec, resp. fadek, tedy

ZP =z;,Y =y;) a P ZP =2;,Y =y,)

(59)
a podobné pro spojity vektor jsou margindlni hustoty
+oo +oo
fx(x) = fxy(z,y)dy a fyr(y) = fxy (z,y)de. (60)

Nyni muzeme zavést dulezity pojem - nezdvislost dvou nahodnyjch veli¢in. Nahodné
veliciny X, Y jsou nezduvislé, kdyz jsou nezavislé dva nahodné jevy, jev X < z a
Y < y. Jak vime z odst. 3.1, pravdépodobnost soucasného nastani dvou nezavislych

jevu se vypocita jako soucin pravdépodobnosti kazdého z téchto jevu. Tedy

PI(X <z)n(Y <y)]=P(X <z)-P(Y <y). (61)

Pravdépodobnost na levé strané rovnice (61) definuje sdruzenou distribuéni funkei,
pravdépodobnosti na pravé strané pak marginalni distribu¢ni funkce, takze rovnici

muzeme piepsat ve tvaru (62)
Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y). (62)

Pro nezavislé nahodné veli¢iny plati, ze sdruzena distribuéni funkce je rovna soucinu

marginalnich distribu¢nich funkci.

Také sdruzena pravdépodobnostni funkce dvou nezdvislyjch veli¢in je rovna soucinu

marginalnich pravdépodobnostnich funkeci:

P(X =2,Y =y;) = P(X =m) - P(Y =y;) (63)
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a podobny vztah plati v ptipadé spojitych nezavislych veli¢in i pro sdruzenou hustotu
fxy(z,y) = fx(2) - fr(y) (64)

Nejsou-li dvé nahodné veli¢iny nezavislé, existuje mezi nimi néjaka zavislost. Tato
zavislost neni deterministicka, jde o nahodné veliciny. Rikame, ze zavislost je sto-
chastickd. Vztah dvou ndhodnych veli¢in lze ¢iselné charakterizovat kovarianci (te-

oretickou kovarianci, srovnej s odstavcem 2.5), kterd je definovana

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]. (65)

Pro diskrétni ndhodné velic¢iny se kovariance spocita jako

coo(X,Y) =) (2 — EX)(y; — EY)P(X = z;,Y =) (66)
i
a pro spojité velic¢iny je kovariance

cov(X,Y) = / OO/ Oo(x — EX)(y — EY) fxy(z,y)dxdy. (67)

Z definice kovariance (65) vidime, ze

cov(X,Y) =cov(Y,X) a cov(X,X)=wvar(X). (68)

Kovariance muze nabyvat libovolnych realnych hodnot, nezapornych i zapornych.
Pomoci kovariance vsak muzeme definovat jinou charakteristiku zavislosti dvou na-
hodnych velicin (jejichz rozptyly jsou kladné), korelacni koeficient:
B cov(X,Y)
Vvar(X)y/var(Y)

pro ktery plati |pxy| < 1, ¢ili korelaéni koeficient muze nabyvat hodnot jen z inter-

PxXY (69)

valu [—1, 1]. Ndhodné veliciny X, Y se nazyvaji nekorelované, jestlize cov(X,Y") = 0,

a tedy i korelacni koeficient je nulovy.

Jsou-li velic¢iny nezavislé, jsou i nekorelované. Opacné to vsak neplati, protoze nulovy

korela¢ni koeficient nemusi nutné znamenat nezavislost veliéin.

Pro nezavislé nahodné veliciny X, Y plati, ze

E(XY)=E(X)-E(Y). (70)

Rozptyl sou¢tu dvou ndhodnych velicin je
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var(X +Y)=E[X+Y - E(X+Y))?
= E[(X — B(X))* +2(X - E(X))(Y = E(Y)) + (Y — E(Y))’] = E(X — E(X))*+
+2E[(X — E(X))(Y — E(Y))|+ E(Y — E(Y))? = var(X) + 2cov(X, Y) + var(Y).

El(X - E(X)) (Y—E(Y))P:

Podobné pro rozdil ndhodnych velicin dostaneme

var(X Y)=EX-Y-EX-Y)?=E[(X-FEX))—(Y - E(Y))P =
= E[(X ( )? —2(X EX)Y = EY))+ (Y = E(Y))’] = B(X - E(X)
—2E[(X — E(X))(Y — E(Y))|+ E(Y — E(Y))? = var(X) — 2cov(X, Y) +var(Y

)=
)-

Vidime, zZe rozptyl souctu, resp. rozdilu dvou ndhodnych veli¢in zavisi i na tom, zda

jsou velic¢iny korelovany. Specialné pro nekorelované veliciny vidime, ze plati

var(X +Y) =var(X —Y) =var(X) +var(Y). (71)

Dale, pokud nahodné veli¢ina Y je linedrni funkci ndhodné veliciny X, tzn. ¥ =
bX + a,b # 0, pak plati

1 je-lib>0
PXY = PXbX+a = . (72)
-1 jelib<0

Platnost tohoto vztahu snadno dokdzeme. Z definice kovariance (65) dostaneme
cov(X,bX 4+ a) = E{(X — EX)[(bX +a) — E(bX 4+ a)]} = E[(X — EX)(bX +
a—bEX —a)] = bE[(X — EX)(X — EX)| = b var(X) a po dosazeni do definice

korela¢niho koeficientu (var(X) > 0) vidime, ze

b var(X) b 1 jellib>0
Vvar(X) B2 var(X) VB2 | -1 jelib<0 .

PXY = PXbpX+a — (73)

Vyjadiime-li tento vysledek slovné, znamend to, ze pro piesnou deterministickou
linearni zavislost dvou veli¢in je jejich koeficient korelace v absolutni hodnoté roven

jedné.
Shrnuti:

- Nahodna veli¢ina je zobrazenim elementdrnich jevu na ¢iselnou osu.

- Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny je jednoznacné definovano dis-
tribuéni funkei.

- Hodnota distribu¢ni funkce v bodu x je pravdépodobnost jevu, ze ndhodna

veli¢ina je mensi nez z, F'(z) = P(X < z).
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Distribuéni funkce diskrétni nahodné veli¢iny je definovéana jako
F(zx) = Z P(X = x;), kde P(X = ;) je pravdépodobnostni funkce.

x;<x
Distribuéni funkce spojité ndhodné veli¢iny je definovana jako

F(x)= [T f(t)dt, kde f(t) je hustota.

Pravdépodobnost, ze hodnota nahodné velic¢iny je v intervalu

(r1, T3), T1 < T3, lze urcit jako rozdil hodnot distribu¢ni funkce

P(z) < X < x9) = F(x2) — F(x1).

Stiedni hodnota diskrétni ndhodné veliciny je F(X) = Z x; - P(X = ;).

Stredni hodnota spojité ndhodné veli¢iny je E(X) = fj;o xf(x)dx.

Rozptyl je definovén jako var(X) = F[X — E(X)]?.

p-kvantil je takova hodnota x(p), pro kterou plati P[X < z(p)] > p a soucasné
PIX > z(p)] 2 1-p.

Pro spojitou veli¢inu je kvantil inverzni funkce k distribuc¢ni funkci.

Stredni hodnota souc¢tu nahodnych veli¢in je rovna souctu stfednich hodnot,
E(X+Y)=EX)+ E(Y).

E(a+0X)=a+bE(X),var(a+ bX) = b*var(X).

var(X) = E(X?) — [E(X)]?.

Pro nezavislé ndhodné veliciny plati, zZe sdruzend distribucni funkce je rovna
soucinu marginalnich distribuénich funkci.

Stochastickou zavislost dvou ndhodnych velicin 1ze ¢iselné charakterizovat ko-
cov(X,Y)

Vovar(X)y/var(Y)

varianci, nebo korelacnim koeficientem, pxy =

lpxy| < 1.
Néhodné veliciny X, Y se nazyvaji nekorelované, jestlize cov(X,Y) = 0, tedy
i korela¢ni koeficient je nulovy.

Nezavislé veliciny jsou nekorelované, naopak to nemusi platit.

Kontrolni otazky:

. Co je to nahodna velicina a jak je definovéno jeji pravdépodobnostni rozdéleni?

. Jaky je vztah distribuc¢ni a pravdépodobnostni funkce, resp. distribuc¢ni funkce

a hustoty?

. Jak se spocita pravdépodobnost, ze hodnota nahodné veliciny je v intervalu

<ZL‘1, $2), T < ZEQ?

. Muze byt hodnota distribu¢ni funkce zapornda?
5. Muze byt hodnota distribué¢ni funkce vétsi nez jedna?

. Co je to stiedni hodnota nahodné velic¢iny?
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7. Co je to rozptyl ndhodné veliciny?
8. Na grafu distribucni funkce spojité nahodné veli¢iny si ujasnéte, jak se urci
p-kvantil.

9. Jsou-li dvé ndhodné veli¢iny nezavislé, co plati pro sdruzenou distribucni

funkci, pro sdruzenou pravdépodobnostni funkci, resp.pro sdruzenou hustotu?

10. Kdy o dvou velicinach tikdme, Ze jsou nekorelované?

Pojmy k zapamatovani:

nahodna veli¢ina

- diskrétni ndhodné veli¢ina, spojitd nahodna veli¢ina

- rozdéleni pravdépodobnosti

- distribuéni funkce, pravdépodobnostni funkce, hustota

- stfedni hodnota

- rozptyl

- kvantil

- sikmost a Spicatost rozdéleni

- nadhodny vektor, pravdépodobnostni rozdéleni ndhodného vektoru
- sdruzena distribucni funkce, marginédlni distribu¢ni funkce
- nezavislé veli¢iny

- stochasticka zavislost

- kovariance, korela¢ni koeficient
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3.4 Priklady diskrétnich rozdéleni

Pruvodce studiem:

Néasledujici ¢ast kapitoly o pravdépodobnosti vam zabere asi tii az ¢tyfi hodiny.
Muzete na tuto ¢ast kapitoly nahlizet jako na aplikaci poznatku z ¢asti predchaze-
jici. Opét pocitejte s tim, ze k této kapitole se budete vracet, nebot’ jeji dukladné

pochopeni je potiebné pii aplikacich induktivni statistiky:.

3.4.1 Alternativni rozdéleni

Toto rozdéleni mé nahodné velic¢ina, ktera nabyva pouze hodnot 0 a 1 s pravdépo-
dobnostmi P(X = 1) =pa P(X =0) =1 — p. Hodnota p, 0 < p < 1, se nazyvé

parametr rozdéleni.

Stfedni hodnotu alternativni ndhodné veliciny snadno uréime podle definice
E(X)=) x-P(X=1)=0-(1-p)+1-p=p.

Podobné rozptyl

var(X) = E[X — E(X)]? = E(X?) = (E(X))* =1-p—p* = p(1 - p).

Priklad 3.15 Piikladem takové nahodné velic¢iny je pocet lvu pii hodu jednou
minci, kdy bud’ padne jeden lev nebo zadny. Parametr tohoto rozdéleni je v tomto
piikladu p = 0.5, E(X) = 0.5 a var(X) = 0.25.

3.4.2 Binomické rozdéleni

Toto rozdéleni mé ndhodna velicina Y, kterd vznikne jako soucet n nezavislych

alternativné rozdélenych nahodnych veli¢in se stejnym parametrem p, tedy
Y =X, Xo, ..., X,.

Stredni hodnota binomicky rozdélené ndhodné veli¢iny je souc¢tem stiednich hodnot

jednotlivych s¢itancu
E(Y)=EXi+Xo+...+X,) =Y E(X;)=np

a rozptyl je opét soucet rozptylu jednotlivych s¢itancu (velic¢iny jsou nezdvislé)
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var(Y) =var(X; + Xo+ ...+ X,) = Zvar(Xi) =np(l —p).
i=1

Hodnoty n a p jsou parametry binomického rozdéleni. Skutec¢nost, ze ndhodna veli-

¢ina Y ma binomické rozdéleni, budeme vyjadiovat zkratkou Y ~ Bi(n,p).

Priklad 3.16 Jednoduchym piikladem takové nahodné veli¢iny je pocet lvu pii
hodu n mincemi, pifi ¢emz pro kazdou minci je pravdépodobnost, ze padne lev,

rovna p.

K pravdépodobnostni funkci binomicky rozdélené veliciny dospéjeme nasledujici iva-
hou. Nahodné velicina Y muze nabyvat hodnoty 0, 1, 2,...,n. Predstavme si, ze
k lvi padne tak, Ze na prvnich k& mincich bude lev, na zbyvajicich (n — k) bude
rub. Pfi tomto vysledku nahodného pokusu bude Y = k, pravdépodobnost tohoto
jevu muZeme spocitat jako p*(1 — p)"~*, jde o nezavislé jevy, tedy ndsobime prav-
dépodobnosti. Stejnou hodnotu nahodné velic¢iny, vsak muzeme dostat i tak, ze lev
padne na jinych k& mincich nez pravé na k prvnich. Téchto k£ minci, na kterych musi
byt lev, aby Y = k, muzeme vybrat (Z) zpusoby, a tak pravdépodobnostni funkci
ndhodné veliciny Y ~ Bi(n,p) lze vyjadiit jako

PY =k)= (k>pk(1—p)”_k,k:: 1, 2,...,n. (74)

Z&apis (Z) ¢teme ,,n nad k“. Plati, ze
n n!
(i) = El(n — k)

Pro k = 0 je definovano (70‘) =1.

nl=1-2-3-...-(n—1)-n (cti ,n-faktorial®).

Pak zjevneé plati (Z) = (nﬁk)

Vyraz (Z) udava pocet moznosti vybéru k prvku z n ruznych prvka, 0 < k < n,

pocet kombinaci bez opakovani.

Priklad 3.17 Zapis dat starsi mechanikou na CD m& 80% Sanci tuspéchu. Jaka je
pravdépodobnost, ze ispésné vypalime prave 12 CD z 207
Jelikoz nés zajima libovolnych 12 CD, dosadime do vztahu (74) a obdrzime P(Y =
12) = (2) - 0.8'2- (0.2)®.
Pof;(e)t rl%zni'fgh i,;ivalrééc%c“ SLD 1z320 urcéime jako (fg) = (280) =
_20:19-18-17-16-15-14-13 _

8-7-6:-5-4-3-2-1
Pak dosadime a obdrzime 125970 - 0.8'% - (0.2)® = 0.0222. Mame asi 2.2% Sanci, ze
bezchybné vypalime prave 12 CD ze 20 pokusu.
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Grafické znazornéni pravdépodobnostnich funkei binomického rozdéleni této veliciny

(n = 20) pro ruzné hodnoty parametru p je na nasledujicim obrazku.
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Obrazek 29: Priklad binomického rozdéleni pro ruzné hodnoty p.

3.4.3 Poissonovo rozdéleni

Toto rozdéleni mé ndhodna veli¢ina Y, ktera muze nabyvat hodnoty £ =0, 1, 2,...

s pravdépodobnosti
)\k
7)\_
k!’
A je jediny parametr tohoto rozdéleni. Stredni hodnota je E(Y) = A, rozptyl je

P(Y=Fk)=e (75)

var(Y) = A. Poissonovo rozdéleni s parametrem A = n - p se casto uziva k aproxi-
maci binomického rozdéleni Y ~ Bi(n,p), kdyz n je velké a p je malé. Doporucuje
se, aby bylo n > 30 a p < 0.1. Smysl této aproximace je zejména v usnadnéni vy-
poctu pravdépodobnostni funkce v aplikacich, nebot’ Poissonova rozdéleni se uziva

k modelovani pozadavku hromadné obsluhy, po¢tu poruch technického zarizeni atd.

Priklad 3.18 Chceme s pomoci starsi vypalovaci CD mechaniky zapsat na CD
plnych 700 MB dat. Vime, ze Sance na tuspésné zapsani dat do 10 minut je s ohle-
dem na starsi HW pocitace pouhych 10%. Jak4 je pravdépodobnost, ze bude 6 CD

z celkem 50 tspésné zapsanych v case do 10 minut?

S pomoci binomického rozdélen{ dojdeme k vysledku P(Y = 6) = (7)0.16(0.9)* =
15890700 - 3.38 x 1079 = 0.1541.
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S pouzitim Poissonova rozdéleni pak obdrzime (za predpokladu, ze A = n - p = 5)
56

P(Y =6) = 6_56 = 0.1462.

Vidime tedy, ze vysledné pravdépodobnosti se prili§ nelisi. Obrazek 30 ukazuje, ze

je shoda obou rozdéleni docela tésna.

0.2

0.18
0.16
0.14 -
0.12
0.1 R
0.08
0.06 &
0.04

D
%O

*0

O

5 5
0.02 *

O—444——————QQ®Q@QQQQ@Q@Q@&@&QQQ@Q@&@&@&Q@Q@Q@QQQ@&Q
1 11 21 31 41

o Binom x Poisson

Obrazek 30: Pravdépodobnostni funkce binomického X ~ Bi(50,0.1) a Poissonova
rozdéleni A = 50 - 0.1 = 5.

3.4.4 Rovnomérné diskrétni rozdéleni

Toto rozdéleni ma nahodna velicina X, kterda muze nabyvat k£ ruznych hodnot
1, Ta, ..., Tk, pricemz kazda hodnota je stejné pravdépodobna, tj. pravdépodobnost
jevu jistého je rozdélena rovnomérné mezi vSechny elementarni jevy. Pravdépodob-

nostni funkce ma tedy tvar
i=1,2.. . k. (76)

Toto rozdéleni je napiiklad modelem pokust hazeni minci (k = 2) nebo hézeni hraci
kostkou (k = 6).

Stfedni hodnota rovnomérné rozdélené diskrétni nahodné veli¢iny je pak
k 1 F
E(X)=) z;-P(X =z;) = szi,

i=1 =1

a rozptyl je
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Priklad 3.19 Specialné pro hod kostkou je stfedni hodnota

6 6

E(X)=) z;-P(X=mz)=-) z;=—=35

i=1 =1

a rozptyl

3.5 Priklady spojitych rozdéleni
3.5.1 Rovnomérné spojité rozdéleni

Spojita nahodna velicina X m& rovnomeérné rozdéleni, jestlize hustota pravdépodob-

nosti je na intervalu hodnot (a, b) konstantni a mimo tento interval nulové, tj.

L proa<ax<b

flay=4q"" "~ . (77)
0 jinak

Graf takové hustoty je na obrazku 31.
f(x)

a b X

Obrazek 31: Graf hustoty rovnomérného rozdéleni.

Distribué¢ni funkce rovnomérné rozdélené nahodné veliciny X je

prozx < a
1
b—a

0
F(z) = P(X<x):/$f(t)dt: (x—a) proa<z<b, (78)
1

prox > b

N
AN
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F(x)

F(Y(}}

a X b X

Obréazek 32: Graf distribu¢ni funkce rovnomeérného rozdéleni.

tedy pro zvolenou hodnotu zy € (a, b) je to plocha obdélniku pod grafem funkce
hustoty vlevo od hodnoty z( - viz obrazek 33.

J(x)

|

a X b X

Obrazek 33: Hustota rovnomérného rozdéleni v bodé xg.

Hodnota distribu¢ni funkce v bodu zq je obsah sedé plochy pod hustotou.
Zéakladni charakteristiky rovnomeérné rozdélené nahodné velic¢iny jsou
B(X) 1 / b J a+b
= rar =
b—a J, 2

var(X) = E(X?) — (B(X))? = bia/ r2dr — (a-zb)Q _ (b IQCL)Q.

Priklad 3.20 S pomoci rovnomérného spojitého rozdéleni lze tesit zejména pii-
klady s ¢asem. Autobus ¢. 37 jezdi ze zastavky U viaduktu pravidelné kazdych 15
minut. Jaka je pravdépodobnost, ze kdyz ptijdu na zastavku, budu ¢ekat méné nez

10 minut?

K teseni ptikladu vyuzijeme obrazek 32, kde a = 0, b = 15 a ¢y = 10 minut. Chceme
— 10

tedy zjistit obsah obdélnfku, tj. P(X < 10) = -2~ % — 22 — 0.67. Pokud piijdeme

na tuto zastavku ndhodné, s pravdépodobnosti 67% budeme ¢ekat do 10 minut.

b—a 15
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Je ziejmé, Ze rovnomeérné rozdéleni je symetrické vzhledem ke stfedni hodnoté, a
tedy median je roven stfedni hodnoté. Modus neni definovan. Jelikoz distribuéni
funkce na intervalu [a, b] roste linedrné, jsou i mezi po sobé nasledujicimi percentily

stejné vzdalenosti.

U ruznych programovych produktu (tabulkové procesory, programovaci jazyky, sta-
tistické a simulaéni programy) je dostupny tzv. generdtor nahodnijch cisel. Je to
funkce, jejimz volanim lze ziskat hodnoty ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdéle-
nim. Bézné se setkavame s tim, ze tato funkce generuje hodnoty veli¢iny U z inter-
valu [0, 1), pokud potfebujeme hodnoty z jiného intervalu (a, b), a < b, snadno je
ziskame linearni transformaci X = a+ (b—a)U. Nékteré programové produkty dovo-
luji i generovani hodnot diskrétni ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim, jinak
tyto hodnoty muzeme ziskat vhodnou transformaci (zaokrouhlenim) spojité veli¢iny
X. Je nutno mit na paméti, ze tzv. generatory ndhodnych ¢isel jsou deterministické
algoritmy, tzn., ze jednou vygenerovanou rfadu hodnot jsme schopni pfi stejném po-
catecnim zadani presné zopakovat. Vygenerované hodnoty tedy nejsou, prisné vzato,
nahodné. Proto se nékdy takto vygenerovanym hodnotam iiké pseudondhodnd cisla.
Pri pouziti téchto generatoru je proto namisté jista opatrnost a ovéreni toho, zda

rozdéleni pseudonahodnych hodnot 1ze opravdu povazovat za rovnomeérné.

3.5.2 Normalni rozdéleni

Spojitd ndhodné velicina méa normdind (Gaussovo) rozdélent, jestlize jeji hustota ma

tvar
N Cld D
f(l’)za\/%~€ 20 ) (79)

kde —o0 < = < +00, p,0 jsou redlnd ¢isla, o > 0. Rikdme, ze ndhodnd velicina X

m4 normaln{ rozdélen{ s parametry p a o2, coz ve zkratce zapisujeme X ~ N(u,o?).
Graf hustoty normélniho rozdéleni je na obrazku 34.

Vidime, ze hustota normalniho rozdéleni je symetrickd kolem piimky =z = u, takze
plati f(u—y) = f(p+y) a median x(0.5) = u. Hustota je nejvétsi v bodé p (modus je
roven j1) a od tohoto bodu na obé strany hustota rychle klesa. Tvar hustoty ukazuje,
ze hodnoty blizké p jsou velmi pravdépodobné, zatimco hodnoty od p vzdalené
jsou malo pravdépodobné. Tuto funkci uzil pred dvéma staletimi Gauss k popisu
rozdéleni chyb astronomickych méreni. V prubéhu let se toto rozdéleni ukazalo byt
vhodnym popisem i v mnoha dalsich situacich a ziskalo zasadni pozici v aplikacich
statistiky. Pro toto rozdéleni se zacalo uzivat oznaceni normdlni rozdéleni (nékdy
také Gaussovo). Lze ukézat, ze pro stfedni hodnotu a rozptyl plati EX = p a

var(X) = 02, tedy parametry tohoto rozdéleni znamenaji stfedni hodnotu a rozptyl.



3.5 Priklady spojitych rozdéleni 83

0.000 : T T . 1
u-3c W -26 un-c u u+c u+2c  u+3c
X

Obréazek 34: Graf hustoty normalniho rozdéleni.

M4-li ndhodné veli¢ina X normdln{ rozdéleni, X ~ N(u, o?), potom ndhodn4 veli-
¢inaY = aX+b, a > 0, (tikdme, Ze veli¢ina Y vznikne linedrn{ transformaci veliciny
X) mé opét normalni rozdéleni, avsak hodnoty parametru jsou v dusledku linedrni
transformace odlisné, totiz Y ~ N(ap + b, a*c?).

Zvolime-li specidlné a = L, b = —£, pak nahodnd veli¢ina U = 2= m4 rozdélent

U~ N(0, 1).

Tomuto rozdéleni fikdme normované normdini rozdéleni, nahodné velicina U vznikla
normovanim veli¢iny X, tj. takovou linedrni transformaci, aby EU = 0 a var(U) = 1.
Hustotu normovaného normalniho rozdéleni muzeme vyjadiit po dosazeni do (79)

jako
1 v
flu) = e 2, —oo<u<+00 (80)

V2r

a distribucni funkce normovaného normalniho rozdéleni, pro kterou se vzhledem

k jejimu stézejnimu postaveni ve statistice uziva zvlastni symbol ®, je pak

O(u)=PU <u) = /u eigdt, —00 < u < +00. (81)

1
V2T Jos
Graf hustoty a distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni vidime na ob-

razcich 35.

Distribuéni funkci normovaného normalniho rozdéleni nelze vyjadiit aritmetickym
vyrazem, ktery by umozioval jednoduché vyhodnoceni funkce ®(u) v bodé u a nao-
pak z hodnoty funkce ®(u) zjistit hodnotu argumentu u, jako to bylo mozné u distri-

bucni funkce rovnomérného rozdéleni. U normovaného normalniho rozdéleni je nutno
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Distribuc¢ni funkce

B0 20 1 0 +1  +2 x+3 % 0 +1  +2 X+3

Obrazek 35: Hustota a distribuéni funkce normalniho rozdéleni.

tyto vypocty provadét numerickou integraci. Pro usetfeni prace je vsak funkce ®(u)
tabelovana a tyto tabulky jsou soucasti vétsiny statistickych ucebnic véetné téchto
skript. Kromé toho numerické postupy k vyhodnoceni distribu¢ni funkce normo-
vané¢ho normalniho rozdéleni a také mnoha dalsich rozdéleni jsou soucasti béznych
programovych prostiedki pro statistiku (Excel, NCSS atd.), a tim je jejich vyuzivani

usnadnéno. Statistické tabulky pak nejsou potieba.

Jak vidime z obrazku, hustota normovaného normalniho rozdéleni je symetricka

vzhledem k ose p = 0, takze plati také
O(—u) =1— D(u).

Pomoci distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni ®(u) muzeme vyjadrit
hodnoty distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni pro libovolné dovolené hodnoty
parametri. Kdyz X ~ N(u, 0?), pak pro distribuéni funkci ndhodné veli¢iny X
plati

F(x):P(X<x):P(X_“<x_“):P<U<x_“>:q>(x_“>.
8

o o o o

Tedy zndme-li hodnoty parametrti i a 02, pak pro zndmou hodnotu z umime uréit

hodnotu distribu¢ni funkce v bodé x.

Priklad 3.21 Z dlouholetych antropometrickych vyzkumu je znamo, ze télesnd
vyska dospélych muzu i zen ma normalni rozdéleni. Nasim ukolem je zjistit, jaka
je v dospelé muzské populaci relativni ¢etnost muzu mensich nez 170 c¢m, jestlize
zndme parametry této populace u = 175 cm a 0? = 49 em?. Podobné 1lohy jsou

velmi uzitecné napt. pro tizeni vyroby konfekce, navrhovani nabytku atd.
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Resenfm nasi tdlohy je vlastné zjistit hodnotu distribuéni funkce rozdéleni X ~
N(175, 49) v bodeé 170.

F(170) = @ (1700_ “) - (—g) —1-0 (g)

)
V tabulkach nalezneme ® <?> = 0.762 a tedy F(170) = 0.238. V populaci je zhruba

24% muzu mensich nez 170 em. Na obrazku 36 vidime, jak lze odecist pozadovanou

hodnotu pravdépodobnosti z grafu distribuéni funkce.

170 175 X
Obrazek 36: Znazornéni zastoupeni muzu mensich nez 170 cm.

Pokud bychom vyuzili funkci NORMSDIST v MS Excel, ktera vraci hodnotu distri-
buéni funkce normovaného normalniho rozdéleni, tak zadanim NORMSDIST(5/7) do-
staneme hodnotu 0.762475. Dokonce muzeme uzit funkci NORMDIST, kterd ma ¢tyii
parametry. Prvni je hodnota argumentu, pro ktery chceme urcit hodnotu distri-
buéni funkce, dalsi dva parametry jsou stfedni hodnota a smérodatnd odchylka (!!!)
normalniho rozdéleni. Posledni parametr je logickd hodnota, pokud chceme ziskat
hodnotu distribu¢ni funkce, je potieba zadat hodnotu tohoto parametru PRAVDA
nebo nenulové ¢islo, jinak bychom dostali hustotu. Zadanim NORMDIST(170; 175;
7; PRAVDA) dostaneme hodnotu distribu¢ni funkce v bodé 170, F'(170) = 0.237525.

Priiklad 3.22 Pokud bychom chtéli znat relativni zastoupeni muzu z prikladu 3.21
s vyskou pres 178 centimetru, budeme postupovat tak, ze ur¢ime relativni ¢etnost

muzu do 178 e¢m a odecteme ji od 1.

1 _
P(X >178)=1— F(178) =1 — & ( s “) —1-d (%) = 0.3341 = 33.4%.
g
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Casté jsou tilohy, kdy zndme hodnotu distribuéni funkce F(z) normalniho rozdéleni
N(u, 0?) a hleddme hodnotu argumentu x. Z odst. 3.3 vime, ze hodnoté z(p), pro

kterou plati F'(x(p)) = p, se fiké p-kvantil.

Z definice je ziejmé, ze plati F(z(p)) = p a také ®(u(p)) = p, kde u(p) = z(p) — r
a
Odtud pak x(p) = ou(p) + p, coz je navod, jak urcit p-kvantil ndhodné veli¢iny

X ~ N(u, %), zname-li hodnoty parametru.

Priklad 3.23 Pokud bychom chtéli nalézt p-kvantil rozdéleni z predchoziho pii-
kladu pro p = 0.238, pak v tabulce 22 nalezneme u(0.762) = 0.72, ze symet-
rie rozdéleni je u(0.238) = —0.72 a po dosazeni do z(p) = ou(p) + p dostaneme
x(0.238) = 7- (—0.72) + 175 = 169.96 = 170. V MS Excel funkce NORMINV s para-
metry p, p, o vrati hodnotu piislusného kvantilu, tedy NORMINV(0.238; 175; 7)
vrati hodnotu 170.01.

3.5.3 Rozdéleni Chi-kvadrat

Toto rozdéleni patii mezi rozdéleni odvozena od normalné rozdélenych ndhodnych
veli¢in. Takova rozdéleni se velmi casto uzivaji v tlohéch induktivni statistiky. Roz-
délenf x? (¢teme chi-kvadrat) méa ndhodnd velicina, kterd vznikne souc¢tem druhych

mocnin nezavislych nahodnych velicin normélné rozdélenych.
Presnéji, necht’ Uy, Us, ..., U, jsou nezavislé nahodné veli¢iny a kazdd ma rozdéleni
n

N(0, 1). Potom ndhodn4 veli¢ina X = Z U? mé rozdéleni x? s n stupni volnosti,
i=1
coz zkrécené zapisujeme X ~ x2. Hodnota n je jediny parametr tohoto rozdéleni.

Stfedni hodnota je EX = n, rozptyl je var(X) = 2n.

Hustota je graficky zndzornéna na obrazku 37. Je ziejmé, ze hustota rozdéleni x? pro
hodnoty x < 0 je nulova. Distribuéni funkci podobné jako u normalniho rozdéleni
nelze vyjadiit jednoduchym vyrazem (ostatné i hustota je komplikovany vyraz),
proto je tabelovdna, podobné i kvantily rozdeéleni 2, viz tab. 23. V- MS Excel pro
uréeni kvantiltl rozdéleni y? mtizeme uzit funkci CHIINV, jeji parametry jsou 1 —p a
pocet stupnu volnosti, takze napt. zadanim CHIINV(0.05; 1) dostaneme hodnotu
0.95-kvantilu rozdéleni x? = 3.84145.

S rostoucim n se rozdéleni x? blizi normélnimu rozdéleni s parametry u = n a

0% =2n, x> — N(n,2n).

3.5.4 Studentovo t-rozdéleni

I toto rozdéleni patii mezi rozdéleni odvozend od normalniho rozdéleni. Kdyz na-

hodn4 veli¢ina U mé normované normalni rozdéleni, U ~ N (0, 1), ndhodné veli¢ina
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Obrazek 37: Graf hustoty rozdéleni Chi-kvadrat.

X m4 rozdéleni x? s n stupni volnosti, X ~ x2 a U a X jsou nezdvislé ndhodné

veli¢iny, potom nadhodna velic¢ina

U

VX/n

ma t-rozdéleni s n stupni volnosti, coz ve zkratce zapisujeme 17" ~ t,,. Hodnota n je

T =

jediny parametr tohoto rozdéleni. Toto rozdéleni se také nékdy nazyva Studentovo
rozdéleni podle pseudonymu Student, kterym na zacatku 20. stoleti podpisoval své
statistické préce chemik pivovaru Guiness v Dublinu William Sealy Gosset, jeden
ze zakladatelu aplikaci induktivni statistiky, a to v oblasti nesporné vyznamné —

v zabezpeceni kvality piva.
n

n—2

S rostoucim n se t-rozdéleni blizi normovanému normélnimu rozdéleni, ¢, — N (0, 1),

Pro n > 2 plati, ze stfedni hodnota je ET = 0, rozptyl je var(T) =

pro n > 30 je tvar obou rozdéleni prakticky shodny. Tvar grafu hustoty ¢ rozdéleni

pro ruzné pocty stupnu volnosti vidime na obrazku 38.

Kvantily t-rozdéleni jsou tabelovany nebo je muzeme urcit s pomoci software. V- MS
Excel funkce TINV s parametry 1 — 2p a poc¢tem stupnu volnosti vraci hodnotu p-
kvantilu, napt. TINV(0.05; 25) vréati hodnotu 2.0595.

3.5.5 Fisherovo-Snedecorovo F-rozdéleni

Necht’ X,, a X,, jsou nezavislé ndhodné veliciny, které maji rozdéleni X, ~ x? a

X, ~ x2. Potom ndhodn4 veli¢ina
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Obrazek 38: Graf hustoty Studentova rozdéleni.

Xm/m

y —
X,/n

ma F-rozdéleni s m a n stupni volnosti, ve zkratce to zapisujeme Y ~ F}, ,,. Hodnoty
m a n jsou parametry rozdéleni, m je pocet stupnu volnosti pro c¢itatele, n je pocet
stupnu volnosti pro jmenovatele, na poradi parametru tvar rozdéleni pochopitelné
zZavisi.

2n2(m+n—2
n_2" var(Y) = m(n(— 2)2(n — Z)l)

Hustota F-rozdéleni je graficky zobrazena na obrazku 39.

Pron > 4 plati £Y =

—m=1, n=50
===m=20, n=5|

Obrazek 39: Graf hustoty Fisherova rozdéleni.
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Vzhledem k tomu, Ze ndhodnd velicina Y je podilem velicin X,,/m a X, /n, pro

kvantily F-rozdéleni plati

1

= =)

a déle také plati

Fin(p) = [ta(1 = p/2)]* = [ta(p/2)]*.

Vybrané kvantily F-rozdéleni jsou v tabulce 25. V- MS Excel je pocitd funkce FINV,
p-kvantil dostaneme pri zadani parametru 1 — p, m, n, napt. FINV(0.05; 10; 20)
vrati hodnotu 2.347875, coz je 0.95-kvantil.

3.5.6 Dvourozmérné normalni rozdéleni

Néhodny vektor (X,Y) ma dvourozmérné normélni rozdéleni s parametry

w, v, a2, 7% p (kde 02,72 > 0, |p| < 1), jestlize m4 sdruzenou hustotu

1 [(m—u>2_2p(w—u)(y—1/)+<y—v)2]

1 —
_ 1—p? o oT T
f T,Y) = e
XY( y) 9 1 5

(83)
pro vSechna redlna x a y. Piiklad takové sdruzené hustoty pro parametry p =0, v =

0, 02=1, 72 =1, p =0 je na obrazku 40.

0.15

f(x,y)

7545

Obréazek 40: Graf sdruzené hustoty dvourozmérného normalniho rozdéleni pu =
0,v=0,02=1,72=1, p=0.
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Potom i marginalni rozdéleni jsou normalni,
X ~N(p, 0?), Y ~N(v, 7%), EX = u, EY =71, var(X) = 0?, var(Y) = 72

Hodnota parametru p je rovna hodnoté korelacniho koeficientu pxy. Pro dvouroz-
mérné normdlni rozdéleni plati, ze je-li p = 0 (tedy ndhodné veliciny X a Y jsou

nekorelované), pak jsou i nezdvislé.

Shrnuti:

- Alternativni rozdéleni, vypocet stredni hodnoty a rozptylu.

- Binomické rozdéleni, jeho pravdépodobnostni funkce, sttedni hodnota, rozptyl.

- Poissonovo rozdéleni.

- Rovnomérné diskrétni rozdéleni, jeho pravdépodobnostni funkce, stiedni hod-
nota, rozptyl.

- Parametry rozdéleni.

- Rovnomérné spojité rozdéleni, vztah mezi hustotou a distribucni funkei.

- Normalni rozdéleni, parametry, hustota, kvantily.

- Normované normalni rozdéleni.

- Dvourozmérné normalni rozdéleni, jeho parametry.

Kontrolni otazky:

1. Bylo potieba pro urceni stfedni hodnoty a rozptylu binomicky rozdélené na-
hodné velic¢iny uzit jeji pravdépodobnostni funkci?
2. Jaky je vztah distribuéni funkce a hustoty rovnomérného spojitého rozdéleni?

3. Jaka je pravdépodobnost, ze hodnota nahodné veli¢iny, kterda ma normované

normalni rozdéleni, je v intervalu (=1, 0)?

4. Urcete 0.975 kvantil normovaného normalniho rozdéleni a stejny kvantil ¢-
rozdéleni s 5 a pak i 100 stupni volnosti. Porovnejte tyto hodnoty a zduvodnéte

jejich rozdily.

Pojmy k zapamatovani:

- binomické rozdéleni

- diskrétni rovnomérné rozdéleni
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spojité rovnomérné rozdéleni

parametry rozdéleni

normalni rozdéleni, normované normalni rozdéleni
rozdéleni y2, t-rozdéleni, F-rozdélen{

stupen volnosti
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3.6 O centralni limitni vété

Pruvodce studiem:

Tato ¢ast kapitoly o pravdépodobnosti vam zabere asi dvé az tfi hodiny. Seznamite
se v ni s centralni limitn{ vétou a pomuze vam pochopit, pro¢ je normalni rozdéleni

casto ve statistice vyuzivano jako vhodny model sledované reality.

Normalni rozdéleni ma pro své vlastnosti klicovy vyznam v mnoha aplikacich sta-
tistiky. Jak jsme jiz uvedli, mé-li ndhodna veli¢ina X ~ N(u, o), potom ndhodnd
velicina Y = aX + b, a # 0, ma opét normdlni rozdéleni, Y ~ N(au + b, a’c?).
V ptedchozich odstavcich jsme vidéli, Ze k normalnimu rozdéleni se pro velka n blizi
rozdéleni x?2 a t-rozdéleni. Dals{ dulezitou vlastnost{ normalniho rozdéleni je to, ze
soucet konecného poctu nezavislych normalné rozdélenych nahodnych velicin méa

opét normalni rozdeéleni.

Specialné pro X, Xo,..., X, nezdvislijch ndhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim
N(u, o?) plati

1 n
a) E[-(Xi+Xo+...+X,) :#:M,
1 no?  o?
b — (X1 +Xo+ ...+ X, — = —
) var[-(Xi+Xo+ .+ Xn)] = 5 = —
o1 o’
c) je-li E(Xl +Xo+...+X,), pak Y ~ N(u, —)

K normalnimu rozdéleni se vsSak priblizuje i soucet nezavislych nahodnych ve-
licin z jakéhokoliv rozdéleni. Je to dusledek tzv. centrdlni limitni véty. Jsou-li
X1, Xo,..., X, vzdjemné nezdvislé ndhodné veliciny téhoz (ale jinak libovolného

rozdéleni) se stiedni hodnotou p a rozptylem o2, pak pro kazdé redlné z plati

lim P UlﬁiZ(Xi_M) <z| =d(x).

n—oo

Tzn., ze pro dostatecné velké n se distribuéni funkce nahodné velic¢iny

n

ZXi_E(ZXi) ZXZ‘_”N Z(Xi_ﬂ)
_ =1 i=1 =1 =1
= a no? B ovn

jen nepatrné lisi od distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni. Volné
feCeno, soucet (a tedy i prumeér) vétsiho poctu nezavislych stejné rozdélenych néa-

hodnych veli¢in méa priblizné normalni rozdéleni.
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Priklad 3.24 Tuto skutecnost ilustruje nésledujici priklad na obr. 41, ve kterém
jsou znazornéna empirickd rozdéleni hodnot ziskanych z 1000 nezavislych realizaci
nahodné veliciny YV = l(X1 +Xo+4...+X,), kdy ndhodné veliciny X;, i =1, 2,...,n
meély rovnomérné spoglité rozdéleni na intervalu (0,1), a n bylo postupné rovno
3, 6, 12 a 24. Z histogramu na obrazku vidime, ze s rostoucim n se empirické

rozdéleni stéle tésnéji blizi k normalnimu rozdéleni a také se zmensuje rozptyl.
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Obréazek 41: Rozdéleni vybérovych prumeéru z rovnomérného rozdéleni pro ruzné
rozsahy vybéru.

Centralni limitni véta ma také dalsi ¢asto prakticky vyuzivanou formulaci - apro-
ximaci binomického rozdéleni normalnim rozdélenim. Kdyz ndhodnd veli¢ina Y,, ~
Bi(n, p), pak pro vSechna redlné z

Y, —np

lim P| ——— <z | = O(x).

Y,
Oznacime-li relativni ¢etnost uspéchu f, = —, pak po kréceni zlomku v zévorce
n

¢islem n dostaneme

lim P £<x = d(z),

takze pro dostatecné velké n distribuéni funkce nahodné veli¢iny

fn—D
p(1—p)/n

N
AN




94 3 ZAKLADY PRAVDEPODOBNOSTI

se jen nepatrné lisi od distribuc¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni.

Priklad 3.25 V pruzkumu volebnich preferenci dotazem na 900 nahodné vybra-
nych potencidlnich voliéu bylo zjisténo, ze politickou stranu ABC by volilo 25%
dotazovanych voli¢u. Jaka je pravdépodobnost, ze stranu ABC v celé populaci pre-

feruje alespon 27% volicu?

Jde tedy o to, jaka je pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina f, > 0.27 za predpo-
kladu, ze p = 0.25.

Tuto pravdépodobnost lze zapsat jako

fn_p ):1_(1)( fn_p

PU> =P el
p(1—p)/n p(1—p)/n

), kde U ~ N(0, 1).

Spocitame hodnotu argumentu distribuéni funkce

famp _ 027-025 _ 0.02 s
VP —p)/n /0.25(1 —0.25)/900  1/0.25(1 — 0.25)/900

a v tabulkach nalezneme hodnotu distribu¢éni funkce normovaného normalniho roz-
déleni v tomto bodé, ®(1.39) = 0.92. Hledand pravdépodobnost, ze strana ABC
ziské ve volbédch alespon 27% hlasu, je 0.08.
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Shrnuti:

- Jsou-li Xy, Xo,...,X, nezdvislé ndhodné veliciny se stejnym rozdélenim,

stfedni hodnotou j a rozptylem o2, pak plati

1 no? o
n n n
- Jsou-li Xy, Xo,..., X, nezdvislé ndhodné veli¢iny se stejnym normdlnim roz-

délenim se stfedni hodnotou u a rozptylem o2, pak i jejich primér ¥V =
l(X1 + Xo + ...+ X,,) mé normélni rozdéleni Y ~ N (u, 0—2)

- Iﬂ’;ozdélem' souctu a prumeéru Xq, Xo,..., X, nezdvislych néﬁodnych veli¢in se
stejnym rozdélenim se blizi norméalnimu rozdéleni.

- Pro velké hodnoty parametru n lze binomické rozdéleni aproximovat normal-

nim rozdélenim.

Kontrolni otazky:

1. Kdyz z populace opakované vybereme n objektu, jaké bude rozdéleni prumeéru
téchto vybéru?
2. Jaké budou parametry normalniho rozdéleni, ktery aproximujeme binomické

rozdéleni s parametry n a p?

Pojmy k zapamatovani:

- rozdéleni souctu a pruméru nezavislych velic¢in stejného rozdéleni
- centralni limitni véta

- aproximace binomického rozdéleni normalni rozdélenim

Koresponden¢ni tkol:

Korespondené¢ni ulohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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4 Statisticka indukce

Pruvodce studiem:

Prvni ¢ast této kapitoly je vénovana zakladnim pojmum induktivni statistiky, pre-
devsim nahodnému vybéru a dalsim souvisejicim pojmum a vysvétlime si, co je to

statisticky odhad. Studium této ¢asti vam zabere asi tfi hodiny.

4.1 Zakladni pojmy

Metody induktivni statistiky (matematickd statistika, statistickd indukce) se uzivaji
tam, kde chceme dojit k néjakym tvrzenim o populaci (vyslovit néjakou ,,obecnou
pravdu®), ale k dispozici mdme data jen o ¢asti jedincu této populace, tzv. vgbér. In-
tuitivné je ziejmé (a matematicky dokazatelné, viz Havrének, 1993), ze méame-li data
pouze o casti populace, je vyjadieni ,,obecné pravdy* o celé populaci zatizeno rizikem
nespravného tusudku. Kdykoliv induktivnim uvazovanim zobecnujeme (generalizu-
jeme) zjisténi z dilétho pozorovani na tvrzeni o celku, vzdy je toto tvrzeni zatizeno
nejistotou, ze muze byt nepravdivé. Ale na druhou stranu induktivni uvazovani je

nepostradatelnym postupem v poznavani svéta, ve kterém zijeme.

Priklad 4.1 Muzeme uvést bezpocet prikladu takovych nespravnych nebo pfi-

nejmensim zpochybnitelnych zavéru ziskanych induktivnimi tsudky:

e Po zkusenostech z nékolika kontaktu s némeckymi turisty uzavieme: ,,(Vsichni)

Némci jsou hluéni a prehnané sebevédomi®.

e 7 letmého porovnani nékolika ¢eskych a moravskych vesnic, kterymi projizdime

na dovolené, usoudime: ,Moravané jsou pracovitéjsi nez Cesi“.

Priklad 4.2 Podobné povrchnim induktivnim tdsudkem muzeme dojit k zavérum

typu:

e _Slovaci se radi perou”,

e _Absolventi Ostravské university jsou horsi nez absolventi University Karlovy*,
e V Mad’arsku nejsou blondynky*,

o ,Cesi jsou rasisté”,

e Polaci uméji jen kseftovat®,

e _ Dénové jsou opilci®,

e _Zeny jsou slabsi nez muzi®,
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e _Chlapi nic nevydrzi®,
e _Operacni systém iOS je lepsi nez Linux*,

e Tablety zcela nahradily notebooky*,

Radéji skoncime s ukédzkami povrchniho a problematického induktivniho usuzovani,
mozna nékolika uvedenymi piiklady jsme se nepiijemné dotkli kdekoho v Sirokém
okoli. Snad vsSak tyto priklady dostatecné zietelné ukazuji, ze s povrchnosti v in-
duktivnim uvazovani je nutno tvrdé bojovat a hledat takové postupy, které riziko

nespravného tusudku minimalizuji nebo alespon snizuji.

Jednou z takovych cest snizeni rizika chybného zavéru induktivniho tsudku jsou
metody induktivni statistiky. Tyto metody se opiraji o vysledky teorie pravdépo-
dobnosti. V mnoha situacich védeckého zkoumani, feseni technickych a ekonomic-
kych problému ¢i v mnoha dalsich tlohach jsou tyto metody standardnimi postupy,

nebot’ pravé ony minimalizuji pravdépodobnost nespravného tsudku.

K tomu, abychom metody induktivni statistiky mohli pouzit a dojit tak k co nej-
pozorovani o n jedincich (objektech) z této populace, pti ¢emz téchto n jedincu musi
byt z populace vybrano ndhodné. Pak fikdame, Ze nase pozorovani jsou realizaci nd-
hodného vybéru (angl. random sample). Jelikoz v matematické statistice se vétsinou

0 jiném nez ndhodném vybéru neuvazuje, ¢asto se uziva jen vybér (angl. sample).

Realizace nahodného vybéru vznikne tak, ze

e o zarazeni jedince do vybéru rozhoduje nahoda (nikoliv nase ¢i cizi vule, rozmar

nebo zameér),

e kazdy jedinec z populace ma stejnou pravdépodobnost zatazeni do vybéru.

Mame-li data, ktera jsou realizaci takového ndhodného vybéru, pak muzeme v in-
duktivnim uvazovani vyuzit vysledky teorie pravdépodobnosti, tzn. kvantifikovat

riziko omylu, pfipadné vybrat metodu, kterd riziko omylu minimalizuje.

Nahodny vybeér jedincu z populace 1ze poridit postupem, ktery zname napriklad z lo-
sovani Sportky. Do osudi vlozime reprezentanta kazdého jedince z populace (v pii-
padé Sportky je to 49 stejnych mickt oznacenych ¢isly 1 az 49, ty tvoii tzv. oporu
vybéru), zamichdme a vybereme n jedincu (v piipadé Sportky 6 + 1 micku), a ty
tvori ndhodny vybér. Mechanismus vybéru nemusi byt realizovan fyzickym zatize-
nim, které muzeme nékolikrat mésicné vidét na televizni obrazovce, ale muze byt
simulovan poé¢itacem nebo vytvoren myslenkové - poridime seznam vSech jedincu po-
pulace (opora vgbéru) a jedince do ndhodného vybéru zafazujeme pomoci tabulky

nahodnych ¢isel - viz napt. Likes, 1978.




98 4 STATISTICKA INDUKCE

Uvedeny zpusob konstrukce nahodného vybéru je mozny jen u koneéné populace,
kdy oporu vybéru jsme schopni vytvotit. To neni mozné vzdy, napf. nejsme s to
utvofit oporu vybéru populace mravenci v Ceské republice ani molekul v ovzdusi
Ostravského regionu. Ale i pri vybérech z takovych populaci je nutné respektovat
uvedené pozadavky, tj. o zarazeni jedince do vybéru musi rozhodovat nahoda a kazdy

jedinec z populace musi mit stejnou pravdépodobnost zarazeni do vybéru.

V mnoha vyzkumech byvaji tyto podminky opomijeny a tim jsou pak znehodno-
ceny vysledky statistické analyzy. Tak napi. pacienti jednoho zdravotniho zarizeni
nejsou nahodnym vybérem z populace v dané lokalité, nebot’ o zarazeni do vybéru
nerozhoduje ndhoda, ale pacientova volba lékate a dalsi nenahodné vlivy, navic dlou-
hodobé zdravi lidé viibec nemaji Sanci se do vybéru dostat. Podobné ,,ndhodné od-
chyceni“ lidé na ulici stézi spliuji podminky ndhodného vybéru z méstské populace.
Do takového vybéru se nemohou dostat lidé, ktefi nevychazeji ven a volba mista a
doby ,,odchytu“ ovliviiuje slozeni vybéru, nebot’ zastoupeni lidi v ulicich je ¢asové a
mistné zavislé. Napi. z ,ndhodného” vybéru porizeného u vchodu do menzy v dobé
obéda bychom dosli k zavéru, ze témér vsichni obyvatelé Ostravy maji maturitu
a ze naprosta vétsina jsou studenti. Rovnéz stézi 1ze povazovat za nadhodny vybér
z populace ur¢itého druhu brouku ty, které se podarilo chytit - mozné ty zdatnéjsi
se chytit nepodafilo. Vzorek z vagéonu uhli odebrany z povrchu neni ndhodny vybér,

nebot’ uvnitt muze byt kameni a tomu jsme nedali Sanci k zatazeni do vybéru.

Postup vybéru analogicky losovani Sportky je vhodny pro situace, kdy pocet jedincu
v populaci je znacné vétsi nez pocet jedincu ve vybéru (tzv. rozsah vjbéru). Pokud
pocet jedincu v populaci neni vyrazné vétsi nez rozsah vybéru, mél by byt vyloso-
vany jedinec vzdy vracen do osudi. O tomto postupu konstrukce ndhodného vybéru

fikame, ze je to vybér s vracenim.

Existuje jesté jeden zpusob vybéru jedincu z populace, kterym lze ziskat nahodny
vybér. Je to tzv. stratifikovany viybér. Ten muzeme pouzit tehdy, kdy zndme relativni
¢etnosti jednotlivych vrstev v populaci, napt. ¢etnosti vékovych kategorii, socialnich
urovni apod. Pak muzeme poridit tolik opor vybéru, kolik je vrstev v populaci a
z kazdé vrstvy poridime ndhodny vybér takového rozsahu, aby relativni ¢etnost
jedincu z kazdé vrstvy stratifikovaného vybéru odpovidala relativni ¢etnosti vrstvy
v populaci. Stratifikovany vybér je tedy sjednocenim nahodnych vybéru ze vsech
vrstev populace a rozsahy téchto vybéru jsou urcéeny relativni éetnosti jednotlivych

vrstev v populaci.
Necht’ tedy mame ndhodné vybrano n jedincu z populace a na kazdém jedinci zjist u-
jeme hodnotu jedné velic¢iny (znaku). Namétené hodnoty tohoto znaku (odpovidaji

jednomu sloupci v datové matici, viz kap. 1) jsou realizaci ndhodného vybéru.

Z pohledu matematické statistiky je ndhodny vybér abstraktni pojem, ktery dovo-

luje zobecnit tvrzeni o vSech moznych jeho realizacich. Nahodny viybér je vektor o n
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slozkdch (X, Xo,...,X,), kde slozky tohoto vektoru jsou nezdvislé ndhodné veli-
¢iny s identickym (tj. naprosto stejnym) rozdélenim. V anglické literatute se uziva
oznaceni i.i.d. sample, kde zkratka i.i.d znamena independent identically distributed.
Nahodny vybér v matematické statistice je tedy abstrakce vybéru jedincu z fyzicky

existujici populace a méreni hodnot jedné veli¢iny na téchto jedincich.

Priklad 4.3 Z dospélé muzské populace obyvatel Ostravy vybereme na-
hodné n muzu a zméfime jejich vysku v centimetrech. Ziskdme hodnoty
176, 168, 191,179,.... Na tyto hodnoty pohlizime tak, Ze jsou to hodnoty neza-
vislych nahodnych veli¢in téhoz rozdéleni. Necht’ toto rozdéleni ma stiedni hodnotu
i a rozptyl o2. Pozorované hodnoty jsou vysledkem ndhody, ale tato nahoda se
tidi danym rozdélenim pravdépodobnosti, pozorované hodnoty jsou rozhazeny okolo
sttedni hodnoty. Pozorovanou hodnotu nédhodné veliciny X; (vysledek méfeni na
i-tém jedinci) muzeme vyjadrit jako X; = u + €;, kde p je stfedni hodnota a ¢;
je nahodna slozka, jejiz rozdéleni je totozné pro vSechny jedince vybéru, tj. pro
1=1, 2,...,n.

Z pozorovanych hodnot vybéru (sloupec datové matice, realizace abstraktniho na-
hodného vybéru) muzeme pocitat ruzné vybérové charakteristiky podle formuli, se

kterymi jsme se seznamili uz v kapitole o deskriptivni statistice.

Vybérovym charakteristikam, které muzeme takto spocitat, se tika statistiky.
Obecné muzeme statistiku 7' vyjadrit jako funkci ndhodného vybéru, tedy T° =
T(X1, Xo,...,X,). Tim méme statistiku vyjadifenou obecnéji a muzeme se pak i

obecnéji vyslovit o jejich vlastnostech.

Priklad 4.4 Priklady statistik jsou

R IR
e vybérovy prumér X = — E X,
n
i=1

n

1
e vybérovy rozptyl s? = — (X; — X)2
i—1

Jelikoz statistiky jsou funkcemi nahodnych velicin X, X,,..., X, jsou i statis-
tiky nahodnymi veli¢inami, které maji néjaké pravdépodobnostni rozdéleni, stredni
hodnotu, rozptyl atd. Pravdépodobnostni rozdéleni statistik se nazyvaji vybérova

rozdélend.
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Predpokladejme, ze vSechny nahodné veli¢iny ve vybéru maji stiedni hodnotu p a

rozptyl o2. Pak pro stfedni hodnotu vybérového prumeéru plati

B(X ( ZX) ZE =%u=u, (84)

tedy vidime, ze stfedni hodnota vybérového priuméru je rovna stfedni hodnoté roz-

déleni populace.

Podobné pro rozptyl vybérového pruméru snadno ukazeme

var(X) = ( ZX) = Zvar = ina2 %. (85)

Vidime, ze rozptyl vybérového prumeéru se zmensuje s rostoucim rozsahem vybéru.
Mnoho metod matematické statistiky bylo navrzeno a pouziva se pro analyzu vybéru
z normalné rozdélené populace N(u, o?). Proto uvedeme rozdéleni nékterych vybé-
rovych charakteristik vybértu z normalniho rozdéleni. Vybérovy prumér z normélniho

rozdéleni N(u, 0®) mé opét normélni rozdelent X ~ N(u,0?/n). Pak standardizo-

(s [ ‘s noo, . (1os o1
vand nahodnd veli¢ina U = ——= md normované normalni rozdéleni N (0, 1).

o/v/n
Déle lze ukézat (viz napf. Andel, 1978), ze

= — ~ X?L—l’ (86>

~tp_1. 87
8/\/_ n—1 ( )
Vidime, ze veliciny U a T jsou definovany podobné, pouze na rozdil od veli¢iny
U, kterd mé ve jmenovateli populacni smérodatnou odchylku o (v aplikacich jeji
hodnotu zpravidla nezndme), ma veli¢ina T' ve jmenovateli vybérovou smérodatnou

odchylku s. To je sice ndhodna velicina, ale jeji hodnotu umime spocitat z vybéru.

Dalsimi ve statistice casto uzivanymi vybérovymi rozdélenimi jsou rozdéleni na-
hodnych velicin, ve kterych vystupuje rozdil dvou vybérovych prumeéru. Predpo-
klddejme, ze mame dva nezdvislé vybéry (nemaji zadné jedince, ktefi jsou v obou
vybérech) o rozsahu nj, resp. ng, ze dvou normélné rozdélenych populaci, prvni
populace m4a rozdéleni N(uy, o?), druhd N(po, 03). Pak vybérové pruméry maji

rozdéleni
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Potom i rozdil téchto pruméru ma opét normalni rozdéleni

o o2 o2
X1—X2NN<M1—M2,—1+—2>~ (88)
nq o
Po standardizaci standardizovand ndhodné velicina U mé normované normélni roz-
déleni: o
X — Xy — —
po iz Xemmmm) gy (89)
o, 93
ni no

V aplikacich v8ak vétsinou nezndme hodnoty parametri of, o2. Pak lze vyuzit toho,
ze plati (viz napt. Andél, 1978)

(ny —1)s7  (ng—1)s3

2
O% + O'% ~ Xn1+n2—2' (90>

Pokud nezndmé parametry o7, o3 muzeme povazovat za shodné, tedy o, 02 = o

(rozptyl v obou populacich je shodny), pak ndhodn4 veli¢ina

71 —72 - (,ul - ,u2)
(ny —1)s? 4+ (ny — 1)s3 (1 N 1
ny+ng —2 ny Ny

tedy méa Studentovo t-rozdéleni s n; + ny — 2 stupni volnosti. Tato statistika ma

T =

~ tn1+n2*2‘ (91)

klicovy vyznam v mnoha aplikacich.

Po tomto sezndmeni se zdkladnimi pojmy muzeme fici, ze zdkladnimi tikoly induk-

tivni statistiky jsou:

e odhady parametru rozdéleni populace,

e testy hypotéz o parametrech rozdéleni populace.

Oba tyto typy zakladnich iloh matematické statistiky vysvétlime podrobnéji v na-

sledujicich odstavcich.

4.2 Statisticky odhad

Cilem statistického odhadu je zjistit z vybéru charakteristiky rozdéleni, pripadné
parametry rozdéleni populace. Je to jedna z 1loh statistické indukece, kdy z informaci
o casti populace chceme dospét k tvrzeni, které se tyka celé populace. Vime, ze zde
existuje riziko nespravného tsudku a tkolem matematické statistiky je toto riziko

minimalizovat nebo alespon poskytnout informace o jeho velikosti.

Podivejme se nejdiive na zdanlivé odtazity priklad - terce s vysledky tif strelcu:
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(D
-/

D D
N N,

a) velky rozptyl b) maly rozptyl, c) dobry stielec
kolem stifedu vychylena muska

Vsichni tii se snazili trefit stied terce, z ruznych duvodu (vitr, t¥es ruky, Spatny na-
stroj) se jim to nepodafilo. Pfesto snadno usoudime, ze nejlepsiho vysledku dosahl
sttelec (c), ktery ma maly rozptyl a nevychylenou musku. Pfi statistickém odhadu
jsme v situaci velmi podobné strelcim. Radi bychom z vybérovych dat ,trefili ne-
znamou hodnotu populac¢ni charakteristiky. Je jasné, ze se budeme snazit uzit takovy
nastroj a postup, ktery bude davat vysledky podobné strelci (c¢), totiz uzivat me-
tody odhadu, které ,mii{ na stfed“ a maji co nejmensi rozptyl. Nyni se pokusime

tyto pojmy vyjadrit presnéji.

4.2.1 Bodové odhady

Necht’ ndhodna velicina X ma hustotu f(z, 61,...,6,). Rikdme, ze 6 = 6., . .. .0,
je vektor parametru (bod v p-rozmérném prostoru). 8 € ), pak € je parametricky

prostor.

Funkci f(z, 0) je specifikovan systém rozdéleni, tfeba systém vsech normélnich
rozdéleni N (p, 0?) s riznymi hodnotami parametru p, o2. Kazdému 6 € Q odpovida
jedno rozdéleni z tohoto systému. Ukolem bodového odhadu je nalézt co nejlépe
hodnotu vektoru parametru 6, tzn. nalézt hodnoty jednotlivych slozek 0y,...,0,.
O slozce tohoto vektoru budeme v dalsim textu mluvit jako o parametru a budeme

ji oznacovat 6, tj. bez indexu.

Hodnotu 6 budeme odhadovat néjakou statistikou 7' = T'(X;, X, ..., X,), spocita-

nou z vybérovych hodnot.

Rikdme, ze statistika T je nestranny (nevychyleny) odhad parametru 6, kdyz plati

E(T) = 0, tj. sttedni hodnota odhadu je rovna odhadovanému parametru.

Priklad 4.5 Predpokladejme, ze vSechny nahodné velic¢iny ve vybéru maji stfedni

hodnotu u. Pak pro sttedni hodnotu vybérového prumeéru plati

E(X)=E (%ZX> = %ZE(XD = %MZM-
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Vybérovy prumér je nestrannym odhadem stiedni hodnoty populace.

Priklad 4.6 V tomto prikladu ukazeme, ze vybérovy rozptyl

1 —
2 _ XZ_X2
=) )

i=1

je nestrannym odhadem populaéniho rozptylu o?. Tim bude vysvétleno, pro¢ ve
jmenovateli vyrazu pro vypocet s? je n—1, viz odst. 2.3. Pfedpoklddejme, Ze vSechny

nahodné veli¢iny ve vybéru maji stfedni hodnotu p a rozptyl o2.

E(SQ):nilE zj;(Xi_y)Ql :nilE zj;(Xi_M"',u—y)Q] -
:nilE i((Xi—M)—(X—u)f =
:nilE zn;((Xz—/l)Q—Q(Xi—u)(X—u)+(X_M)2) _
:nilE En;(Xz—u)2—2(X—u)zn;(Xz—M)+zn;(X_ u>2] _
:nilE il(Xz_“)2—Q(X—M)"(X—M)Jrn(Y—u)?] _
_nilE g(Xi_ﬂ)z—n(y—uf] =
:nilE[”UQ—nE@—M)Q]znilE[ncr?_n‘ﬂ:%:aa

Jestlize T, je statistika z vybéru s rozsahem n, pak odhad je asymptoticky nestranny,
kdyz plati le E(T,) = 6, tzn. s rostoucim vybérem je stfedni hodnota odhadu
priblizuje ogh;(()iovanému parametru. Ukézali jsme, Ze 02 je nestranny odhad. Pokud
populaéni rozptyl ¢? odhadujeme druhym vybérovym centralnim momentem (ve

jmenovateli n)

i=1
pak tento odhad neni nestranny (je vychgleny), nebot’ jeho stfedni hodnota

B(My) — n—1

se nerovnd hodnoté odhadovaného parametru o2. Je vSak asymptoticky nestranny,

nebot’
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lim E(M,) = lim {" — 1E(32)} = lim (" — 102> _

n—0o00 n—00 n

Odhad je konzistentni, kdyz pro néj plati

lim P(|T,, — 0| <e)=1, >0,

n—o0

tzn., ze s rostoucim rozsahem vybéru roste pravdépodobnost, ze hodnota statistiky

T, se naléza v blizkosti hodnoty parametru.

Vydatny (eficientnd, nejlepsi) odhad je ten odhad, ktery ma nejmensi rozptyl. Nej-
lepsi nestranny odhad je takovy odhad T', ktery méa nejmensi rozptyl, tj. pro ktery
plati: Necht’ T, T" jsou nestranné odhady a pro kazdé T” plati, var(T) < var(T"),
pak T je nejlepsi nestranny odhad.

V matematické statistice se metody odhadu déli do dvou skupin - momentova me-
toda a metoda mazimalni vérohodnosti. S principy téchto metod se lze seznamit
napt. v knize Cyhelsky et al. (1996), kde jsou tyto metody vysvétleny pristupnou
formou. Odhady ziskané metodou maximalni vérohodnosti, tzv. ML-odhady, maji
radu dobrych vlastnosti, napt. jsou konzistentni, asymptoticky nestranné a asympto-
ticky vydatné. Metoda maximalni vérohodnosti je vyuzivana v mnoha statistickych

programech v odhadu parametru statistickych modelu.

4.2.2 Intervalové odhady

Ukolem intervalového odhadu je uréit interval 01, 0], v némz lezi odhadovany
parametr 6 se zadanou pravdépodobnosti (1 — «). Dvojici hodnot 6;, 6 nazyvame
intervalovym odhadem (mezemi spolehlivosti) a interval [f;, 6;] pak 100(1 — «)-

procentnim intervalem spolehlivosti, jestlize plati

Priiklad 4.7 Ukazeme si nyni postup pii intervalovém odhadu parametru nor-
malniho rozdéleni. Z kapitoly 4.1 vime, ze vybérovy prumeér z norméalné rozdélené

populace N(u, ¢?) ma rozdéleni X ~ N(u, o?/n). Po standardizaci dostaneme
X —yp
o/v/n

§u(1—a/2)> —1-a.

~ N(0, 1).

nahodnou veli¢inu s normovanym normalnim rozdélenim:

X—p
a/vn

Jak ukazuje obrazek 42, plati P (u(a/Q) <
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04

0.35

005 /2 a2 ]

0 A I I I "
-3 -2 -1 0 1 3

u(a/2) u uwl-a/2)

Obrazek 42: Intervalovy odhad parametru stiedni hodnoty.

Pravdépodobnost (1 — a) je pfesné ta hodnota, kterou pozaduje rov. (92) definujici
intervalovy odhad. Proto postupnymi dpravami vyrazu v zavorce jej prevedeme na
tvar odpovidajici rov. (92).

P(u@/2) = <X-p<ull—a/2) =) =1-a,
NG NG

—MS—Y—i—u(l—a/Z)-i) =1-a.

P(—7+M&Um- T

7 <
N

Jelikoz normované normalni rozdéleni je symetrické kolem nulové stfedni hodnoty,
plati u(a/2) = —u(l — a/2), takze po dosazeni a vyndsobeni nerovnosti hodnotou

—1 dostaneme

o

\/ﬁ) —1-a.  (93)

Je dobré upozornit, ze pfi zméné znamének v nerovnici se méni vSechny nerovnosti,

P(Y—u(l—a/?)- p< X +u(l—a/2)

7 <
N

proto se v tomto pripadé vymeéni prava a leva strana nerovnosti.

Tvar rov. (93) odpovida tvaru definice (92), takze interval

- o o

X—u(l—oz/Q)-\/ﬁ NG

je dvoustrannym 100(1 — a)-procentnim intervalem spolehlivosti pro parametr p, tj.

, X +u(l—a/2) (94)

sttedni hodnotu normalniho rozdéleni. Pokud bychom znali hodnotu druhého para-

metru o2, mohli bychom meze spolehlivosti pro zvolené a spocitat z vybérovych dat.

2

V praktickych ulohach vsak vétsinou hodnotu tohoto parametru ¢ nezndme a mu-
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sime ji odhadovat vybérovym rozptylem. Pak zcela analogickym postupem dojdeme

ke dvoustrannému 100(1 — «)-procentnimu intervalu spolehlivosti pro parametr pu

S S
v V|’

kde s je vybérova smérodatna odchylka a t,,_1(1 — «/2) je kvantil t-rozdéleni s n — 1

X —tp1(1—a/2) X +toa(l1—a/2) (95)

stupni volnosti.

Podobné jako jsme zavedli dvoustranny interval spolehlivosti, mohli bychom i zavést

jednostranné intervaly spolehlivosti:

Levym jednostrannygm 100(1 — «)-procentnim intervalem spolehlivosti pro parametr
TR
(—oo, X+t (1—a/2)- %] . (96)

Praviym jednostranngm 100(1 — «)-procentnim intervalem spolehlivosti pro parametr
1%
5-tiall-a/2) 2 4)). (o7)

Pfi odvozeni dvoustranného intervalu spolehlivosti pro parametr o> normélniho roz-

déleni vyjdeme z toho, ze

(n—1)s?

5 ~ X2_,, viz kapitola 4.1, rov. (90).

o
Pak plati, ze

(n—1)s?

P (Xi—l(a/Q) < —— <xi,(1- a/Q)) =l-a

o

Po upravé pak dostaneme

(n—1)s? o (n—1)s*\ W
P(xz_1<1—a/2> =S xz_lm/z)) —loe

a interval

n—1)s? n—1)s?
Xn-1(1—a/2)" x5_4(a/2)
je dvoustrannigim 100(1 — «)-procentnim intervalem spolehlivosti pro parametr o2, tj.

pro rozptyl normélniho rozdéleni.

Priklad 4.8 Predpoklddejme, ze populace ma normalni rozdéleni s neznamymi
parametry u a o2, zkrdcené zapsano N(u, o2). Z vybéru o rozsahu 26 jsme spo-
¢etli prumer 105 a vybérovy rozptyl 25. Nasim tkolem je urcit oboustranné 95 %-ni

intervaly spolehlivosti pro parametry u a o?.
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Interval spolehlivosti pro parametr p ur¢ime dosazenim do (95), ptislusnou hod-
notu kvantilu £95(0.975) = 2.06 nalezneme v tabulce 24, takze oboustranny 95 %-ni

interval spolehlivosti pro parametr p je

5 5
105 — 2.06——=, 105+ 2.06—— , po vycisleni pak ptiblizné [103.0, 107.0].
{ T 54 po vy pak p [ |

2 uréime dosazenim

Oboustranny 95%-n{ interval spolehlivosti pro parametr o
do (97), potiebné hodnoty kvantilii nalezneme v tabulce 23, x35(0.025) = 13.12,

X35(0.975) = 40.65. Tedy oboustranny interval spolehlivosti je

{25.25 25.25

10.64° m] , po vycisleni je tento interval ptiblizné [15.4, 47.6].

Vztah (93) lze vyuzit pro vybéry velkého rozsahu i v situaci, kdy parametr o ne-
zname. 7 kapitoly 3.6 o centralni limitni vété vime, ze prumér vétsiho poctu neza-
vislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in mé priblizné normélni rozdéleni a ze
veli¢ina
f n— P
p(1—=p)/n
ma piiblizné normované normélni rozdéleni N (0, 1), statistika f,, znamend relativni

¢etnost hodnot 1 ve vybéru o rozsahu n z populace, kterd ma alternativni rozdéleni

s parametrem p. Pro velké vybéry tedy z rov. (93) priblizné plati, ze

n

P(fn—u(l—a/Z) @Spéﬁﬁ—u(l—aﬂ) M)zl—a. (99)

Nestrannym odhadem rozptylu a tedy dvoustranny 100(1 —

p(L—p) . full—fn)
je
n—1
a)-procentni interval spolehlivosti pro parametr p je

[fn—uu_a/z),/M;—__lm, ot ull— a/2) %] (100)

Priklad 4.9 V pruzkumu volebnich preferenci dotazem na 900 ndhodné vybranych
potencialni volicu bylo zjisténo, ze politickou stranu ABC by volilo 25% dotazova-
nych volicu. Urcete oboustranny 95%-ni interval spolehlivosti pro parametr p, tj.

voli¢skou preferenci této strany v populaci.

Kvantil normovaného normélniho rozdéleni «(0.975) = 1.96. Dosazenim do (100)

ziskame
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0.25(1 — 0.25) \/0.25(1 —0.25)
25— 1.964) ——————= .25 + 196y —————=
[0 5 96\/ oy 025+ 1.96 09 ,

coz po vycisleni da (0.222; 0.278). V tomto intervalu lezi parametr p s pravdépo-
dobnosti 0.95.

Shrnuti:

- Nahodny vgbér jedincu y populace se realizuje tak, ze o zatazeni jedince do vy-
béru rozhoduje ndhoda a kazdy jedinec z populace ma stejnou pravdépodobnost

zatazeni do vybéru.

- V matematické statistice je ndhodny vybér ndhodny vektor o n slozkach
(X1, Xo,...,X,), kde slozky tohoto vektoru jsou nezdvislé nahodné veli¢iny
s identickym rozdélenim.

- Statistiku 7" muzeme vyjadfit jako funkci nahodného vybéru, tedy T =
T(Xy, Xo,...,X,).

- Statistika je ndhodna veli¢ina.

- Rozdéleni statistik nazyvame vybérovymi rozdélenimi.

- Ukolem bodového odhadu je nalézt co nejlépe hodnotu parametru 6, tuto
hodnotu odhadujeme néjakou statistikou 7' = T'(X;, Xo,...,X,,), spocitanou
z vybérovych hodnot.

- Ukolem intervalového odhadu je urcit interval (01, 0s), v némz lezi odhadovany
parametr 6 se zadanou pravdépodobnosti (1 — «), hodnota (1 — «) se nazyva

stupen spolehlivosti.

Kontrolni otazky:

1. Co je ndhodny vybér v matematické statistice?

2. Co je to statistika? Je to deterministickd nebo ndhodné veli¢ina?

3. Jaké je rozdéleni vybérovych prumeéru z normalniho rozdéleni? Jaké ma para-
metry?

4. Co znamend, ze bodovy odhad je nestranny? Pro¢ pii vypoctu vybérového

rozptylu se ve jmenovateli uziva vyraz (n —1)?

Kdy je odhad asymptoticky nestranny?

Co plati o konsistentnim odhadu?

Co je to nejlepsi nestranny odhad?

X N> o

Co nam tika intervalovy odhad?
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Pojmy k zapamatovani:

nahodny vybér
statisticky odhad

bodové odhady parametru

nestranny odhad, konsistentni odhad, nejlepsi nestranny odhad

intervalovy odhad, interval spolehlivosti
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4.3 Testovani hypotéz

Pruvodce studiem:

Nasledujici ¢ast této kapitoly je vénovana zakladum testovani statistickych hypotéz.

Studium této ¢asti vam zabere asi tii az ¢tyfi hodiny.

V mnoha aplikacich statistiky se uziva postup, kterému se tika statistické testo-
vani hypotéz. Zakladni myslenku se pokusime vysvétlit na pomérné jednoduchém
prikladu. Nejcastéji testovanymi hypotézami jsou hypotézy o parametru rozdéleni
populace. Uvazujme tedy priklad, jehoz realizaci si dovedeme snadno predstavit. Na-
sim tkolem je posoudit (ve statistice se fikd testovat) hypotézu, ze stfedni hodnota
télesné vysky studentu-muzu z Ostravské university je 175cm. Asi vas napada, ze
nejjednodussi by bylo vSechny tyto studenty zméfit, vypocitat prumeér a porovnat
vypocteny prumeér s hypotetickou hodnotou 175¢m a jsme s tilohou hotovi. Vystacili
bychom s jednoduchymi postupy popisné statistiky a zadnym testovanim hypotéz
se nemusime zatézovat. Bohuzel ne vzdy je takové jednoduché feseni prijatelné. I ve
vysSe uvedené situaci bychom se asi tézko rozhodovali, kdyby populacni prumeér vy-
el velmi blizko hodnoté 175cm, feknéme 175.01cm. Tato hodnota je sice ruzna od
175¢cm, ale je tento rozdil podstatny? V jinych tlohach zkoumana populace muze
byt pocetnéjsi nez téch zhruba 3000 studentu-muzu na OU, takze zméfit vSechny
jedince je nemozné. Zkratka receno, ¢asto jsou k dispozici data jen o vybéru jedincu
z populace, nikoliv o celé populaci. Pak pouziti metod statistické indukce je nezbytné

a testovani hypotéz se nevyhneme.

Priklad 4.10 Vrat'me se k uvedenému piikladu. Télesna vyska dospélé muzské
populace je spojita ndhodna veli¢ina. Ze zkusenosti nékolika generaci badatelu vime,
7e télesnd vyska ma normdlni rozdéleni, N(u, o?). Pokud bychom tuto zkuSenost
predchozich generaci neméli, museli bychom tvar rozdéleni zjist'ovat sami studiem
empirickych rozdéleni mnoha vybéru nebo na tvar rozdéleni usoudit ze zakonitosti

procesu vytvarejictho data.

Predpokladejme, ze jsme potidili ndhodny vybér n jedincu ze sledované populace
a zmérili jejich vysku. Jak vime, na ndhodny vybér pohlizime ve statistice jako na
vektor (X, Xo,...,X,) nezavislych ndhodnych veli¢in stejného rozdéleni, v nasem
piipadé X; ~ (u, 0?), i = 1, 2,...,n. Problém ovSem je v tom, Ze hodnoty pa-
rametrii i, o? nezndme. Kdybychom je znali, nepotiebujeme Zaddnd vybérova data,
protoze pravdépodobnostni rozdéleni populace véetné parametru (charakteristik po-

pulace) by bylo zndmo a zadné data bychom nepottebovali.
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My vsak muzeme spocitat jen hodnoty charakteristik vybérovych, napt. vybérovy

prumeér

>
I
S| -

>
i=1

a vybérovy rozptyl

1 —
2: Xz_X2
=) )

i=1

Z kapitol 4.1 a 4.2 uz vime, Ze vybérovy prumér md normdlni rozdélen, X ~

X
0/\/5 ~ N(0, 1). Kdybychom hodnotu

znali a o hodnoté p predpokladali, ze je rovna 175, umeéli bychom

N(u, 0%/n) a normovana ndhodn4 veli¢ina

parametru o?

hodnotu této ndhodné veliciny vyéislit. Jelikoz o2 nezndme, musime jej odhadnout

vybérovym rozptylem s?. Pak ndhodn4 veli¢ina 7" m4 t-rozdélen{

X —p

I = n

too. (101)

Tato ndhodn4 veli¢ina je vyjddiena jen pomoci vybérovych statistik (X, s), rozsahu
vybéru n a parametru u, o jehoz hodnoté mame testovat néjaké tvrzeni, tzv. nulovou

hypotézu, Hy, v nasem piipadé hypotézu
Hy: p=175cm
proti tzv. alternativni hypotéze nebo kratce alternative H,, v nasem piipadé

Hy: p+#175¢cm.

Pokud tvrzeni formulované nulovou hypotézou Hj je pravdivé, v nasem piikladu
i = 175cm, pak pro rozdéleni ndhodné velic¢iny, kterou ziskame dosazenim této
hodnoty do (101), plati

X — 175 ;
s/ym T

Této nahodné veli¢iné fikdme testovd statistika (testové kriterium), nebot’ ji muzeme

uzit k testu hypotézy H,.

Testem hypotézy rozhodujeme mezi prijetim ¢i odmitnutim tvrzeni formulovaného
nulovou hypotézou Hy. Je to situace podobné rozhodovani soudu, ktery rozhoduje
0 neviné ¢i viné obzalovaného. Rozhodovani je zatiZeno rizikem nespravného roz-

hodnuti, soud muze odsoudit nevinného (justiéni omyl) nebo propustit vinika bez
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potrestani, pokud se jeho vinu nepodarilo prokazat. Na rozdil od soudu lze vsak
pravdépodobnost neopravnéného zamitnuti nulové hypotézy H, predem stanovit,
nebot’ zname rozdéleni testové statistiky. Tato pravdépodobnost se nazyva hladina

vyznamnost: testu a vétsinou se oznacuje symbolem .

Za platnosti nulové hypotézy mé testova statistika t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti

a muze teoreticky nabyvat jakoukoliv redlnou hodnotu, tj. (—oo, +00).

0.4

0.351

0.3

0.251

0.2

(t)

01

0.05F /2

=3 —2T -1 0 1 f2 3
t(a/2) t t,,(1-a/2)

Otézkou je, kdy nulovou hypotézu zamitnout. Intuitivné je zfejmé, ze zamitnout Hy
miizeme tehdy, kdyz X se bude podstatné lisit od hodnoty piedpoklddané v nulové
hypotéze, v nasem piikladu od 175. Pritom chceme, aby pravdépodobnost chybného,
nespravného zamitnuti byla rovna hladiné vyznamnosti testu a.. Z obrazku je vidét,
7e zamitnout Hy miizeme, kdyz absolutni hodnota rozdilu X — 175 je velkd, piesnéji

vyjadreno, kdyz pro hodnotu testového kritéria plati

X =175

| 2 1= a/2),

Tzn., ze Hy zamitneme, kdyz hodnota testového kritéria je z mnoziny W,
W= (—00, th1(a/2)]U[t,_1(1 —a/2), +00).

Mnoziné W se tika kriticky obor. Volné feceno, ,,padne-li“ hodnota testového kriteria

pii hodnoceni vybérovych dat do kritického oboru, zamitame nulovou hypotézu.

Priklad 4.11 Vratime se k nasemu piikladu 4.10:
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1. Mame zformulovanou nulovou hypotézu i alternativu:
Hy: p=175cm, Hy @ p # 175cm.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti testu a = 0.05.

3. Vime, Ze vhodnym testovym kritériem pro test této hypotézy je statistika

X — 175 ;
s/ym T

4. Urcime kriticky obor, potfebny kvantil ¢;5(0.975) = 2.13 nalezneme v tab. 24
W = (—o0, —2.13] U [2.13, +00).

5. Z vybéru o rozsahu n = 16 jsme zjistili X = 177.2cm a s? = 39.5cm?.

6. Vypocteme hodnotu testového kritéria

X175 1772175

7. Pfijmeme rozhodnuti: Jelikoz hodnota testového kritéria neni v kritickém

1.40.

oboru, nemuzeme zamitnout nulovou hypotézu, ze = 175¢m.

Data z naseho vybéru tedy neopravinuji k zamitnuti nulové hypotézy. Tim jsme vSak
nedokazali, ze tvrzeni touto hypotézou formulované je pravdivé. Prijmeme-li analo-
gii s rozhodovanim soudu, pouze nemame dostatecny ,,dukaz* o viné obzalovaného
a nezbyva, nez jej propustit a vérit v jeho nevinu. Je ziejmé, ze pravdépodobnost
nespravného odsouzeni nevinného zalezi na piisnosti soudu. Pokud je soud ptisny,
tj. staci malo a obzalovany jde do vézeni, pak je vétsi pravdépodobnost justi¢niho
omylu, ale snizi se pravdépodobnost, Ze na svobodé zustanou nepotrestani vinici.
Podobné je to i se statistickym testovanim hypotéz. Zvolime-li hladinu vyznamnosti
a velkou (,ptisny soud®), je vétsi riziko neopravnéného zamitnuti nulové hypotézy
(,odsouzeni nevinného®). Zvolime-li hladinu vyznamnosti o nizkou (,,benevolentni
soud“, prohfesek musi byt velky, aby odsoudil), je vétsi riziko neopravnéného ne-
zamitnuti nulové hypotézy (,nepotrestany vinik“). Pii testovani hypotéz se tedy
muzeme dopustit nespravného rozhodnuti dvojtho druhu. Situaci ukazuje nasledu-

jici tabulka.

Pti testovani hypotéz pravdépodobnost chyby I. druhu stanovujeme predem, je rovna
hladiné vyznamnosti a. Obvykle se voli & = 0.05 nebo a = 0.01 ¢ o = 0.001
podle zavaznosti chyby I. druhu. Pravdépodobnost chyby druhého druhu oznac¢ujeme
obycejné symbolem £ a velicina (1 — ) se nazyva sila testu. Jiz jsme vysvétlili, ze
pravdépodobnosti chyb I. a II. druhu spolu souviseji. Snizujeme-li pri daném rozsahu

vybéru pravdépodobnost chyby I. druhu «, roste pravdépodobnost chyby II. druhu
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Tabulka 17: Chyby pfi statistickém testovani hypotéz.

ROZHODNUTI
SKUTECNOST Zamitame H, Nezamitame H,
Pravdivé H, Chyba L. druhu SPRAVNE
Nepravdivé Hy SPRAVNE Chyba II. druhu

(. Situaci ilustruje obrazek 43. Kiivka A je hustota, ktera odpovida hustoté testové
statistiky za platnosti nulové hypotézy a kterou uzivame pii testu. Krivka B je
hustota odpovidajici skutecnosti (nulové hypotéza neplati). Vidime, ze snizovanim
hladiny vyznamnosti testu se zvétsuje pravdépodobnost chyby II. druhu, 5. Pokud
pri pevném « chceme zvysit silu testu, tj. snizit pravdépodobnost chyby II. druhu

£, je nutné zvetsit rozsah vybéru.

Obréazek 43: Znazornéni chyb statistického usuzovani.

Zakladni myslenky statistického testovani hypotéz jsme si ukazali na testu, kte-
rému se tika jednovybérovy dvoustranny t-test. Jednovybérovy proto, ze vyuziva
data z jednoho vybéru, dvoustranny (nékdy se uziva piivlastek oboustranny) proto,

ze kriticky obor je na obou koncich rozdéleni testové statistiky.

V tomto jednovybérovém dvoustranném t-testu testujeme hypotézu, ze stredni hod-
nota normalné rozdélené populace, ze které mame vybér, je rovna néjaké dané hod-

noté fi, proti alternative, ze tomu tak neni:

Ho: p=po, Hi: p# po.

Povs§imnéme si, ze pfi tomto testu zamitame nulovou hypotézu tehdy, kdyz dvou-
stranny 100(1 — «v)-procentni interval spolehlivosti pro parametr p neobsahuje hod-

notu gy predpoklddanou nulovou hypotézou, srovnej se vztahem (95) v kap. 4.2.2.
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Dalsi moznosti vyuziti t-testu ukazeme v nasledujicim semestru v predmétu Analyza
dat.

Shrnuti:

- Statisticky test hypotézy se uziva k rozhodovani za nejistoty. Rozhodujeme

mezi nulovou hypotézou a alternativou.
- Jsou dva druhy chybného rozhodnuti.

- Pravdépodobnost chyby I. druhu pii testu volime predem (hladina vyznam-

nosti).

- Test hypotézy je analogicky rozhodovani soudu, ale rozdil je v tom, Zze prav-
dépodobnost chyby prvniho druhu je u statistickych testu znama, dokonce ji

zvolime.

- Kriticky obor testu zavisi na tom, jak je zformulovana alternativa.

Kontrolni otazky:

1. Pro¢ testy o parametrech jsou rozhodovani v nejistoté?

2. Vysvétlete rozdil mezi chybou prvniho a druhého druhu.

sledek nez nezamitnuti nulové hypotézy?

Pojmy k zapamatovani:

- statistické testovani hypotéz,

- nulova hypotéza, alternativa,

- chyby prvniho a druhého druhu,

- hladina vyznamnosti,

- sila testu,

- testova statistika (testové kriterium),
- kriticky obor,

- jednovybérovy t-test.

Koresponden¢ni tkol:

Korespondené¢ni ulohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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5 Vicekriterialni rozhodovani

Pruvodce studiem:

Cilem této kapitoly je ukazat, jak se spravné rozhodovat v ruznych situacich na
zékladé vice kritérii. Zde se zamérfime zejména na tlohy, kde je cilem vybrat z vice
objekttu ten, ktery nejlépe spliuje nastavené podminky. S takovymi tlohami se lze
setkat nejen v odvétvich védy (napf. filosofie, matematika nebo informatika), pru-
myslu ¢i financi, ale v béznych situacich kazdodenniho zivota. Na kapitolu si vy-
hrad’te zhruba 3 az 4 hodiny.

Ulohy, ve kterych hraje dilezitou roli rozhodovani, jsou lidstvu zndmé jiz od nepa-
meéti. Az od 18. stoleti naseho letopoctu se vS8ak zacaly objevovat prvni formulace
takovych problému. A teprve béhem stoleti 20. se zacala vyvijet samotnd teorie

vicekriteridalniho rozhodovand.

Jisté jste se v bézném zivoté setkali s problémy, které by bylo vhodné resit vicekri-

terialnim rozhodovanim:

e Jaky predmét si zaregistrovat ve studiu?

Co si obléci na pracovni pohovor?

Jaky automobil koupit?

Jaké rostliny a stromy vybrat do zahrady?

Jakou rasu psa si poridit?

Kam jet na dovolenou?

e Jaky sport vybrat pro sebe nebo svoje déti?
Véiim, ze vétsina z vas v zivoté fesila alespon jeden z uvedenych problému, mozna
jste jej vytesili dobfe, mozna jste s odstupem ¢asu dosli k jinému - lepsimu feSeni.
Mnoho lidi v dnesni dobé uziva k préci ¢i osobni potiebé auto, proto jsou zde tech-

niky vicekriterialniho rozhodovani prezentovany na tiloze koupé starsiho automobilu.

5.1 Charakteristika dat

Rozhodovaci tlohy jsou definovany vlastnostmi - kritériz, na zakladé nichz se rozho-
dujeme, kterou z variant vybrat. Hodnoty kritérii pro zvolené varianty uchovavame

zpravidla v tabulce (datové matici).

Poznamka 5.1

Datova matice zaznamu hodnot kritérii ma vzdy takovou formu, ze radky predstavuji

objekty a sloupce kritéria (v souladu s tabulkou 18).
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Priklad 5.1 Datova matice pro ulohu vybéru starsiho osobniho automobilu muze

vypadat takto:

Tabulka 18: Kriteridlni matice pro vybér osobniho auta.

N
AN

auto palivo rok objem | vykon | spotieba | najeto | cena
vyroby | motoru | (HP) paliva (km) (ke)
(1/100 km)

Skoda Fabia | benzin | 2007 1.2 64 4.1 105000 | 155000
Renault Modus | nafta 2007 1.5 68 4.1 128000 | 145000
Ford Focus nafta 2009 2.0 136 5.7 131000 | 195000
Opel Astra benzin | 2010 1.6 101 7.7 99000 | 182000
Seat Ibiza benzin | 2011 1.4 85 6.1 78000 | 173000

Ctenaf, ktery jiz nékdy tento problém fesil, by mohl namitnout, ze v tabulce 18
schazi dalsi auta, kterd by zaradil. A zajisté by meél také pravdu, ze v této tabulce
schazi i néktera dalsi kritéria.

Cilem vicekriterialni analyzy neni zpracovat vsechny vlastnosti vSech objektt daného

problému, ale pouze ty, které jsou pro zpracovatele ¢i analytika vyznamné.

5.2 Zakladni pojmy

Abychom se 1épe orientovali v teorii vicekriteridlniho rozhodovani, je vhodné na po-
catku zavést jeji klicové pojmy. Protoze se jedné o proces rozhodovani, rozhodnu-
tim realizujeme vybér jedné ¢i vice z r potencialnich variant, které jsou definovany
¢ kritérii. V piikladu 5.1 vybirdme jedno auto z péti variant (r = 5) na zakladé
sedmi (¢ = 7) kritérii (znacku auta uvazujeme pouze jako identifikdtor objektu).
Rozhodnuti neni zcela automatické, 1idi jej rozhodovatel. Cilem tlohy je rozhod-
nout, ktera z variant splnuje kritéria nejlépe, nazyvame ji optimalni. Vstupni data
vicekriterialniho rozhodovani nazyvame kriteridlni matici. Rozhodnuti na zakladé

vice kritérii je ulohou hledani nejlepsi varianty.

Kritéria tak délime nejen na mazimalizacni a minimalizacni, ale podle zpusobu
méteni na kvantitativnd (metrické veliciny) a kvalitativnd (kédované veli¢iny). Maxi-
malizacni a minimaliza¢ni kritéria uvazujeme pouze v ptripadé metrickych velic¢in.

Maximaliza¢ni veliciny jsou v ptikladu 5.1 veli¢iny rok vyroby a vgkon, minimaliza¢ni

jsou prumeérnd spotreba, najeto a cena. Jedind kvalitativni veli¢ina je zde palivo.

Poznamka 5.2

Paklize je nékteré kritérium definované jako minimalizacni, je nezbytné jej transfor-
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movat. Zminéné optimaliza¢ni algoritmy mohou fesit 1lohy definované jak minima-
lizaénimi tak maximaliza¢nimi velicinami, v tomto textu se vSak budeme vénovat

pouze technikdm vyzadujici maximaliza¢ni veliciny.

Priklad 5.2 Ukéazka transformace kvalitativni proménné cena do nové proménné

cena?. Vztah pro takovou transformaci kritéria je pro ité auto:
cena2; = MAX(cena) + MIN(cena) — cenq; (102)

transformované kritérium cena? vypada:

Tabulka 19: Transformace ceny.

auto cena cena?2
Skoda Fabia 155000 | 185000
Renault Modus | 145000 | 195000
Ford Focus 195000 | 145000
Opel Astra 182000 | 158000
Seat Ibiza 173000 | 167000

a auto s nejlepsi cenou ma pak nejvétsi hodnotu tohoto kritéria.

5.3 Varianty se specialnimi vlastnostmi

Dominovana varianta — varianta a; dominuje variantu a; pokud pro vSechna kri-
téria plat! (vi1, Yio,---»Yin) > (Yj1, Yj2..-.,Yjn) & soucasné existuje alesponn jedno
kritérium k; takové, ze y; > y;. Pro jednoduchost z dvojice {a;, a;} je nedomino-

vana ta ,lepsi” varianta a ta dominuje druhou variantu.

V tabulce 18 zadna dominovand varianta neni, ale pro jinou tlohu by to mohla byt

varianta v2:

varianta | kritl | krit2 | krit3
vl 57 22.8 6
v2 57 19.6 4
v3 78 83.4 4

protoze dosahuje mensich nebo rovnych hodnot kritérii nez varianta v1 nebo v3.

Nedominovana varianta (Paretovska varianta) neni dominovanid zadnou jinou

variantou.
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Ani nedominovand varianta se v tabulce 18 nenachézi, ale pro jinou tlohu by to
mohla byt varianta v3, protoze ma hodnoty vSech kritérii vétsi nebo rovny nez

zbyvajici varianty.

varianta | kritl | krit2 | krit3
vl 57 | 22.8 6
v2 57 19.6 4
v3 78 83.4 6

Idedlni varianta (hypotetickd nebo redlnd) dosahuje nejlepsi mozné hodnoty ve
vSech kritériich. Rozdil mezi hypotetickou a redlnou idedlni variantou je v tom,
ze realnd je zalozena na realné namérenych hodnotach kritérii, kdezto hypoteticka

varianta uvazuje nejlepsi hodnoty kritérii, které jsou teoreticky dosazitelné.

Poznamka 5.3

Ackoli je cilem vicekriterialniho rozhodovani nalézt idedlni variantu, neni zaruéeno,

ze ji lze nalézt na kazdou ulohu.

Jako realnd idealni varianta pro smyslenou tlohu by byla varianta v1, protoze ma

maximalni hodnoty pro vSechna kritéria:

varianta | kritl | krit2 | krit3
vl 98 22.8 6
v2 57 19.6 4
v3 78 21.4 5

Bazalni varianta (hypotetickd nebo redlnd) m& nejhorsi ohodnoceni ve vsech kri-
tériich, je do jisté miry opakem idedlni varianty. Rozdil mezi hypotetickou a realnou

je jako v pripadé idealni varianty.

Bazélni variantou pro tuto tlohu je varianta v2, protoze ma hodnoty vSech kritérii

nejmensi ze vSech variant.

Kompromisni varianta je nedominovana varianta doporucena k vybéru, jejiz

vzdalenost je od idedlni varianty nejmensi.

V nasledujici tloze je kompromisni variantou v, protoze spolu s variantou v8 neni

dominovana a zaroven dosahuje vyssich hodnot kritérii.

Poznamka 5.4

Pokud je pri rozhodovani nedominovana varianta jedind, pak je optimalni variantou,

v pripadé vice nedominovanych variant kompromisni variantu vybirame.
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varianta | kritl | krit2 | krit3
vl 98 22.8 6
v2 57 19.6 4
v3 78 22.9 5

Mezi mozné diléi cile vicekriterialni analyzy patii:

e nalezeni jediné kompromisni varianty (piipadné nékolika),
e usporadani vSech variant od nejlepsi smérem k nejhorsi,

e rozdéleni vSech variant na pfijatelné a neptijatelné.

Zde se budeme zabyvat pouze uréenim nejlepsi varianty, zdjemce o hlubsi studium

této problematiky odkazuji na uvedenou literaturu.

5.4 Hodnoceni variant, stanoveni vah kritérii

V prikladu 5.1 je sice pouze 5 variant, ovsem neni snadné letmym pohledem vybrat
auto, které by bylo ve vSech sedmi vlastnostech idealni. Je to proto, ze kazda vari-
anta ma oproti ostatnim urcité prednosti a nevyhody. Pro snazsi vybér variant je
vhodné kritéria ohodnotit vahami, ¢imz lze vyznamnost kritérii kontrolovat. Exis-
tuje mnoho metod k urceni vah, zde blize uvedeme vybrané pristupy, hlubsi znalosti

lze ziskat z uvedené literatury [4, 6, 24].

Metody stanoveni vah kritérii slouzi k ohodnoceni vSech kritérii dle vyznamnosti,
¢im dulezitéjsi kritérium, tim vétsi hodnota vahy. Protoze takovych metod existuje
hned nékolik, je vypocet vah normovan podle vztahu (103) a soucet normovanych

vah w; je tak roven jedné.

Ci=1,2,...c (103)

kde v; je vaha kritéria k;, 1 =1, 2,...,c.

Jsou tTi zpusoby, jak pristupovat k urceni vah kritérii:

e pokud nelze urcit prednost kritérii, uréi se vdhy rovnomérné w; = 1/¢, kde ¢
je pocet kritérii,
e na zakladé ordinalni prednosti kritérii - metoda poradi a Fullerova metoda,

e na zakladé kardinalni prednosti kritérii - metoda bodovaci a Saatyho metoda.
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5.4.1 Metoda poradi

Metoda potadi je zalozena na settidéni vSech kritérii podle vyznamnosti a nasledném

vypoctu jejich vah.

Priklad 5.3 Spocitejte vahy kritérii z prikladu 5.1. Kritéria nejprve setfidime podle

vvvvvv

VVVVVV

cena a nejméné dulezité objem motoru. Normované vahy w; pak spocteme podle
vztahu (103).

N
AN

kritérium | cena | najeto | spotfeba | rok vyroby | vykon | palivo | objem motoru

v; 7 6 5 4 3 2 1
w; 0.25 | 0.21 0.18 0.14 0.11 0.07 0.04

5.4.2 Fullerova metoda

Tato metoda je urcena predevsim pro ulohy s vétsim poctem kritérii. Princip metody
spoc¢ivéa v porovnani véech moznych (neopakujicich se) dvojic kritérii a uchovani jen
téch dulezitéjsich. Poté secteme kolikrat bylo kritérium, v jehoz radku se vyskytu-

jeme, preferovano a vysledek zapiSeme do nového sloupce matice.

Priklad 5.4 Spoctéte vahy kritérii z prikladu 5.1 pomoci Fullerovy metody. Na
zékladé vsech kritérii nejprve sestavime Fullerovu (horni trojihelnikovou) matici,
ktera obsahuje porovnani vSech dvojic kritérii a pro kazdou dvojici také pocty pred-
objem motoru auta, a proto jsme do sloupce objem zapsali zkratku p. Takto roz-
hodneme u vsech dvojic kritérii a secteme preference pro kazdé kritérium (sloupec

»pref.©).

Tabulka 20: Fullerova matice.

Krit. | pal. | r.vyr. | obj. | vyk. | spotf. | naj. | cena || pref. | v; w;
pal. TV p v S n ¢ 11 21]0.07
T.VYT. v v s n c 2|1 31011
obj. v s n ¢ 0| 1]0.04
vyk. S n c 31 41]0.14
spotf. S S 6| 71025
naj. c 41 510.18
cena 5] 61]0.21
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Ve sloupcich oznacenych v; a w; jsou spoctené nenormované a normované vahy.
Uskali této metody spociva v tom, ze jedno z kritérii ma preferenci rovnu nule a tudiz
i nulovou vahu. Tento nedostatek lze eliminovat tim, ze pocty preferenci zvysime

o jedna (sloupec v;). Vidime, Ze nejvyssi prioritu pfi vybéru auta ma spotieba paliva

cvNv s

Poznamka 5.5

V pripadé shody poctu preferenci musi rozhodovatel urcit, které z kritérii je pro

yyyyyy

Vahy nésledné normujeme podle vztahu (103), pro kritérium palivo je vypocet w; =
2/(T+6+...+1)=2/28=0.07.

5.4.3 Bodovaci metoda

S pomoci bodovaci metody 1ze oproti predchozim metodam stanovit nejen poradi, ale
bodové stupnice byla pro vsechna kritéria stejnd, napt. 1 az 5, 1 az 10. Pro ruzné
bodové stupnice jsou nasledné spocteny normované vahy, pro které plati, ze jejich

soucet je roven 1.

Specidlnim piipadem je tzv. Metfesselova alokace, ve které se mezi kritéria rozdéli
100 bodu.

Priklad 5.5 Spocitejte vahy kritérii z piikladu 5.1 pomoci Metfesselovy alokace

bodovaci metody. Vahy kritérii urcime tak, ze postupné rozdélime 100 bodu mezi

vvvvvv

tak, aby soucet vah w; byl roven 1.

kritérium body | vaha
palivo 10 | 0.10
rok vyroby 151 0.15
objem motoru 51 0.05
vykon 151 0.15
spotieba paliva 20| 0.20
najeto 10 | 0.10
cena 25| 0.25
suma 100 | 1.00
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Poznamka 5.6

Pokud bychom pomoci bodovaci metody stanovili bodovy rozsah 1 az 7, obdrzime

normované vahy jako v metodé poradi a Fullerové metodé.

5.4.4 Saatyho metoda

Dalsi metodou je Saatyho metoda, ktera je znama také pod nazvem kvantitationi
pdrové porovndni. Umoznuje stejné jako bodovaci metoda urcit nejen poradi, ale i
vzdalenosti prednosti kritérii. Podle autora metody je vhodné zvolit stupnici 1 az 9,

ktera ma nasledujici preference.

stupen prednosti | slovni popis prednosti

1 stejna preference kritérii
slaba ptednost prvniho kritéria
silna prednost prvniho kritéria
velmi silnd prednost prvniho kritéria
absolutni prednost prvniho kritéria

© 3 Ot W

Poznamka 5.7

Uvedend tabulka stanovuje vahy pouze pro prvni z dvojic kritérii (i, 7), vahy pro
protéjsi kritéria (j,4) jsou odvozeny analogicky pomoci reciproké funkce (i,7 =
1, 2,...c).

Je ztejmé, ze diléi vagni hodnoceni preferenci kritérii provadi rozhodovatel, pro
presnéjsi usporadani kritérii 1ze do stupnice dodat i mezistupné a jim odpovidajici
popis vyznamnosti. Jednotlivé stupné preferenci dvojic kritérii pak tvori Saatyho
matici S. Prvky této matice s;; jsou odhady podili vah dvojic kritérii, kolikrat je

vvvvvv

prvni z dvojice dulezitéjsi (a opaéné pro druhé kritérium):

sij~—, 1, j=1,2,..., c (104)
J
Hodnoty prednosti pro dvojice kritérii v opacném poradi j a ¢, s;;, odvodime tri-
vialné s pomoci reciproké funkce aplikované na existujici preferenci téchto kritérii

Si g+

1

Ji,i=1,2..., c (105)

Si; ~
]72 8Z7‘7
Saatyho matice je tedy ¢tvercova matice, kterd ma na hlavni diagonéle jednicky.
7 odhadu vah Saatyho matice pak spocitame nenormované vahy kritérii v; jako
geometricky prumeér preferenci fadku Saatyho matice a z nich pak spoc¢tou vahy

normované w;.
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Existuje vice metod k vypoctu normovanych vah kritérii jejichz princip je nad ramec
predmétu. Zde aplikujeme jednoduchy postup, ktery zavedl Saaty a normovanou

vahu kritérii spocteme piimo z preferenci podle vztahu:

Pro kriterialni matici z prikladu 5.1 bychom sestavili tuto Saatyho matici:

Tabulka 21: Saatyho stupnice prednosti kritérii.

pal. | r.vyr. | obj. | vyk. | spoti. | naj. | cena v; w;
pal. 1 1/3 2 1/4 | 1/5 | 1/3 | 1/5 || 0.42 | 0.05
r.vyr. | 3 1 4 /2 | 1/3 | 1/2 | 1/3 | 0.85 | 0.10
obj. /2| 1/4 1 /4| 1/6 | 1/5 | 1/7 | 0.28 | 0.03
vyk. 4 2 4 1 1/2 2 1/3 || 1.40 | 0.16
spoti. | 5 3 6 2 1 1/5 | 1/2 | 1.51 | 0.17
naj. 3 1/2 5 1/2 5 1 1/5 | 1.21 | 0.13
cena 5) 3 7 3 2 5) 1 3.16 | 0.36
suma 8.84 | 1.00

Na hlavni diagonale jsou 1 a mimo diagonélu jsou pfednosti dvojic kritérii. Napfti-
klad rok vyroby (r.vgr.) je slabé dulezitéjsi (hodnota 3) nez palivo (pal.) a naopak.
Dosazenim ptednosti do vztahu (106) obdrzime pro kazdé kritérium vahu v; a nor-

movanou vahu w;, 1 =1, 2,...c.

Pro tlohy definované jesté vétsim poctem kritérif, by bylo témér netinosné sestavit
Saatyho matici. Pak se uziva technika zvand postupny rozvrh vah. Vice o této

technice lze nalézt v doporucené literatute.

5.5 Stanoveni poradi variant

Pro stanoveni poradi variant a tudiz také nalezeni vhodnych variant se uziva cela
rfada metod. Déli se podle typu znalosti o kritériich na metody s aspirac¢ni trovni,

ordinalni znalosti a kardinalni znalosti. Zde si uvedeme jen vybrané zastupce.

5.5.1 Konjunktivni a disjunktivni metoda

Nejjednodussimi zastupci metod s aspirac¢ni drovni kritérii jsou metoda konjunktivni

a disjunktivni. Postup je takovy, ze nejprve pro vSechna kritéria stanovime aspiracni
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urovné, coz jsou meze, podle kterych budou varianty rozdéleny na prijatelné a nepri-
jatelné. V ptipadé konjunktivni metody akceptujeme varianty, které maji hodnoty
vsech kritérif alespon na hranici aspiracni irovné a naopak zavrhneme ty, které maji

hodnotu alespon jednoho z kritérii pod aspirac¢ni drovni.

V pripadé disjunktivni metody jsou akceptovany varianty, pro které alespon jedno
kritérium prevysuje aspiracni uroven. Pouze varianty, které maji hodnoty vsech kri-
térii pod aspiracni urovni nejsou akceptovany.

Tim, ze hodnoty aspirac¢nich drovni stanovi rozhodovatel, je mozné tidit proces pii-

jimani a odmitani variant. Cilem téchto metod je zejména odstranit nevyhovujici

varianty a déale pak hledat optimum jinymi postupy.

Hledame piipustné kandidaty ke koupi starsitho auta z ptikladu 5.1. Hodnoty aspi-

ra¢nich urovni muzeme nastavit napiiklad:

kritérium | palivo | rok vyroby | objem | vykon | spotieba | najeto | cena
motoru

asp. uroven | nafta 2009 1.5 80 6 140000 | 200000

Musime dbat na fakt, ze kritéria spot¥eba, najeto a cena jsou minimaliza¢ni, proto
hledame takové varianty, pro néz tato kritéria maji ohodnoceni nizsi nez aspiracni
urovné. Nejprve aplikujeme konjunktivni metodu tak, ze prochézime kritéria pro
kazdé auto a porovname je s aspirac¢ni irovni. Touto metodou je akceptovano pouze
auto znacky Ford, protoze jeho hodnoty kritérii spliuji aspiraéni troven (druhé auto

jezdici na naftu je prilis staré).

S ohledem na disjunktivni metodu byla vybrana auta Skoda, Renault, Ford, Opel i

Seat, protoze kazdé z nich splnuje alespon jedno z kritérii aspira¢ni trovneé.

5.5.2 Metoda PRIAM

Metoda PRIAM slouzi k nalezeni jediné nedominované varianty s pouzitim aspi-
racnich urovni. Nejprve se stanovi hodnoty aspirac¢nich tirovni kritérii benevolentné,
v pripadé maximalizac¢nich kritérii tedy co nejmensi. Pak se v kriteridlni matici hleda
pocet variant, splnujici aspiracni trovné kritérii d. Pokud je d = 1, byla nalezena
jedind nedominovana kompromisni varianta. Pro d > 1 rozhodovatel zvysuje hod-
noty aspira¢nich drovni, a v piipadé d = 0 prijatelné TfeSeni neexistuje. S pomoci

odchylky variant od aspiracnich trovni nalezneme nejblizsi variantu fesent:

w; =S TWL =12 e, (107)
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kde z; je aspiracni uroven kritéria, y;; ohodnocent ité varianty a y; je idedlni (ne-

nulova) hodnota kritéria.

Piiklad 5.6 Pokusime se nalézt idealni auto z tlohy 5.1 s pomoci metody PRIAM.
Na pocatku nastavime aspiracni urovné volné (kritéria spot¥eba, najeto a cena

jsou minimalizaéni):

kritérium | palivo | rok vyroby | objem | vykon | spotieba | najeto | cena
motoru
asp. uroven | nafta, 2011 1.2 60 7.5 150000 | 200000
benzin

Vidime, ze kromé auta Opel, v prvnim kroku metody obstala vSechna auta. Nyni
snizime aspira¢ni troven ceny na 160000 K¢ (zména kritéria cena je tedy o 40000
K¢) a poté zustavaji pouze auta Skoda a Renault. Ve tietim kroku (protoze je stéle
d > 1) zvolime palivo pouze nafta a obdrzeli jsme kompromisni variantu feseni

ulohy - auto znacky Renault.

5.5.3 Lexikograficka metoda

Dalsi zajimavou metodou s jednoduchym principem je lexikografickd metoda. Roz-
kritéria vyhleda variantu, ktera ma nejvyssi hodnotu tohoto kritéria a ta je zvolena

jako kompromisni. Pokud je takovych variant vice, rozhoduje se na zakladé vyssi

vvvvvv

Priklad 5.7 Chceme nalézt kandidata ke koupi starstho auta z piikladu 5.1. Nej-
prve sefadime kritéria podle dulezitosti, napiiklad:

spotfeba, cena, najeto, rok vyroby, vykon, palivo a objem.

tfebou hned dva - Skoda a Renault (spotfeba je minimalizaéni kritérium). Kompro-
misni variantu odhali az druhy krok této metody, kde na zakladé ceny vybereme

levnéjsi auto znacky Renault (rovnéz cena je minimalizaéni kritérium).

5.5.4 Metoda AHP

Existuje rovnéz mnoho metod, které vyzaduji hlubsi znalosti o variantach. Jeden
ze zastupcu takovych metod je napriklad metoda AHP. Tento postup navrhl Saaty
a vychazi ze zakladni Saatyho metody pro vypocet vah kritérii. V pripadé tfeseni

komplexnich tloh se ¢asto prvky vicekriterialniho rozhodovani vzajemné ovliviuji,
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a tim ovliviuji také vysledek analyzy. Lepsi ilustraci téchto interakci znazornuje ob-

razek 44. Cilem vicekriteridlniho rozhodovani je rozhodnout, ktera varianta spliuje

Rozhodnuti <4+—— Urove 1

Rozhodovatel 1 Rozhodovatel 2|s=as= Rozhodovatelh| 4——— Urove 2
Kritérium 1 Kriterium 2 |assss Kritérium ¢ <«—— Urove 3
Varianta 1 Varianta2 = [s==== Varianta m <«—— Urove 4

Obrazek 44: Znazornéni interakei ve vicekriteridlnim rozhodovani.

pozadavky na nejlepsi resent ulohy (dGroven 1). Tuto tlohu je ¢asto vhodné nechat
fesit hned nékolika (h) rozhodovateli (iroven 2), kde kazdy nemusi nalézt stejné fe-
Seni. Tito experti pracuji s kriteridlni matici, ktera je definovéana ¢ kritérii (iroven 3)
a obsahuje m ruznych variant (iroven 4). Neni zde feSena otdzka interakce v rdmci
stejnych trovni, to je nad ramec této metody. Na druhé trovni srovnavame a tedy
vazime h rozhodovatelu a proto vznikne jedna matice (jeden cil) o rozméru h X h.
Na dalsi drovni je h matic vah (pro h rozhodovateli) o rozmérech ¢ X ¢ pro ¢ krité-
rif, a na posledni drovni je pak analogicky ¢ matic vah (pro ¢ kritérii) o rozmeérech
m X m pro m variant. Vahy jednotlivych rozhodovateli se rozdéluji mezi kritéria,
vaha kazdého kritéria se rozdéli mezi vSechny varianty a ziskame preferencéni indexy
variant. SeCtenim indexu vSech variant pro vSechna kritéria obdrzime ohodnoceni

varianty z hlediska vSech expertu a kritérii.

Priiklad 5.8 Urcete s pomoci metody AHP nejlepsi starsi auto ke koupi z pfti-
kladu 5.1, pro jednoduchost predpokladejte pouze jednoho rozhodovatele. V prvnim
kroku spocteme matici Saatyho vah kritérii a nasledné pro kazdé ité kritérium (¥a-
dek matice) spoc¢teme geometricky prumeér vah v;. Tyto vahy poté normujeme wj,

aby splnovaly podminku souctu vsech vah rovnému jedné.
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pal. | r.vyr. | obj. | vyk. | spoti. | naj. | cena v; w;
pal. 1 1/3 2 1/4 | 1/5 | 1/3 | 1/5 || 0.42 | 0.05
rvyr. | 3 1 4 /2| 1/3 | 1/2 | 1/3 | 0.85 | 0.10
obj. /2] 1/4 1 /4| 1/6 | 1/5 | 1/7 | 0.28 | 0.03
vyk. 4 2 4 1 1/2 2 1/3 | 1.40 | 0.16
spotf. | 5 3 6 2 1 /5| 1/2 | 1.51 | 0.17
naj. 3 1/2 5 1/2 5 1 1/5 || 1.21 | 0.13
cena D 3 7 3 2 D 1 3.16 | 0.36
suma 8.84 | 1.00

Na zékladé stejného principu pak sestavime matici pro kazdé kritérium (rozmér

¢tvercovych matic je roven poctu variant, 5):

PAL. Skoda | Renault | Ford | Opel | Seat v; w;
Skoda 1 0.5 0.5 1 1 0.76 | 0.14
Renault 2 1 1 2 2 1.52 1 0.29
Ford 2 1 1 2 2 1.52 1 0.29
Opel 1 0.5 0.5 1 1 0.76 | 0.14
Seat 1 0.5 0.5 1 1 0.76 | 0.14
suma 5.31 | 1.00
R.VYR. | Skoda | Renault | Ford | Opel | Seat v; w;
Skoda 1 1 0.25 | 0.17 | 0.13 || 0.35 | 0.05
Renault 1 1 0.25 | 0.17 | 0.13 || 0.35 | 0.05
Ford 4 4 1 0.5 | 0251 1.15]0.16
Opel 6 6 2 1 0.5 | 2.050.28
Seat 8 8 4 2 1 3.48 | 0.47
suma 7.38 | 1.00
OBJ. Skoda | Renault | Ford | Opel | Seat v; w;
Skoda 1 0.25 0.11 | 0.2 [ 0.33 || 0.28 | 0.04
Renault 4 1 0.17 | 0.5 2 0.92 | 0.12
Ford 9 6 1 5 7 4.52 | 0.58
Opel 5 2 0.2 1 3 1.43 ] 0.18
Seat 3 0.5 0.14 | 0.33 1 0.59 | 0.08
suma 7.75 1 1.00
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VYK. Skoda | Renault | Ford Opel | Seat V; w;
Skoda 1 0.5 0.11 | 0.14 | 0.33 || 0.31 | 0.04
Renault 2 1 0.13 | 0.17 | 0.5 | 0.46 | 0.06
Ford 9 8 1 3 5 4.04 | 0.52
Opel 7 6 0.33 1 3 2.11 | 0.27
Seat 3 2 0.2 | 0.33 1 0.83 | 0.11
suma 7.75 | 1.00
SPOTR. | Skoda | Renault | Ford | Opel | Seat v; w;
Skoda 1 1 5 9 6 3.06 | 0.40
Renault 1 1 5 9 6 3.06 | 0.40
Ford 0.2 0.2 1 4 2 0.80 | 0.10
Opel 0.11 0.11 0.25 1 0.5 | 0.27 | 0.04
Seat 0.17 0.17 0.5 2 1 0.49 | 0.06
suma 7.69 | 1.00

NAJ. Skoda | Renault | Ford | Opel | Seat v w;
Skoda 1 4 5 0.5 0.2 1.15 | 0.15

Renault | 0.25 1 2 0.2 | 0.13 | 0.42 | 0.05
Ford 0.2 0.5 1 0.17 | 0.11 || 0.28 | 0.04
Opel 2 5 6 1 0.25 || 1.72 | 0.22
Seat 5 8 9 4 1 4.28 | 0.55
suma 7.85 | 1.00

CENA | Skoda | Renault | Ford | Opel | Seat v; w;

Skoda 1 3 7 3 4 3.02 | 0.42
Renault | 0.33 1 9 7 5 2.54 | 0.35
Ford 0.14 0.11 1 0.33 | 0.25 || 0.27 | 0.04
Opel 0.33 0.14 3 1 0.5 | 0.59 | 0.08
Seat 0.25 0.2 4 2 1 0.83 | 0.11
suma 7.25 | 1.00

Ve druhém kroku na zakladé Saatyho matic pro jednotliva kritéria sestavime nasle-
dujici tabulku.

pal. | r.vyr. | obj. | vyk. | spotf. | naj. | cena w; | por.
Skoda 0.14 | 0.05 [ 0.04 | 0.04 | 0.40 |0.15| 0.42 | 0.26 1
Renault | 0.29 | 0.05 | 0.12 | 0.06 | 0.40 | 0.05 | 0.35 || 0.23 2
Ford 029 | 0.16 | 0.58 [ 0.52 | 0.10 | 0.04 | 0.04 || 0.16 4
Opel 0.14 | 0.28 | 0.18 [ 0.27 | 0.04 | 0.22 | 0.08 || 0.15 5
Seat 0.14 | 047 |0.08 | 0.11 | 0.06 | 0.55 | 0.11 || 0.20 3
vahy.kr. | 0.05 | 0.10 | 0.03 | 0.16 | 0.17 | 0.14 | 0.36
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Nejprve do ni vlozime normované vahy w; jednotlivych kritérii. Napiiklad do
sloupce ,,pal.” zkopirujeme hodnoty z posledniho sloupce tabulky s ndzvem ,,PAL.“.
Do posledniho fadku pak vlozime celkové normované vahy pro kritéria z prvni
Saatyho matice. Do sloupce s oznacenim w; spocitame vysledny soucet hodnoceni
variant pres vSechna kritéria tak, ze nésobime hodnotu vahy varianty kritéria
celkovou vahou tohoto kritéria, a tyto souciny scitame pies vSechna kritéria. Napf.
pro auto Skoda je vypocet:

(0.14-0.05) + (0.05-0.10) 4 (0.04 - 0.03) + (0.04- 0.16) + (0.40 - 0.17) + (0.15- 0.14) +
(0.42-0.36) = 0.26.

Na zakladé normovaného souc¢tu vah w; urcime poradi variant tak, aby vétsi vaha

vvvvvv

v
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5.6 Analyza citlivosti poradi variant

Jak jste si pri prochazeni predchozich piikladu hledani idealni varianty auta vsimli,
je vysledek analyzy ovlivnén nejen zvolenou metodou, ale také nastavenim jejich
vah. Je to zpusobeno zejména hrubymi odhady vah a dalsimi vagnimi predpoklady
metod. Skuteéné idealni variantou vicekriteridlniho rozhodovani je takova, ktera

aplikaci riznych metod a nastaveni jejich vah zustava na prvnim miste.

Je ziejmé, ze pokud je variant mnohem vice nez aplikovanych metod (s ruznym
nastavenim vah), pak je opakovany vyskyt varianty na jakékoli pozici méné pravde-

podobny.

Pokud shrneme vysledky hledani idealni varianty starsiho auta z nasi ilohy, dojdeme
s pouzitim ti{ metod (PRIAM, lexikografickd a AHP) k zavéru, ze na prvni pozici
se 2x objevilo auto znacky Renault a jednou auto Skoda. Pochopitelné by se zvo-
lenim jinych vah danych kritérii vybrané varianty zcela jisté zménily, protoze jsme
kladli duraz zejména na nizkou cenu a néklady na pohonné hmoty, coz auto Renault
opravdu splinuje. Nesplnuje vSak zcela pozadavky na vyssi vykon, rok vyroby a ujeté
kilometry.

VVVVVV

metody, ale i volba vah kritérii. Znalost priorit kritérii pro vybér variant je velmi

cenna a bez ni nelze zadnou piijatelnou variantu nalézt.
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Shrnuti:

Rozhodovatel urcuje, ktera varianta nejlépe splnuje dana kritéria

Kriteridlni matice je dana kritérii a variantami

Kritéria jsou maximalizacni a minimalizacni, dale kvalitativni a kvantitativni
Varianty mohou byt - dominovanda, nedominovand, idedlni, bazalni a kompro-
misni

Cilem je nalézt idedlni variantu, varianty settidit nebo je rozdélit na skupiny
Pro snadnéjsi rozhodovani jsou kritéria hodnocena vahami

Vahy mohou byt urc¢eny rovnomérné, metodou poradi, metodou bodovaci,
Fullerovou nebo Saatyho metodou

K rozdéleni variant na zakladé aspira¢nich trovni slouzi konjunktivni a dis-
junktivni metoda

Metody PRIAM a lexikografickd umoznuji nalézt idealni nebo kompromisni
variantu

Pracnéjsi metoda AHP odhali spolu s kompromisni variantou také poradi vsech
variant

K urc¢eni idedlni varianty vede pouziti vice metod, zména vah a zapojeni vice

rozhodovatelu

Kontrolni otazky:

Jaka kritéria by byla vhodnd pro tlohu hledani idedlntho PC pro studenta?
Pro tlohu z predchozi otazky navrhnéte, kterou metodou byste hledali idealni
PC.

Jak byste postupovali v pripadé, kdy by zména vah ovlivnila vysledek hledani

kompromisni varianty?

Pojmy k zapamatovani:

rozhodovatel

kritéria, varianty, kriterialni matice,

kritérium maximaliza¢ni, minimalizacni, kvantitativni, kvalitativni,
varianta dominovand, nedominovand, idealni, bazalni, kompromisni,
vahy kritérii,

metoda poradi, bodovaci, Fullerova a Saatyho metoda,

metoda konjunktivni, disjunktivni,
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- metody lexikograficka, PRIAM, AHP,

- analyza citlivosti poradi variant.

Koresponden¢ni tkol:

Korespondené¢ni ulohy budou zadavany vzdy na zacatku semestru.
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6 Statistické tabulky

Pro potieby vypoctu hodnot distribu¢ni funkce a p-kvantilu veli¢in z normalniho,
X2, t a F rozdéleni ndsleduji jednoduché vyseky statistickych tabulek. Samoziejmé je

mozné tyto hodnoty ziskat pomoci software pocitace, jako je naptiklad MS EXCEL.

6.1 Distribuc¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni

X ~ N(0,1), ®(x)=P(X <x)

Tabulka 22: Kvantily normovaného normalniho rozdéleni

d(x)

x +0 +0.02 | +0.04 | +0.06 | +0.08
0 | 0.5000 | 0.5080 | 0.5160 | 0.5239 | 0.5319
0.1 ] 0.5398 | 0.5478 | 0.5557 | 0.5636 | 0.5714
0.2 ] 0.5793 | 0.5871 | 0.5948 | 0.6026 | 0.6103
0.3 ] 0.6179 | 0.6255 | 0.6331 | 0.6406 | 0.6480
0.4 | 0.6554 | 0.6628 | 0.6700 | 0.6772 | 0.6844
0.5 ] 0.6915 | 0.6985 | 0.7054 | 0.7123 | 0.7190
0.6 | 0.7257 | 0.7324 | 0.7389 | 0.7454 | 0.7517
0.7 1 0.7580 | 0.7642 | 0.7704 | 0.7764 | 0.7823
0.8 ] 0.7881 | 0.7939 | 0.7995 | 0.8051 | 0.8106
0.9 | 0.8159 | 0.8212 | 0.8264 | 0.8315 | 0.8365
1 10.8413 | 0.8461 | 0.8508 | 0.8554 | 0.8599
1.1 | 0.8643 | 0.8686 | 0.8729 | 0.8770 | 0.8810
1.2 1 0.8849 | 0.8888 | 0.8925 | 0.8962 | 0.8997
1.3 1 0.9032 | 0.9066 | 0.9099 | 0.9131 | 0.9162
1.4 1 0.9192 | 0.9222 | 0.9251 | 0.9279 | 0.9306
1.5 1 0.9332 | 0.9357 | 0.9382 | 0.9406 | 0.9429
1.6 | 0.9452 | 0.9474 | 0.9495 | 0.9515 | 0.9535
1.7 1 0.9554 | 0.9573 | 0.9591 | 0.9608 | 0.9625
1.8 1 0.9641 | 0.9656 | 0.9671 | 0.9686 | 0.9699
1.9 1 0.9713 | 0.9726 | 0.9738 | 0.9750 | 0.9761
2 109772 | 09783 | 0.9793 | 0.9803 | 0.9812
2.1 0.9821 | 0.9830 | 0.9838 | 0.9846 | 0.9854
2.2 1 0.9861 | 0.9868 | 0.9875 | 0.9881 | 0.9887
2.3 10.9893 | 0.9898 | 0.9904 | 0.9909 | 0.9913
2.4 109918 | 0.9922 | 0.9927 | 0.9931 | 0.9934
2.5 10.9938 | 0.9941 | 0.9945 | 0.9948 | 0.9951
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6.2 Vybrané kvantily Chi-kvadrat rozdéleni

X ~xp,  PIX <z(p)]

p

Tabulka 23: Kvantily Chi-kvadrat rozdéleni

z(p)
n [p=0025]p=095]p=0975 | p=0.99
1 0.00 3.84 5.02 6.63
2 0.05 5.99 7.38 9.21
3 0.22 7.81 9.35 11.34
4 0.48 9.49 11.14 13.28
5 0.83 11.07 12.83 15.09
6 1.24 12.59 14.45 16.81
7 1.69 14.07 16.01 18.48
8 2.18 15.51 17.53 20.09
9 2.70 16.92 19.02 21.67
10 | 325 18.31 20.48 23.21
11 | 382 19.68 21.92 24.73
12 | 440 21.03 23.34 26.22
13 | 5.01 22.36 24.74 27.69
14 | 563 23.68 26.12 29.14
15 | 6.26 25.00 27.49 30.58
16 | 691 26.30 28.85 32.00
17 | 7.56 27.59 30.19 33.41
18 | 823 28.87 31.53 34.81
19 | 891 30.14 32.85 36.19
20 | 9.59 31.41 34.17 37.57
25 | 13.12 37.65 40.65 44.31
30 | 16.79 43.77 46.98 50.89
40 | 24.43 55.76 59.34 63.69
50 | 32.36 67.50 71.42 76.15
100 | 7422 | 124.34 | 12956 | 135.81
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6.3 Vybrané kvantily Studentova t-rozdéleni

X ~t,, PX <x(p) =p

Tabulka 24: Kvantily Studentova rozdéleni

z(p)
n |[p=09 | p=095|p=0975 | p=0.99 | p=0.995
1 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66
2 1.89 2.92 4.30 6.96 9.92
3 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84
4 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60
5 1.48 2.02 2.57 3.36 4.03
6 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71
7 1.41 1.89 2.36 3.00 3.50
8 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36
9 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25
10 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17
11 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11
12 1.36 1.78 2.18 2.68 3.05
13 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01
14 1.35 1.76 2.14 2.62 2.98
15 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95
16 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92
17 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90
18 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88
19 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86
20 1.33 1.72 2.09 2.53 2.85
25 1.32 1.71 2.06 2.49 2.79
30 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75
40 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70
50 1.30 1.68 2.01 2.40 2.68
70 1.29 1.67 1.99 2.38 2.65
100 | 1.29 1.66 1.98 2.36 2.63
500 | 1.28 1.65 1.96 2.33 2.59
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6.4 Vybrané kvantily Fischerova-Snedecorova F-rozdéleni

X ~ Fpn,  PIX < 2(0.95)] = 0.95

Tabulka 25: Kvantily Fischerova-Snedecorova rozdéleni

m
n 1 2 3 4 D 10 20 40
1 | 161.45 | 199.5 | 215.71 | 224.58 | 230.16 | 241.88 | 248.02 | 251.14
2 18.51 | 19.00 | 19.16 | 19.25 | 19.30 | 19.40 | 19.45 | 19.47
3 10.13 | 9.55 9.28 9.12 9.01 8.79 8.66 8.59
4 7.71 6.94 | 6.99 6.39 6.26 5.96 5.80 5.72
3 6.61 5.79 5.41 5.19 0.05 4.74 4.56 4.46
6 5.99 5.14 | 4.76 4.53 4.39 4.06 3.87 3.77
7 5.59 | 4.74 | 4.35 4.12 3.97 3.64 3.44 3.34
8 0.32 | 446 | 4.07 3.84 3.69 3.35 3.15 3.04
9 5.12 | 4.26 | 3.86 3.63 3.48 3.14 2.94 2.83
10 | 496 | 4.10 | 3.71 3.48 3.33 2.98 2.77 2.66
11 4.84 | 3.98 | 3.59 3.36 3.20 2.85 2.65 2.53
12 | 475 | 3.89 | 3.49 3.26 3.11 2.75 2.54 2.43
13 | 4.67 | 3.81 3.41 3.18 3.03 2.67 2.46 2.34
14 | 4.60 | 3.74 | 3.34 3.11 2.96 2.60 2.39 2.27
15 | 454 | 3.68 | 3.29 3.06 2.90 2.54 2.33 2.20
20 | 435 | 349 | 3.10 2.87 2.71 2.35 2.12 1.99
30 | 417 | 3.32 2.92 2.69 2.53 2.16 1.93 1.79
40 | 4.08 | 3.23 2.84 2.61 2.45 2.08 1.84 1.69
60 | 4.00 | 3.15 2.76 2.53 2.37 1.99 1.75 1.59
120 | 3.92 | 3.07 | 2.68 2.45 2.29 1.91 1.66 1.50
500 | 3.86 | 3.01 2.62 2.39 2.23 1.85 1.59 1.42




LITERATURA 137

Literatura

[11]
[12]
[13]
[14]
[15]

[16]

[17]

[18]
[19]

[20]

Andeél, J.: Matematicka statistika, SNTL Praha, 1978.
Andeél, J.: Statistické metody, Matfyzpress Praha, 1993.
Andél, J.: Matematika ndhody, Matfyzpress, 2007.

Brozové, H., Houska, M., Subrt, T.: Modely pro vicekriteridlni rozhodovéani,
CZU, Praha, 2003.

Cyhelsky, L., Kahounova, J. , Hindls, R.: Elementarni statistickd analyza, Ma-
nagement Press, Praha, 1996.

Fiala, P., Jablonsky, J., Manas, M.: Vicekriteridlni rozhodovéni, VSE, Praha,
1997.

Havranek, T. a kol.: Matematika pro biologické a lékaiské védy, Academia,
1981.

Havranek, T.: Statistika pro biologické a lékaiské védy, Academia, 1993.
Hebak, P., Kahounova, J.: Pocet pravdépodobnosti v piikladech, SNTL, 1988.

Hendl, J.: Prehled statistickych metod zpracovani dat: analyza a metaanalyza
dat, Portal, 2006.

Komenda, S.: Biometrie, skriptum PfF UP Olomouc, 1994.

Komenda, S.: Politometrie, Vydavatelstvi UP, Olomouc, 1995.

Ktivy, L. Uvod do teorie pravdépodobnosti, skriptum PF Ostrava, 1983.
Ktivy, 1.: Zaklady matematické statistiky, skriptum PF Ostrava, 1985.
Ktivy, 1.: Zaklady teorie pravdépodobnosti, skriptum PiF OU Ostrava, 2004.

Litschmannové, M.: Vybrané kapitoly z pravdépodobnosti, skriptum VSB-TU
Ostrava, 2012.
http://mi21.vsb.cz/modul/vybrane-kapitoly-z-pravdepodobnosti

Litschmannova, M.: Uvod do statistiky, skriptum VSB-TU Ostrava, 2012.
http://mi21.vsb.cz/modul/uvod-do-statistiky

Likes, J., Machek, J.: Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1983.
Marek, L.: Statistika v prikladech, Professional Publishing, 2013.

Meloun, M., Militky, J.: Statistické zpracovani experimentalnich dat, PLUS,
1994.


http://mi21.vsb.cz/modul/vybrane-kapitoly-z-pravdepodobnosti
http://mi21.vsb.cz/modul/uvod-do-statistiky

138 LITERATURA

[21] NCSS Statistical System for Windows — User‘s Guide.

[22] Novovicovd, J., Pravdépodobnost a matematickd statistika, Ceské vysoké uceni
technické v Praze, 2006.

[23] Quantnet - A Database-Driven Online Repository of Scientific Information.
http://sfb649.wiwi.hu-berlin.de/quantnet/.

[24] Ramik, J., Tosenovsky, F.: Rozhodovaci analyza pro manazery, SLU, Karvina,
2013.

[25] Rezankovd, H.: Analyza kategoridlnich dat, VSE, Praha, 2005.
[26] Swoboda, H.: Moderni statistika, Svoboda, Praha, 1977.

[27] Tvrdik, J.: Zaklady statistické analyzy dat, Piirodovédecka fakulta Ostravské

university, Ostrava 1998.

[28] Tvrdik, J.: Zéklady pravdépodobnosti a statistiky, Piirodovédecka fakulta Os-

travské university, Ostrava 2010.
[29] Zvéra, K.: Biostatistika, Karolinum, Praha, 1998.

[30] Zvéra, K., Stépén, J.,: Pravdépodobnost a matematickd statistika, Matfyzpress,
Praha, 2001.


http://sfb649.wiwi.hu-berlin.de/quantnet/

	Úvod
	Co je statistika?
	Statistická data
	Měření a typy škál

	Popisná statistika
	Četnost, rozdělení četnosti, grafické znázornění
	Charakteristiky polohy
	Charakteristiky variability
	Další charakteristiky rozdělení pozorovaných hodnot
	Některé techniky popisné statistiky
	Zaznamenávání četnosti
	Zápis lodyha-list (Stem&Leaf)
	Krabicový graf

	Popis vztahu dvou veličin
	Kontingenční tabulka
	Nominální a spojitá veličina
	Dvě spojité veličiny

	Příklad statistického zpracování dat

	Základy počtu pravděpodobnosti
	Náhodný pokus, náhodný jev a pravděpodobnost
	Náhodná veličina a rozdělení pravděpodobnosti
	Charakteristiky náhodných veličin
	Příklady diskrétních rozdělení
	Alternativní rozdělení
	Binomické rozdělení
	Poissonovo rozdělení
	Rovnoměrné diskrétní rozdělení

	Příklady spojitých rozdělení
	Rovnoměrné spojité rozdělení
	Normální rozdělení
	Rozdělení Chí-kvadrát
	Studentovo t-rozdělení
	Fisherovo-Snedecorovo F-rozdělení
	Dvourozměrné normální rozdělení

	O centrální limitní větě

	Statistická indukce
	Základní pojmy
	Statistický odhad
	Bodové odhady
	Intervalové odhady

	Testování hypotéz

	Vícekriteriální analýza dat
	Charakteristika dat
	Základní pojmy
	Varianty se speciálními vlastnostmi
	Klasifikace úloh vícekriteriální analýzy

	Porovnání dostupného statistického software
	Vyhledání a představení volně dostupného statistického software
	FreeMat
	Scilab

	Statistické tabulky
	Normované normální rozdělení
	Chi-kvadrát rozdělení
	Studentovo t-rozdělení
	Fischerovo-Snedecorovo F-rozdělení

	Řešené úlohy
	Náhodná procházka
	Objem tělesa metodou Monte Carlo

	Literatura

