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1 Úvod 5

1.1 Co je statistika? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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3.4.4 Rovnoměrné diskrétńı rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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4.2 Statistický odhad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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Předmluva

Tento text je určen student̊um předmětu Základy pravděpodobnosti a statistiky.

Ćılem předmětu je seznámit studenty se základy statistického zpracováńı dat včetně

základ̊u teorie pravděpodobnosti nezbytnými pro aplikaci metod statistické indukce.

Text vznikl úpravou opory [28] podle zkušenost́ı z několikaletého už́ıváńı textu ve

výuce. Byly vypuštěny nebo zjednodušeny některé úseky, které pro pochopeńı zá-

kladńıch pojmů nebyly nutné. Na několika mı́stech textu byly doplněny ilustračńı

př́ıklady a obrázky. Byla přidána podkapitola 2.6 s př́ıkladem využit́ı jednoduchých

metod popisné statistiky ve vyhodnoceńı dat o účinnosti čtyř stochastických algo-

ritmů a doplněno vysvětleńı a př́ıklady hledáńı hodnot distribučńıch funkćı a kvan-

til̊u pomoćı funkćı v Excelu. Kromě toho byly odstraněny některé drobné formálńı

a typografické nedostatky. Byla přidána kapitola 5 věnována v́ıcekriteriálńımu roz-

hodováńı. Dále byl aktualizován seznam literatury, zejména o české knihy, učebńı

texty a elektronické učebnice, které vyšly v posledńıch létech a jsou vhodné jako

doplňuj́ıćı literatura.

Doufáme, že nové upravené vydáńı bude pro studenty př́ıjemněǰśı a srozumitelněǰśı a

bude dobrou pomůckou pro pochopeńı základńıch princip̊u statistiky a jejich aplikace

v analýze dat.

Každá kapitola zač́ıná pokyny pro jej́ı studium. Tato část je vždy označena jako

Pr̊uvodce studiem s ikonou na okraji stránky.

Pojmy a d̊uležité souvislosti k zapamatováńı jsou vyznačeny na okraji stránky textu

ikonou.

V rozsahu celého textu jsou umı́stěny Př́ıklady, jejichž podrobné řešeńı umožňuje

porozumět prob́ırané problematice do větš́ı hloubky a tak si snáze osvojit praktiky

pro daľśı aplikace.

V závěru každé kapitoly je rekapitulace nejd̊uležitěǰśıch pojmů. Tato rekapitulace je

označena textem Shrnut́ı a ikonou na okraji.

Odd́ıl Kontrolńı otázky označený ikonou by vám měl pomoci zjistit, zda jste

prostudovanou kapitolu pochopili a snad vyprovokuje i vaše daľśı otázky, na které

budete hledat odpověd’.

U některých kapitol je připomenuta Korespondečńı úloha. Pro kombinované a

distančńı studium jsou korespondenčńı úlohy zadávány v rámci kurzu daného se-

mestru. Úspěšné vyřešeńı korespondenčńıch úloh je součást́ı podmı́nek pro celkové

hodnoceńı předmětu.
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1 Úvod

Pr̊uvodce studiem:

Po prostudováńı této kapitoly byste měli:

• vědět, č́ım se zabývá statistika a jaká data může zpracovávat,

• rozumět pojmům objekt, veličina, datová matice, základńı soubor, výběrový

soubor,

• chápat rozd́ıl mezi škálou nominálńı, ordinálńı, intervalovou a pod́ılovou.

Čas potřebný k prostudováńı tohoto modulu je asi 2 hodiny.

1.1 Co je statistika?

Slovo statistika má p̊uvod v minulosti vzdálené několik stolet́ı. Ćıt́ıme v něm la-

tinský základ - status, tedy stav, a také stát - stav věćı veřejných. Nahlédneme-li

do výkladového slovńıku nebo do úvodńıch kapitol učebnic statistiky, dozv́ıme se,

že
”
statistika se zabývá studiem zákonitost́ı hromadných jev̊u“. Věta je to jistě po-

zoruhodná, ale nepřipravenému čtenáři mnoho nesděluje. Kromě toho se dočteme

v učebnićıch, že pod pojmem statistika je většinou mı́něna matematická statistika,

což je obor matematiky, který se zabývá aplikacemi teorie pravděpodobnosti, (což

je daľśı obor matematiky), a že matematická statistika hledá správné metody usu-

zováńı z neúplných údaj̊u, zat́ıžených ještě nav́ıc náhodným koĺısáńım. Vid́ıme, že

je mnoho významů slova
”
statistika“. Jedńım z hlavńıch ćıl̊u tohoto předmětu a to-

hoto textu je vybudováńı základ̊u pro správné pochopeńı významů slova
”
statistika“

a pro využit́ı některých statistických metod poznáváńı a chápáńı světa, který nás

obklopuje, tedy pro statistickou analýzu dat.

Analýza je opakem syntézy, jak v́ıme z kř́ıžovek. Také mı́sto analýza můžeme už́ıvat

české slovo rozbor. Zde můžete tento pojem chápat jako postup rozděleńı velkého

celku na takové součásti, které nám ten nepřehledný celek pomáhaj́ı pochopit a

porozumět mu.

Data jsou zobrazeńım jisté části reálného světa, často bývaj́ı vyjádřena č́ıselně.

Části světa můžeme zobrazovat r̊uznou formou - jako fotografii, mapu, kresbu - to

všechno jsou data. V tomto textu však daty budeme rozumět předevš́ım zobrazeńı

do č́ıselných hodnot.

Př́ıklad 1.1 Fotbalové mužstvo Bańıku Ostrava jako určitý výsek z reálného světa

může být zobrazeno třeba:
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• skupinovou fotografíı - tu jistě oceńı běžný fanoušek, nebo snad ještě v́ıce

mladá dáma hledaj́ıćı objekt hodný jej́ı pozornosti,

• tabulkou, ve které bude u každého hráče zaznamenán věk, výška, váha, počet

odehraných minut a vstřelených branek v této sezóně, datum ukončeńı smlouvy

atd. Tato forma dat bude zřejmě užitečněǰśı pro realizačńı tým zodpovědný za

výkon mužstva.

Ve statistické analýze rozumı́me daty jen druhou možnost, tedy zobrazeńı ve formě

tabulky.

1.2 Statistická data

Data jsou určitou formou zobrazeńı výseku z reálného světa, který nás obklopuje.

Statistickými daty budeme rozumět č́ıselné zobrazeńı takového výseku reálného

světa, ve kterém se zobrazované objekty vyskytuj́ı hromadně, tzn. že r̊uzńı jedinci

(objekty) patř́ıćı do stejné kategorie, kterou umı́me jasně určit, se objevuj́ı v́ıcekrát.

Př́ıklad 1.2 Několik př́ıklad̊u výsek̊u z reálného světa s hromadným výskytem

objekt̊u:

a) ryby v přehradńı nádrži Šance,

b) jabloně v ovocné zahradě pana Nováka,

c) občané České republiky k 1. lednu 2016,

d) poč́ıtače v učebně či v kanceláři (zapojené do śıtě).

Takové výseky z reálného světa, které zahrnuj́ı v́ıce objekt̊u maj́ıćıch nějakou spo-

lečnou vlastnost, a tedy patř́ı do stejné kategorie, nazýváme populace. Výše uvedené

př́ıklady byly tedy př́ıklady populaćı. Zobrazeńım bud’ všech nebo jen některých ob-

jekt̊u populace vznikaj́ı statistická data. U každého z uvedených př́ıklad̊u nás mohou

zaj́ımat zcela jiné vlastnosti sledovaných objekt̊u, třeba v př́ıkladu 1.2

a) druh, délka, hmotnost, velikost šupin apod.,

b) stář́ı stromu a úroda v loňském roce vyjádřená v kilogramech,

c) věk, výše mzdy, počet dět́ı, kraj atd.,

d) frekvence CPU, velikost RAM, velikost HDD, rychlost śıt’ové karty, OS, výkon

GPU, rozlǐseńı obrazovky.

Každé z těchto zobrazeńı však bude mı́t stejnou strukturu, strukturu tabulky, ve

které každý sloupec znamená jednu sledovanou vlastnost (veličinu) a každý řádek
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Tabulka 1: Obvyklá struktura statistických dat.

veličina1 veličina2 . . . veličinaj . . . veličinap
objekt1 x11 x12 . . . . . . . . . x1p
objekt2 x21 x22 . . . . . . . . . x2p

...
...

... . . . . . . . . .
...

objekti
...

... . . . xij . . .
...

...
...

... . . . . . . . . .
...

objektn xn1 xn2 . . . . . . . . . xnp

odpov́ıdá jednomu objektu, jak ukazuje tabulka 1. Uvnitř tabulky jsou č́ıselné hod-

noty veličin zjǐstěné na každém ze sledovaných objekt̊u. Každý sloupec tabulky může

být nadepsán jménem měřené veličiny, každý řádek lze označit tak, abychom jedno-

značně poznali, kterému objektu je tento řádek přǐrazen.

Př́ıklad 1.3 U poč́ıtač̊u v kanceláři jsou sledovány dvě veličiny, frekvence CPU a

velikost RAM, pak data mohou vypadat takto:

Tabulka 2: Př́ıklad statistických dat.

PC CPU RAM
(GHz) (GB)

1 1.66 2.5
2 2.13 4.0
3 2.50 8.0
4 1.86 3.0
5 2.00 4.0

Tabulka je základńı a nejčastěǰśı strukturou statistických dat jako obrazu určité

části reálného světa. Jej́ı výhodou je to, že z ńı snadno rozpoznáme, čeho je obra-

zem. Nevýhodou může být jej́ı velký rozsah, a t́ım i nepřehlednost, např. tabulka

z př́ıkladu 1.2 c) by měla v́ıce než deset milión̊u řádk̊u. Právě zpracováńı informaćı

z takových rozsáhlých tabulek do přehledněǰśı formy je jedńım z úkol̊u statistické

analýzy dat.

Č́ıselné hodnoty uvnitř tabulky tvoř́ı datovou strukturu o n řádćıch a p sloupćıch,

která se v matematice nazývá matice. Proto se někdy o datech v tabulce hovoř́ı

jako o datové matici. Sloupce tabulky jsme dosud označovali jako veličiny. Někdy

jsou však také označovány jako znak, proměnná (anglicky variable) a v některých

vymezených souvislostech i celou řadou daľśıch názv̊u. Podobně i pro objekty existuje

množstv́ı synonym: jedinec, (statistické) individuum, př́ıpad (anglicky case) atp.

Protože však už rozumı́me kĺıčovému konceptu, tj. statistickým dat̊um ve struktuře

tabulky, nemůže nás tato nadbytečná pestrost názvoslov́ı nijak zmást.

Je však nutné rozlǐsovat jeden velice podstatný rozd́ıl mezi daty, která zobrazuj́ı
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všechny objekty z populace a daty, která zobrazuj́ı jenom část objekt̊u populace.

V př́ıpadě, že data jsou obrazem celé populace, se tato data označuj́ı jako zá-

kladńı soubor. Analýzou základńıho souboru můžeme źıskat přehledněji a úsporněji

uspořádaný popis dat, a t́ım i srozumitelněǰśı popis sledovaného výseku reálného

světa, č́ıselné hodnoty parametr̊u populace. Takový postup označujeme jako popis-

nou (deskriptivńı) statistiku.

Základńı soubor neńı vždy k dispozici. Třeba může být populace velice rozsáhlá a

změřit všechny objekty je časově nebo finančně neúnosné nebo je dokonce takové

měřeńı nemožné. Např. měřeńı je destruktivńı, jako je třeba tlaková zkouška cihel a

základńı soubor můžeme źıskat jen t́ım, že v měř́ıćım lisu rozdrt́ıme všechny vyrobené

cihly. T́ım bychom sice źıskali základńı soubor, ale při tom bychom zničili tu část

reálného světa, kterou má zobrazovat, a informace ze základńıho souboru už by

přestaly být zaj́ımavé.

Někdy data tedy zobrazuj́ı jen část objekt̊u populace, avšak my bychom si rádi uči-

nili obraz o celé populaci, o jej́ıch parametrech. Je to podobná situace, jako když

z několika útržk̊u fotografie si chceme udělat obraz o krajině, která byla zachycena

na celé fotografii. Je zřejmé, že naše úspěšnost v tomto úsiĺı bude záviset na tom,

zda na útržćıch budou př́ıtomny všechny podstatné rysy krajiny, a také na tom,

zda budeme správně usuzovat (odhadovat) z jednotlivost́ı na vlastnosti celku. Ve

statistické analýze se taková část populace nazývá výběr a jeho zobrazeńı do dat

výběrový soubor. Z výběrového souboru samozřejmě nemůžeme určit parametry po-

pulace, protože nemáme o populaci úplnou informaci, ale pouze odhady parametr̊u

populace.

Metody správného usuzováńı z výběru na populaci, kdy z informaćı o části usuzu-

jeme na celek a ze speciálńıho na obecné, nám poskytuje matematická statistika.

Postup se označuje jako statistická indukce a aplikace takových metod se nazývaj́ı

induktivńı statistika.

Pojmy, s nimiž jste se seznámili v této kapitole, lze přehledně shrnout, jak je ukázáno

v tabulce 3.

Tabulka 3: Přehled pojmů týkaj́ıćıch se statistických dat.

všechny objekty jen část objekt̊u
realita populace výběr
data základńı soubor výběrový soubor

charakteristiky parametry odhady (parametr̊u)
metody deskriptivńı statistika induktivńı statistika
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1.3 Měřeńı a typy škál

K č́ıselnému vyjadřováńı vlastnost́ı (a intenzity vlastnost́ı) jedinc̊u, tedy ke kvanti-

fikaci, slouž́ı r̊uzné techniky měřeńı. Měřeńım zjist́ıme pro jistý objekt č́ıselnou hod-

notu sledované veličiny, t́ım vlastně vytvoř́ıme obraz objektu na č́ıselné ose. Pokud

chceme poznávat reálný svět z jeho obraz̊u (většinou se nám nic lepš́ıho nenab́ıźı),

je jistě nutné, aby svět byl zobrazován nezkresleně. Měř́ıćı procedury muśı mı́t řadu

jasně definovaných vlastnost́ı, jako reprodukovatelnost, ověřitelnost atd.

Výsledky měřeńı se vyjadřuj́ı č́ıselnými hodnotami měř́ıćı stupnice, tzv. škály. Šká-

lou jsou vymezeny všechny možné hodnoty, kterých měřená veličina může nabývat.

Podle typu škály jsou definovány vztahy mezi hodnotami na škále. Rozeznáváme

čtyři typy škál, a tedy i čtyři druhy měřených veličin (znak̊u). Uvedeme je v pořad́ı

od nejhrubš́ı, postihuj́ıćı nejméně detail̊u, po nejjemněǰśı typ škály.

Nominálńı škála klasifikuje objekty do určitých předem vymezených tř́ıd či ka-

tegoríı. Hodnoty v nominálńı škále se daj́ı vyjádřit slovně a mezi r̊uznými hodno-

tami neńı definováno žádné uspořádáńı. Pokud jsou hodnoty nominálńı škály někdy

označovány č́ıselně, mějte na paměti, že toto č́ıslo je pouze jakousi zkratkou (kódem)

slovńı hodnoty1. O veličinách měřených v nominálńı škále hovoř́ıme jako o nominál-

ńıch veličinách.

Př́ıklad 1.4 V nominálńı škále se vyjadřuj́ı hodnoty veličin, jako jsou např.:

• pohlav́ı (s možnými hodnotami mužské, ženské),

• barva oč́ı (modrá, hnědá, černá),

• výsledek léčby (uzdraven, zemřel),

• národnost (česká, slovenská, polská, německá, ...),

• výrobce GPU (ATI, NVidia, Intel),

• PC myš (kuličková, optická, laserová, bezdrátová, ...),

• obrazovka PC (CRT, LCD, plasma, LED),

• operačńı systém (Windows, iOS, Linux, Android, Sun, ...).

Ordinálńı (pořadová) škála umožňuje jedince podle sledované vlastnosti nejen

rozlǐsovat, ale také uspořádat ve smyslu vztah̊u
”

je větš́ı“,
”

je menš́ı“ nebo
”
před-

cháźı“,
”
následuje“, aniž by však byla schopna vyjádřit č́ıselně vzdálenost mezi vět-

š́ım a menš́ım či mezi předcházej́ıćım a následuj́ıćım. Veličiny měřené v ordinálńıch

škálách se nazývaj́ı ordinálńı veličiny.

1Současné programy pro statistickou analýzu dat většinou nevyžaduj́ı, aby data byla homogenńı
datová struktura, tedy matice s pouze č́ıselnými hodnotami, a umı́ správně pracovat i s daty, kde
hodnoty nominálńıch veličin jsou znakové řetězce.
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Nominálńı a ordinálńı veličiny jsou souhrnně označovány jako kategoriálńı.

Př́ıklad 1.5 V ordinálńı škále se měř́ı znaky jako

• dosažené vzděláńı (základńı, středńı, vysokoškolské),

• prospěch ve školńım předmětu (výborně, velmi dobře, dobře, nevyhověl),

• d̊ustojnická hodnost (podporuč́ık, poruč́ık, nadporuč́ık, kapitán, ...),

• stav pacienta (vyléčen, remise, recidiva),

• hodnoceńı funkce technických zař́ızeńı (stupně závažnosti poruchy jaderné

elektrárny),

• ohrožeńı povodńı (stupně povodňové aktivity),

• hodnoceńı postoj̊u v sociologických pr̊uzkumech (škála má hodnoty např. sou-

hlaśım, sṕı̌se souhlaśım, sṕı̌se nesouhlaśım, nesouhlaśım),

• četnost výskytu (často, občas, zř́ıdka, nikdy),

• chut’ v́ına nebo jiné poživatiny podle degustátora,

• tř́ıda USB (1.0, 2.0, 3.0).

Na ordinálńı škále se někdy měř́ı i veličiny měřitelné kvantitativně jemněǰśımi šká-

lami, pokud rozlǐseńı ordinálńı škálou postačuje, např. postava člověka může být

malá, středńı nebo velká.

Intervalová (rozd́ılová) škála nav́ıc umožňuje stanovit vzdálenost mezi hodno-

tami měřené veličiny. Je tedy oproti ordinálńı škále bohatš́ı. Intervalová škála má

definovánu jednotku měřeńı, avšak nula byla definována s jistou libov̊uĺı. Dovoluje

proto poč́ıtat s rozd́ıly naměřených hodnot, nikoliv s jejich pod́ıly.

Př́ıklad 1.6 Typickou veličinou měřenou v intervalové škále je teplota. Různé tep-

lotńı škály (Celsiova, Fahrenheitova) maj́ı r̊uzně položené nuly (0 stupň̊u Celsia =

32 stupň̊u Fahrenheita) a také rozd́ılné jednotky (jednotka Celsiovy stupnice = 1.8

jednotek Fahrenheitovy stupnice). Má-li těleso teplotu C stupň̊u Celsia, je záro-

veň teplé (32+1.8C) stupň̊u Fahrenheita. Teploty dvou těles, lǐśıćıch se o d stupň̊u

Celsia, se zároveň lǐśı o 1.8d stupň̊u Fahrenheita, bez ohledu na to, v které části

stupnice se tyto hodnoty nacházej́ı. Pod́ıly teplot však tuto stálost nezachovávaj́ı.

Např. dvojnásobnému zvýšeńı teploty z 10 na 20 stupň̊u Celsia odpov́ıdá ve stupnici

Fahrenheitově zvýšeńı 1.36 krát (z 50 na 68 stupň̊u), zat́ımco dvojnásobnému zvý-

šeńı teploty z 20 na 40 stupň̊u Celsia odpov́ıdá ve stupnici Fahrenheitově zvýšeńı

1.53 krát (ze 68 na 104 stupně). Vid́ıme, že pod́ıly hodnot měřených v rozd́ılové

škále nemaj́ı smysl, a proto je nemůžeme už́ıvat.
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Pod́ılová škála zachovává nejen rozd́ıly (intervaly) mezi hodnotami, ale také po-

d́ıly hodnot, nebot’ má nulu stanovenu absolutně a jednoznačně. Veličiny měřené

v pod́ılové škále mohou nabývat pouze kladných hodnot. Veličinám měřeným v po-

d́ılové škále se ř́ıká také kardinálńı veličiny.

Př́ıklad 1.7 Pod́ılovou škálou je např. Kelvinova teplotńı stupnice, v ńıž všechny

naměřené teploty jsou kladné, tzv. absolutńı nula, tj. hodnota 0K je fyzikálně ne-

dosažitelná.

V pod́ılových škálách se měř́ı např.:

• koncentrace, kapacity,

• fyzikálńı vlastnosti materiálu, doba trváńı nějakého děje,

• počet element̊u ve vzorku krve,

• hmotnost, výška, věk či plat osob,

• frekvence CPU,

• rychlost přenosu dat po śıti.

Veličiny měřené intervalovou nebo pod́ılovou škálou se nazývaj́ı metrické. Při zpra-

cováńı metrických dat většinou tyto veličiny považujeme za spojité, jako by mohly

nabývat kteroukoli hodnotu z č́ıselného intervalu daného škálou. I když při prak-

tickém měřeńı tomu tak neńı, viz výše uvedené př́ıklady, kdy hodnota se určuje

nač́ıtáńım, a tedy může být jen celoč́ıselná. Dokonce i u veličin, které principiálně

spojité jsou, jako délka nebo čas, muśıme při praktickém měřeńı volit konečnou jed-

notku rozlǐseńı, takže i tyto veličiny se měř́ı na diskrétńı (nespojité) škále. Přesto

však při statistickém zpracováńı většinou můžeme už́ıvat pro metrické veličiny po-

stupy matematicky odvozené pro veličiny spojité. Pro nominálńı a ordinálńı veličiny

se naopak už́ıvaj́ı techniky odvozené pro veličiny diskrétńı, tj. veličiny nabývaj́ıćı

jen určité od sebe vzdálené hodnoty. Obvykle takových možných hodnot nespojité

veličiny bývá jen nevelký počet.
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Shrnut́ı:

- Data jsou zobrazeńım části reálného světa, většinou jsou vyjádřena č́ıselně.

- Základńı soubor jsou data zobrazuj́ıćı celou populaci. Jeho analýzou źıskáme

přehledněji uspořádaný popis dat. Takový postup se označuje jako popisná

(deskriptivńı) statistika.

- Výběrový soubor jsou data zobrazuj́ıćı pouze část populace. Z výběrového

souboru nemůžeme určit parametry populace, pouze jejich odhady.

- Metody správného usuzováńı z výběru na populaci, poskytuje matematická

statistika.

- K č́ıselnému vyjadřováńı vlastnost́ı jedinc̊u (objekt̊u) slouž́ı měřeńı. Měřeńım

zjist́ıme pro jistý objekt č́ıselnou hodnotu sledované veličiny, t́ım vytvoř́ıme

obraz objektu na č́ıselné ose.

- Škálou jsou vymezeny všechny možné hodnoty, kterých měřená veličina může

nabývat. Podle typu škály jsou definovány vztahy mezi hodnotami na škále.

- Nominálńı škála klasifikuje objekty do určitých předem vymezených katego-

ríı. Mezi r̊uznými hodnotami neńı definováno žádné uspořádáńı. O veličinách

měřených v nominálńı škále hovoř́ıme jako o nominálńıch veličinách.

- Ordinálńı (pořadová) škála umožňuje jedince podle sledované vlastnosti nejen

rozlǐsovat, ale také uspořádat ve smyslu vztah̊u
”

je větš́ı“,
”

je menš́ı“ nebo

”
předcháźı“,

”
následuje“, aniž by však byla schopna vyjádřit č́ıselně vzdálenost

mezi větš́ım a menš́ım či mezi předcházej́ıćım a následuj́ıćım. Veličiny měřené

v ordinálńıch škálách se nazývaj́ı ordinálńı veličiny. Nominálńı a ordinálńı

veličiny jsou souhrnně označovány jako kategoriálńı.

- Intervalová škála umožňuje stanovit vzdálenost mezi hodnotami měřené veli-

činy. Má definovánu jednotku měřeńı. Dovoluje poč́ıtat s rozd́ıly naměřených

hodnot, nikoliv s jejich pod́ıly.

- Pod́ılová škála zachovává nejen rozd́ıly (intervaly) mezi hodnotami, ale také

pod́ıly hodnot, nebot’ má nulu stanovenu absolutně a všechny naměřené hod-

noty jsou kladné.

- Veličiny měřené intervalovou nebo pod́ılovou škálou se nazývaj́ı metrické. Při

zpracováńı metrických dat většinou tyto veličiny považujeme za spojité. Pro

nominálńı a ordinálńı veličiny se už́ıvaj́ı techniky pro veličiny diskrétńı.
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Kontrolńı otázky:

1. Co je nejobvykleǰśı datová struktura v analýze dat?

2. Jaký význam maj́ı v tabulce řádky a sloupce?

3. Charakterizujte pojmy základńı soubor, výběrový soubor.

4. Vysvětlete rozd́ıl mezi škálou nominálńı, ordinálńı, intervalovou a pod́ılovou.

Pojmy k zapamatováńı:

- statistická data

- objekt, veličina

- škála

- základńı soubor

- výběrový soubor

- deskriptivńı statistika

- induktivńı statistika
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2 Popisná statistika

Pr̊uvodce studiem:

Tato kapitola je poměrně obsáhlá, proto se děĺı do v́ıce část́ı. K prostudováńı celé této

kapitoly budete potřebovat asi 10-12 hodin. Studium vám ulehč́ı četné ilustrativńı

př́ıklady. K této kapitole se váže prvńı korespondenčńı úkol.

2.1 Četnost, rozděleńı četnosti, grafické znázorněńı

Ćıl: Po prostudováńı této části kapitoly byste měli umět:

• chápat rozd́ıly mezi absolutńı a relativńı četnost́ı,

• chápat, co je kumulativńı četnost,

• graficky znázornit rozděleńı četnosti.

Pr̊uvodce studiem:

Čas potřebný k prostudováńı základńıho učiva této části je asi 4 hodiny.

Nejprve se zabývejme diskrétńımi veličinami.

Př́ıklad 2.1 Dotazńıkovým šetřeńım bylo u student̊u jednoho ročńıku vysoké školy

zjǐst’ováno, jakou operačńı pamět́ı v GB disponuje jejich poč́ıtač, tj. hodnoty xj, j =

1, 2, . . . , 30:

4, 2, 4, 6, 3, 4, 2, 3, 4, 6, 4, 2, 3, 6, 4, 4, 4, 2, 6, 3, 3, 3, 4, 4, 2, 2, 4, 4, 2, 2.

Uvedená řada 30 č́ısel obsahuje všechny pozorované hodnoty, ale jejich vńımáńı

je dosti obt́ıžné. Porovnané údaje však můžeme snadno zpřehlednit. Uspořádejme

data do následuj́ıćı tabulky, kde i je pořadové č́ıslo, tj. index řádku tabulky, x∗i je

pozorovaná hodnota, ni je počet hodnot x∗i .

Tabulka 4: Absolutńı četnosti hodnot.

i x∗i ni
1 2 8
2 3 6
3 4 12
4 6 4

Celkem n =30
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Tabulka obsahuje všechny informace jako řada č́ısel ve výše uvedeném př́ıkladu (s vý-

jimkou pořad́ı, ve kterém byly hodnoty zaznamenány), ale je pro vńımáńı podstatně

snadněǰśı. Nav́ıc informace z tab. 4 můžeme snadno vyjádřit graficky, např. tak, že

pro každou hodnotu x∗i znázorńıme hodnotu ni výškou sloupce (obr. 1).

Obrázek 1: Sloupcový graf (bar plot) četnost PC podle kapacity paměti.

Někdy se už́ıvaj́ı pro grafické znázorněńı četnosti také výsečové grafy (pie plots),

v nichž je četnost znázorněna plochou kruhové výseče (obr. 2). Tyto grafy maj́ı

v oblibě zejména novináři, v barevných variantách vypadaj́ı efektně. Jsou však méně

informativńı než sloupcové grafy, a proto se pokud možno jejich už́ıváńı v seriózńıch

prezentaćıch vyhněte.

Obrázek 2: Výsečový graf – četnosti podle kapacity pamět́ı PC.

Hodnoty ni nazýváme absolutńımi četnostmi. Př́ıvlastek
”
absolutńı“ bývá často vy-

necháván, takže slyš́ıme-li četnost, chápeme to jako počet hodnot x∗i zjǐstěný v da-

tech, tedy absolutńı četnost. Vid́ıme, že celkový počet všech pozorovaných údaj̊u n
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je rozdělen (rozložen) mezi jednotlivé diskrétńı pozorované hodnoty. Můžeme tedy

hovořit o rozděleńı četnosti. Plat́ı triviálńı vztah

n =
k∑
i=1

ni, (1)

kde k je počet r̊uzných hodnot x∗i zjǐstěných v datech. V uvedeném př́ıkladu je k = 4.

Tab. 4 můžeme nyńı dále rozš́ı̌rit - viz tab. 5.

Tabulka 5: Četnosti.

i x∗i ni fi Ni Fi
1 2 8 8/30=0.27 8 0.27
2 3 6 6/30=0.20 14 0.47
3 4 12 12/30=0.40 26 0.87
4 6 4 4/30=0.13 30 1.00

Celkem n =30 30/30=1.00

Obrázek 3: Sloupcový graf relativńıch četnost́ı v procentech.

T́ım jsme se dostali k daľśım možnostem vyjadřováńı četnost́ı. Symbol fi označuje

relativńı četnost definovanou jako

fi =
ni
n
, (2)

což představuje pod́ıl počtu hodnot x∗i v celkovém počtu všech pozorovaných hodnot.

Ve sloupci Ni jsou kumulativńı absolutńı četnosti, ve sloupečku Fi pak kumulativńı

relativńı četnosti. Relativńı kumulativńı četnost Fi je definována jako pod́ıl všech

hodnot xj, pro které plat́ı xj ≤ x∗i . Spoč́ıtá se tak, že sečteme všechny relativńı

četnosti až do řádku i. Formálně to můžeme zapsat

Fi =
i∑
t=1

ft. (3)
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Je zřejmé, že fi = Fi − Fi−1. Analogické vztahy plat́ı i pro absolutńı kumulativńı

četnosti. Plat́ı, že Fi = Ni/n.

Graf relativńıch četnost́ı je podobný grafu absolutńıch četnost́ı, jediná odlǐsnost je

v měř́ıtku svislé osy - viz obr. 3. Opět vid́ıme, že relativńı četnosti jsou rozděleny

mezi jednotlivé pozorované hodnoty, ona jednička na řádku Celkem v tab. 5, která

je součtem relativńıch četnost́ı, je rozložena podle pod́ılu pozorovaných hodnot. Uži-

tečnost relativńıch četnost́ı ukážeme v př. 2.2.

Př́ıklad 2.2 V jiném roč́ıku poskytnul pr̊uzkum výsledky uvedené v tabulce 6.

Porovnejte rozložeńı četnost́ı kapacity pamět́ı PC v obou skupinách.

Tabulka 6: Tabulka počtu pamět́ı PC.

i x∗i ni
1 2 15
2 3 12
3 4 25
4 6 8

Celkem n =60

Pokud bychom z̊ustali u grafického znázorněńı absolutńıch četnost́ı, dostaneme graf

na obr. 4. Četnosti se zřetelně lǐśı, ale je tento závěr správný?

Obrázek 4: Absolutńı četnosti - srovnáńı dvou skupin.

Porovnáme-li relativńı četnosti, dostaneme graf na obr. 5. Vid́ıme, že rozložeńı čet-

nost́ı v obou skupinách je velmi podobné. Prozat́ım se spokoj́ıme s t́ımto subjek-

tivńım dojmem. Zda velmi podobné rozděleńı četnost́ı znamená
”
prakticky stejné“

rozděleńı četnost́ı, nemůžeme prostředky popisné statistiky objektivně rozhodnout.

K tomu potřebujeme znát jiné techniky, kterými se budeme zabývat v kapitole 4 a

také v daľśım semestru.
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Obrázek 5: Relativńı četnosti v procentech - srovnáńı dvou skupin.

O trochu složitěǰśı je situace, kdy se zabýváme rozděleńım četnost́ı v souvislosti se

spojitou veličinou - viz př. 2.3.

Př́ıklad 2.3 Při zjǐst’ováńı doby spuštěńı operačńıho systému byly zaznamenány

tyto hodnoty v sekundách.

45 100 125 94 84 108 131 132 137 89 131 110 94 114 107

72 114 91 78 92 168 136 88 116 115 93 79 93 112 144

97 75 82 173 89 98 100 103 118 86 160 169 117 96 65

157 74 99 84 154 97 129 142 84 101 80 84 114 129 114

63 94 137 122 98 77 158 124 126 86 130 120 109 105 115

101 135 83 106 77 95 115 96 108 145 96 62 116 93 133

Jaké je rozděleńı četnost́ı doby spuštěńı PC?

Naměřené údaje můžeme graficky znázornit na č́ıselné ose jako tzv. diagram rozptý-

leńı - obr. 6. Vid́ıme, že v intervalu mezi nejmenš́ı a největš́ı pozorovanou hodnotou

Obrázek 6: Znázorněńı naměřených hodnot spojité veličiny - diagram rozptýleńı.

jsou naměřené hodnoty r̊uzně husté, s největš́ı hustotou v našem př́ıpadě kolem

středu intervalu, ale graf na obr. 6 př́ılǐs přehledný neńı, např. nemůžeme rozlǐsit,

zda vyznačený bod na č́ıselné ose znamená jednu či v́ıce naměřených hodnot.

Mı́rného zlepšeńı dosáhneme t́ım, že naměřené body mı́sto na č́ıselnou osu znázor-

ńıme do obdélńıku, ve kterém se výška zobrazovaného bodu voĺı náhodně. Dostaneme

tak rozmı́tnutý diagram rozptýleńı (dot plot)- obr. 7.
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Obrázek 7: Znázorněńı naměřených hodnot spojité veličiny - rozmı́tnutý diagram
rozptýleńı.

Ale zobrazené rozděleńı četnost́ı stále neńı dost názorné. Nab́ıźı se však daľśı jedno-

duchý postup: vyznačit na č́ıselné ose hranice interval̊u, viz obr. 8, a zjistit četnosti

hodnot v každém intervalu. Dostaneme tak k interval̊u (tř́ıd), každý interval má

Obrázek 8: Znázorněńı naměřených hodnot spojité veličiny - intervaly.

š́ı̌rku hi, dolńı hranici li, horńı hranici ui a sv̊uj střed ci. Z obr. 8 je zřejmé, že plat́ı

triviálńı vztahy

hi = ui − li, ci =
li + ui

2
= li +

hi
2

= ui −
hi
2
, i = 1, 2, . . . , k

a li = ui−1, i = 2, 3, . . . , k

Prozat́ım jsme se nezabývali t́ım, jak volit počet a hranice interval̊u a kam patř́ı

naměřená hodnota, která lež́ı přesně na hranici dvou interval̊u. U diskrétńı veličiny

jsme tyto problémy neměli, zde u spojité veličiny muśıme tato svá subjektivńı přáńı

vyslovit, chceme-li naměřená data rozdělit do tř́ıd podle př́ıslušnosti k interval̊um.

Většinou se š́ı̌rka všech interval̊u voĺı shodná, tzn. hi = h pro i = 1, 2, . . . k. Pak

hovoř́ıme o ekvidistantńım rozděleńı tř́ıd (interval̊u). Počet interval̊u by neměl být

ani př́ılǐs malý (jeden interval nevypov́ı o rozděleńı četnosti naměřených hodnot

nic, dva intervaly málo), ani př́ılǐs velký (četnosti naměřených hodnot v intervalech

by byly malé a tedy př́ılǐs silně ovlivněny náhodným koĺısáńım). Většinou je vhodné

volit počet interval̊u k někde mezi 5 a 20 s přihlédnut́ım k počtu naměřených hodnot

n. V literatuře lze nalézt r̊uzné vztahy, které umožňuj́ı určit vhodný počet interval̊u,

např.

k = 1 + log2(n) ∼= 1 + 3.3 log10(n), (4)

kde log2(n) znamená logaritmus n při základu 2, log10(n) je dekadický logaritmus

č́ısla n.
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Naměřená hodnota lež́ıćı na hranici interval̊u by mohla být zařazena do kterého-

koli z obou soused́ıćıch interval̊u. Většina programových prostředk̊u, které nám po-

máhaj́ı tř́ıdńı uspořádańı dat pohodlněji realizovat, zařazuje hraničńı bod do le-

vého intervalu, tedy do i-tého intervalu patř́ı všechny naměřené hodnoty xj, pro

které plat́ı li < xj ≤ ui. Z obr. 8 pak vid́ıme, že dolńı hranice prvńıho intervalu

l1 muśı byt alespoň o trochu menš́ı než nejmenš́ı pozorovaná hodnota xmin, tedy

l1 = xmin − ε1, ε1 > 0. Podobně horńı hranice posledńıho intervalu uk může (ale

nemuśı) být větš́ı než xmax, uk = xmax + ε2, ε2 ≥ 0. Pak š́ı̌rku intervalu h urč́ıme

podle vztahu

h =
uk − l1
k

=
xmax + ε2 − (xmin − ε1)

k
. (5)

Hodnoty ε1, ε2 se většinou snaž́ıme volit tak, aby hranice intervalu byly co nej-

zaokrouhleněǰśı č́ıselné hodnoty. Předchoźı poněkud zdlouhavé odstavce popisovaly

jednoduchá přijatelná pravidla k řešeńı problémů spojených s rozděleńım hodnot

spojité veličiny do tř́ıd.

Nyńı se konečně můžeme vrátit k dořešeńı př́ıkladu 2.3. Počet interval̊u je k = 1 +

3.3 log10(90) ∼= 7. Dostaneme tedy tabulku 7. Informaci z tab. 7 můžeme přehledně

Tabulka 7: Data z př́ıkladu 2.3 uspořádaná do tř́ıd.

i li ci ui ni fi
1 40 50 60 1 0.011
2 60 70 80 11 0.122
3 80 90 100 30 0.333
4 100 110 120 23 0.256
5 120 130 140 15 0.167
6 140 150 160 7 0.078
7 160 170 180 3 0.033

Celkem 90 1.000

zobrazit graficky. Pokud proti střed̊um intervalu ci vyneseme odpov́ıdaj́ıćı četnosti

ni a body spoj́ıme úsečkami, dostaneme četnostńı polygon - obr. 9.

Zobraźıme-li četnosti v intervalech 〈li, ui〉, vodorovnými úsečkami a vyznač́ıme

sloupce pod těmito úsečkami, dostaneme histogram, viz obr. 10.

Pokud ke kresbě histogramu užijeme MS Excel, položka Histogram v doplňku Ana-

lýza dat, dostaneme graf, ve kterém histogram neńı nakreslen bezvadně. Histogram

zobrazuje rozděleńı hodnot spojité veličiny, proto sloupce nemaj́ı být odděleny me-

zerami. Proto před zařazeńım takto vytvořeného histogramu do prezentace výsledk̊u

je třeba jej patřičně upravit.

Všimněme si také, jak tvar histogramu je závislý na zvoleném počtu tř́ıd (7 tř́ıd na

obr. 10, 8 tř́ıd na obr. 11).
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Obrázek 9: Četnostńı polygon.

Obrázek 10: Histogram.
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Obrázek 11: Histogram a diagram rozptýleńı.
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Histogram je nejčastěji použ́ıvaný prostředek pro popis rozděleńı četnost́ı hodnot

spojité veličiny. V grafech na obr. 9 až 11 jsme mı́sto absolutńıch četnost́ı ni mohli

už́ıt relativńı četnosti fi. Tvar graf̊u by opticky samozřejmě z̊ustal stejný, jediná

odlǐsnost by byla v měř́ıtku svislé osy.

Znovu připomeňme souvislost tvaru histogramu s hustotou naměřených hodnot zob-

razených na č́ıselné ose. Č́ım vyšš́ı počet bod̊u v intervalu (tedy č́ım je větš́ı jejich

hustota), t́ım je vyšš́ı sloupeček histogramu - viz obr.11, na kterém je kromě histo-

gramu i rozmı́tnutý diagram rozptýleńı.

Histogramy nám umožňuj́ı prezentovat rozděleńı četnost́ı hodnot spojité veličiny

přehlednou a snadno vńımatelnou formou - srovnej nepřehlednou řadu č́ısel v zadáńı

př. 2.3 a histogram na obr. 10 nebo 11. Jak už to však v životě chod́ı, zpravidla t́ım,

že něco źıskáme, většinou i něco ztráćıme. Zpracováńım naměřených hodnot do tř́ıd

(tab. 7) ztráćıme informaci o tom, jak jsou data rozdělena uvnitř interval̊u. Např.

data v intervalech na obr. 12 a), b) vedou ke stejné četnosti ni = 6 a v obou př́ıpadech

je tato šestice naměřených bod̊u reprezentována středem intervalu ci, což v př́ıpadě

b) neńı nejpř́ıhodněǰśı reprezentant.

l i ci ui l i ci ui

a) pa) p

Obrázek 12: Rozděleńı hodnot uvnitř interval̊u.

Naštěst́ı situace na obr. 12 b) představuje krajnost velmi nesymetrického rozdě-

leńı hodnot uvnitř intervalu, o které můžeme doufat, že se v empirických datech

nevyskytuje př́ılǐs často. Na závěr tohoto odstavce ještě potěšuj́ıćı poznámka: Po-

psané zpracováńı dat do interval̊u a jejich grafické znázorněńı formou histogramů

možná vyvolává představu nepřiměřené pracnosti a časové náročnosti. Máme však

k dispozici celou řadu programových prostředk̊u (tabulkové procesory, statistické

programy), které tuto činnost velmi usnadňuj́ı a znalosti źıskané v tomto odstavci

by měly usnadnit jejich ovládáńı a porozuměńı výsledk̊um.
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Shrnut́ı:

- Pozorovaná data lze zpřehlednit uspořádáńım do tabulky četnost́ı. Informace

z tabulky můžeme vyjádřit graficky.

- Absolutńı četnost ni je počet hodnot x∗i , zjǐstěný v datech.

- Počet všech pozorovaných údaj̊u n je rozdělen (rozložen) mezi jednotlivé dis-

krétńı pozorované hodnoty, hovoř́ıme o rozděleńı četnosti.

- Relativńı četnost fi je pod́ıl počtu hodnot x∗i z celkového počtu všech pozoro-

vaných hodnot.

- Rozděleńı spojité veličiny můžeme zobrazit histogramem.

Kontrolńı otázky:

1. Vysvětlete pojmy absolutńı a relativńı četnost.

2. Lze z výšky sloupc̊u histogramu poznat, kde je hustota naměřených hodnot na

č́ıselné ose větš́ı a kde je ńızká?

Pojmy k zapamatováńı:

- četnost absolutńı a relativńı

- kumulativńı četnost

- sloupcový graf

- hustota naměřených hodnot

- histogram
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2.2 Charakteristiky polohy

Ćıl: Po prostudováńı této části kapitoly byste měli umět:

• co to je charakteristika polohy,

• základńı vlastnosti aritmetického pr̊uměru,

• daľśı charakteristiky polohy, jako medián, modus,

• co je to kvantil,

• co je uřezávaný pr̊uměr,

• co je geometrický pr̊uměr a kdy se použ́ıvá.

Pr̊uvodce studiem:

Čas potřebný k prostudováńı základńıho učiva této části je asi 3 hodiny.

Charakteristikou polohy rozumı́me takovou č́ıselnou hodnotu, která vystihuje umı́s-

těńı pozorovaných hodnot na č́ıselné ose. Z pohledu na obr. 6 je zřejmé, že to bude

nějaké č́ıslo z intervalu 〈xmin, xmax〉. Otázkou je, které č́ıslo z tohoto intervalu nej-

lépe charakterizuje polohu pozorovaných hodnot na č́ıselné ose a jakým postupem

ho určit. Jedna z možnost́ı je polohu dat charakterizovat jejich těžǐstěm - viz obr. 13.

Obrázek 13: Pr̊uměr je poloha
”
těžǐstě“ naměřených hodnot.

Každou z naměřených hodnot si můžeme představit jako závaž́ı jednotkové hmot-

nosti umı́stěné na dvojzvratné páce v mı́stě, které odpov́ıdá naměřené hodnotě, a

hledáme polohu bodu, kolem kterého je tato páka v rovnováze. Takovou charakte-

ristikou polohy je pr̊uměr (aritmetický pr̊uměr), x

x =
1

n

n∑
i=1

xi. (6)

Pr̊uměr x je taková hodnota, která má tu vlastnost, že součet odchylek naměřených

hodnot od pr̊uměru je roven nule (vyjádřeńı rovnováhy na obr. 13 - součet moment̊u

se rovná nule),
∑n

i=1(xi − x) = 0.
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Důkaz:
n∑
i=1

(xi − x) =
n∑
i=1

xi − nx =
n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

xi = 0.

Daľśı vlastnost pr̊uměru x je to, že suma čtverc̊u (druhých mocnin) odchylek od

pr̊uměru je minimálńı, tj. suma čtverc̊u odchylek od jiné č́ıselné hodnoty je větš́ı.

Důkaz: Necht’ a 6= 0 . Pak x + a 6= x. Spoč́ıtejme tedy součet čtverc̊u odchylek od

č́ısla x+ a:

n∑
i=1

[xi − (x+ a)]2 =
n∑
i=1

[(xi − x)− a)]2 =
n∑
i=1

[
(xi − x)2 − 2a(xi − x) + a2

]
=

=
n∑
i=1

(xi − x)2 − 2a
n∑
i=1

(xi − x) + na2 =
n∑
i=1

(xi − x)2 + na2.

Jelikož na2 je vždycky kladné, je tedy součet čtverc̊u odchylek od pr̊uměru mini-

málńı.

Jsou-li data uspořádána v tabulce spolu s četnostmi (viz odst. 2.1), pak pr̊uměr

můžeme snadno spoč́ıtat jako

x =
1

n

k∑
i=1

nix
∗
i =

k∑
i=1

fix
∗
i , (7)

kde n je celkový počet naměřených hodnot n =
k∑
i=1

ni, k je počet navzájem r̊uzných

naměřených hodnot v př́ıpadě diskrétńı veličiny nebo počet interval̊u v př́ıpadě spo-

jité veličiny (v obou př́ıpadech je k počet řádk̊u v tabulce četnost́ı) a ni jsou ab-

solutńı, fi relativńı četnosti hodnot x∗i v datech. O pr̊uměru poč́ıtaném podle (7)

hovoř́ıme jako o váženém pr̊uměru. Každá hodnota je vážena svou četnost́ı, tedy č́ım

větš́ı četnost, t́ım větš́ı vliv na hodnotu pr̊uměru.

Pozorný čtenář si jistě povšiml, že v př́ıpadě, kdy tabulka četnost́ı vznikla uspořá-

dáńım hodnot spojité veličiny do k interval̊u, se mohou hodnoty pr̊uměru spoč́ıtané

podle vztahu (6) a (7) lǐsit. Do (7) za x∗i dosazujeme hodnotu středu i-tého intervalu,

tedy ci, a jak v́ıme, tato hodnota nemuśı být vždy dobrým reprezentantem hodnot

patř́ıćıch do i-tého intervalu. Podmı́nkou k tomu, aby vážený pr̊uměr poč́ıtaný podle

vztahu (7) byl roven pr̊uměru (6), tedy přesný, je, aby

n∑
j=1

xj =
k∑
i=1

nici.

Naštěst́ı u většiny empirických dat je rozděleńı hodnot uvnitř intervalu zhruba rov-

noměrné, takže uvedený vztah bývá splněn s dostatečnou přesnost́ı a vážený pr̊uměr

spoč́ıtaný podle (7) se od správné hodnoty pr̊uměru spoč́ıtané podle (6) lǐśı nepod-

statně. Pr̊uměr je vhodná charakteristika polohy tehdy, když je pro nás zaj́ımavý i

součet naměřených hodnot.
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Př́ıklad 2.4 Je-li pr̊uměrná mzda 6 zaměstnanc̊u firmy 10000 Kč, pak celková

měśıčńı vyplacená částka čińı 6× 10000 = 60000 Kč.

Pr̊uměr je však velice citlivý na odlehlé hodnoty (odlehlá hodnota je hodnota velmi

vzdálená od pr̊uměru). Představte si, že v předchoźım př́ıkladu byly mzdy našich

zaměstnanc̊u 7000, 8000, 9000, 11000, 12000, 13000. Pak je pr̊uměr opravdu charakte-

ristikou mzdy zaměstnanc̊u, i když žádný z nich tuto pr̊uměrnou částku nedostává,

avšak všichni maj́ı mzdy poměrně bĺızké pr̊uměru, část jedinc̊u o něco nižš́ı, část

o něco vyšš́ı. Co se však stane, když váš nejlépe placený zaměstnanec bude mı́t

mı́sto 13000 Kč mzdu ve výši 73000 Kč? Pak
∑
i

xi = 120000 a pr̊uměr bude 20000

Kč, tedy hodnota vzdálená jak od běžně placených pěti zaměstnanc̊u s obvyklým

př́ıjmem, tak i od výjimečného platu experta.

Hodnota pr̊uměru je silně ovlivněna jednou odlehlou pozorovanou hodnotou. Pr̊u-

měr může dobře posloužit pro určeńı sumy měśıčně vyplácených peněz, ale o mzdě

běžného zaměstnance nevypov́ıdá téměř nic. Proto se už́ıvaj́ı i jiné charakteristiky

polohy, než je pr̊uměr.

Takovou jednoduchou charakteristikou je modus, x̂. Už́ıvá se předevš́ım pro diskrétńı

veličiny a je definován jako hodnota, která je v datech nejčetněǰśı. Tato definice

nezaručuje, že modus je definován jednoznačně, v datech může být dvě nebo v́ıce

hodnot, jejichž četnosti jsou shodné a současně žádná jiná hodnota neńı četněǰśı. Pak

ř́ıkáme, že data maj́ı bimodálńı nebo v́ıcemodálńı rozděleńı. Modus je však jediná

charakteristika polohy vhodná pro nominálńı veličiny.

Daľśı charakteristikou polohy je medián, x̃. Je to hodnota, která je uprostřed,

uspořádáme-li naměřené hodnoty podle jejich velikosti. Počet hodnot menš́ıch než

medián je stejný jako počet hodnot větš́ıch než medián.

Př́ıklad 2.5 Naměřené hodnoty jsou 15, 17, 20, 11, 14.

Uspořádáme je vzestupně: 11, 14, 15, 17, 20.

Medián je hodnota uprostřed, tedy x̃ = 15.

Př́ıklad 2.6 Naměřené hodnoty jsou 15, 17, 21, 20, 11, 14.

Uspořádáme je vzestupně: 11, 14, 15, 17, 20, 21. Pokud je počet hodnot sudý, pak

medián lež́ı mezi dvěma prostředńımi hodnotami, obvykle se poč́ıtá jako pr̊uměr ze

dvou prostředńıch hodnot, tedy x̃ = 1
2
(15 + 17) = 16.

Oproti pr̊uměru má medián výhodu, že neńı citlivý na odlehlé hodnoty.
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Př́ıklad 2.7 Pro data 11, 14, 15, 17, 20 je medián 15 a bude stejný i pro data

11, 14, 15, 17, 200, zat́ımco hodnota pr̊uměru se změńı z 15.4 na 51.4.

Medián je vhodnou charakteristikou polohy pro ordinálńı veličiny, u nich by neměl

být už́ıván pr̊uměr. Proto např́ıklad běžně už́ıvané studijńı pr̊uměry v hodnoceńı

žák̊u a student̊u lze jen stěž́ı brát vážně, nebot’ klasifikace má ordinálńı škálu, ne-

můžeme ř́ıci, že vzdálenost ve vědomostech mezi jedničkářem a dvojkařem je stejná

jako mezi dvojkařem a trojkařem. Proto celkový prospěch by měl být hodnocen sṕı̌se

mediánem než pr̊uměrem.

Analogicky můžeme zavést daľśı charakteristiky založené na relativńı četnosti hodnot

v datech, které jsou menš́ı nebo rovny této charakteristice. Označme tuto relativńı

četnost (pod́ıl) p, 0 ≤ p ≤ 1, a př́ıslušnou charakteristiku x(p). Pro medián bylo

p rovno jedné polovině, tedy 0.5 a mı́sto x̃ bychom mohli psát x(0.5). Hodnotě x(p)

se ř́ıká p-kvantil (nebo také 100p-percentil). Některé často už́ıvané kvantily maj́ı

zvláštńı pojmenováńı:

x(0.5) medián, x̃,

x(0.25), x(0.75) dolńı a horńı kvartil,

x(0.1), x(0.9) dolńı a horńı decil.

Dolńı kvartil urč́ıme jako medián
”
dolńı poloviny“ dat, horńı kvartil jako medián

”
horńı poloviny“ dat.

Př́ıklad 2.8 Pro data z předchoźıch př́ıklad̊u 2.5 a 2.6 jsou dolńı a horńı kvartil

podtržené hodnoty:

11, 14, 15, 17, 20 (Pokud počet hodnot je lichý, medián
”
patř́ı“ jak do dolńı, tak i do

horńı poloviny dat).

11, 14, 15, 17, 20, 21

K určeńı pořad́ı hodnoty, která je p-kvantilem můžeme už́ıt jednoduchého vztahu

zp = np+0.5, kde zp je pořad́ı hodnoty v uspořádané posloupnosti x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤
x(n). Pokud zp nevyjde celé, interpolujeme hledaný kvantil ze sousedńıch hodnot.

Máme-li data uspořádaná do tř́ıd, pak podle zp a kumulativńıch četnost́ı urč́ıme

interval, ve kterém se hledaný kvantil nacháźı (tj. plat́ı Ni−1 < zp ≤ Ni), a pak

urč́ıme p-kvantil lineárńı interpolaćı

x(p) =
zp −Ni−1

ni
hi + li .
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Ve většině statistických programů se už́ıvá poněkud pracněǰśı, ale přesněǰśı postup

k určeńı p-kvantilu. Pozorované hodnoty se uspořádaj́ı do neklesaj́ıćı posloupnosti,

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n). Pak p-kvantil je určován podle vztahu

x(p) = (n+ 1)(p− i

n+ 1
(x(i+1) − x(i))) + x(i),

kde se hodnoty x(i) a x(i+1) určuj́ı tak, aby platilo
i

n+ 1
< p ≤ i+ 1

n+ 1
.

Kompromisem mezi pr̊uměrem a mediánem jsou r̊uzné tzv. robustńı charakteristiky

polohy, které jsou nyńı d́ıky dostupnosti statistického programového vybaveńı stále

častěji využ́ıvány. Většinou jsou založeny na myšlence, že hodnoty vzdálené od me-

diánu maj́ı mı́t ve výpočtu součtu pro pr̊uměr menš́ı váhu. Zde uvedeme jen tzv.

α-uřezávaný pr̊uměr (angl. trimmed mean). Vypoč́ıtává se tak, že se spočte pr̊u-

měr z n(1 − 2α)
”
vnitřńıch“ bod̊u, nejmenš́ıch nα hodnot a největš́ıch nα hodnot

se prostě
”
uř́ızne“. Uř́ıznuté body maj́ı při výpočtu součtu hodnot váhu 0, všechny

ostatńı váhu 1. Medián je vlastně speciálńım př́ıpadem uř́ıznutého pr̊uměru, kdy

uř́ızneme všechny hodnoty až na jednu, je-li počet naměřených hodnot lichý, nebo

až na dvě, je-li tento počet sudý. Je zřejmé, že uř́ıznutý pr̊uměr neńı citlivý na

odlehlé hodnoty. Ze srovnáńı
”
obyčejného“ aritmetického pr̊uměru s uř́ıznutým pr̊u-

měrem, př́ıpadně s mediánem můžeme usuzovat o existenci či neexistenci odlehlých

hodnot v datech.

V úvodu odst. 2.2 jsme ř́ıkali, že aritmetický pr̊uměr je vhodnou charakteristikou

polohy v situaci, kdy je pro nás zaj́ımavý i součet naměřených hodnot. V řadě úloh

tato situace nenastává. Např. ekonomický vývoj bývá charakterizován tzv. tempem

r̊ustu. To znamená, že hodnota tohoto ukazatele v daném obdob́ı se určuje poměrně

ke stavu v obdob́ı předchoźım.

Př́ıklad 2.9 V obdob́ı 2009 - 2015 bylo dosaženo objemu výroby Yi a vypočtena

tempa r̊ustu xi:

rok i Yi xi
2009 0 1550
2010 1 1535 0.99
2011 2 1228 0.80
2012 3 1105 0.90
2013 4 1215 1.10
2014 5 1361 1.12
2015 6 1525 1.12

Ptáme se, jaké bylo pr̊uměrné tempo r̊ustu v tomto obdob́ı. Je přirozené, že poža-

dujeme, aby tato charakteristika měla tu vlastnost, že při každoročńım pr̊uměrném
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r̊ustu dosáhneme úrovně pozorované v roce 2015. Tempa r̊ustu jsou vypočtena jako

xi = Yi
Yi−1

pro i = 1, 2, . . . n. V našem př́ıkladu n = 6.

Plat́ı tedy

Yn = Yn−1xn = Y0x1x2 . . . xn = Y0

n∏
i=1

xi .

Celkové tempo r̊ustu za celé obdob́ı je
Yn
Y0

=
n∏
i=1

xi.

Pr̊uměrné tempo r̊ustu je pak taková hodnota xG, pro kterou plat́ı

(xG)n =
n∏
i=1

xi a tedy

xG =

(
n∏
i=1

xi

) 1
n

. (8)

Charakteristice xG ř́ıkáme geometrický pr̊uměr. Je vhodnou charakteristikou polohy

tam, kde nás zaj́ımá také součin pozorovaných hodnot (viz předchoźı př́ıklad) -

hodnoty Yn by bylo dosaženo také, kdyby každoročńı tempo r̊ustu bylo rovno xG =

0.997. Aritmetický pr̊uměr tempa r̊ustu v uvedeném př́ıkladu je roven 1.01, přestože

koncová hodnota Yn je menš́ı než počátečńı hodnota Y0. Ze vztahu (8) je zřejmé, že

geometrický pr̊uměr můžeme už́ıt pouze tehdy, když všechny pozorované hodnoty

xi jsou kladné (xi > 0 pro i = 1, 2, . . . , n).
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Shrnut́ı:

- Aritmetický pr̊uměr je charakteristika polohy, jej́ıž hodnota má tu vlastnost,

že součet odchylek naměřených hodnot od pr̊uměru je roven nule.

- Suma čtverc̊u (druhých mocnin) odchylek od pr̊uměru je minimálńı.

- Modus je charakteristika polohy už́ıvaná předevš́ım pro diskrétńı veličiny a je

definován jako hodnota, která je v datech nejčetněǰśı. Modus je jediná charak-

teristika polohy vhodná pro nominálńı veličiny.

- Daľśı charakteristikou polohy je medián. Je to hodnota, která je uprostřed,

uspořádáme-li naměřené hodnoty podle jejich velikosti. Počet hodnot menš́ıch

než medián je stejný jako počet hodnot větš́ıch než medián.

- Hodnotě x(p), pod kterou lež́ı np hodnot, se ř́ıká p-kvantil (nebo také 100p-

percentil).

- Některé často už́ıvané kvantily maj́ı zvláštńı pojmenováńı: medián, dolńı kvar-

til, horńı kvartil, dolńı decil, horńı decil.

- Geometrický pr̊uměr je vhodnou charakteristikou tam, kde nás zaj́ımá také

součin pozorovaných hodnot.

Kontrolńı otázky:

1. Vysvětlete pojem charakteristika polohy.

2. Dokažte, že součet odchylek naměřených hodnot od pr̊uměru je roven nule.

3. Proč medián neńı citlivý na odlehlé hodnoty?

4. Co usoud́ıte o datech, pro která hodnota pr̊uměru je silně odlǐsná od mediánu

a uř́ıznutého pr̊uměru?

5. Co je dolńı kvartil, co je horńı kvartil?

Pojmy k zapamatováńı:

- charakteristika polohy

- aritmetický pr̊uměr

- modus

- medián

- dolńı kvartil, horńı kvartil

- p-kvantil

- geometrický pr̊uměr



2.3 Charakteristiky variability 31

2.3 Charakteristiky variability

Ćıl: Po prostudováńı této kapitoly byste měli:

• chápat, co to je charakteristika variability a jak se lǐśı od charakteristiky po-

lohy,

• umět spoč́ıtat a interpretovat rozptyl a směrodatnou odchylku.

Pr̊uvodce studiem:

Prostudováńı této části kapitoly budete muset věnovat asi dvě hodiny.

Začneme př́ıkladem.

Př́ıklad 2.10 Ve dvou studijńıch skupinách bylo dosaženo v testu těchto výsledk̊u:

Skupina A: 10 12 15 18 20
Skupina B: 12 14 15 16 18

Pr̊uměr v obou skupinách je shodný xA = xB = 15, shodné jsou i mediány. Přesto

na prvńı pohled vid́ıme, že hodnoty zjǐstěné ve skupině A a B jsou odlǐsné. Abychom

mohli tyto rozd́ıly jednoduše postihnout, potřebujeme ještě jiné charakteristiky než

charakteristiky polohy. Vid́ıme, že odlǐsnost srovnávaných skupin je v tom, jak (do

jaké mı́ry) jsou na č́ıselné ose rozházeny (rozptýleny) hodnoty okolo charakteris-

tiky polohy. Právě tyto odlǐsnosti můžeme vyjádřit č́ıselně pomoćı charakteristik

variability (rozptýlenosti,
”
rozházenosti“) naměřených hodnot.

Při letmém pohledu na data v př́ıkladu nás asi napadne jedna z možných charak-

teristik variability, totiž rozd́ıl xmax − xmin, ř́ıkáme mu rozpět́ı. Tento rozd́ıl pro

skupinu A čińı 10, pro skupinu B jen 6, takže variabilita ve skupině A je zřetelně

větš́ı. Rozpět́ı má ovšem tu nevýhodu, že může být ovlivněno jednou extrémně od-

lǐsnou hodnotou. Pozorného čtenáře kap. 2.2 napadne daľśı možná charakteristika

rozptýlenosti, tzv. mezikvartilové rozpět́ı, x(0.75)−x(0.25). Tato charakteristika va-

riability je výrazně vhodněǰśı, protože neńı ovlivněna jednou nebo několika málo

extrémńımi hodnotami.

Naproti tomu variabilitu nemůžeme charakterizovat součtem odchylek od pr̊uměru,

nebot’ je vždy rovna nule (viz odst. 2.2), takže variabilitu naměřených údaj̊u nepo-

stihuje.
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Nejčastěji se už́ıvaj́ı charakteristiky variability založené na součtu druhých mocnin

(tzv. čtverc̊u) odchylek od pr̊uměru. Charakteristika

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2 (9)

se nazývá rozptyl, anglicky variance. V některých souvislostech se můžete setkat

s označeńım výběrový rozptyl, angl. sample variance. Vid́ıme, že s2 je vždy větš́ı

nebo rovno nule. Nule je rovno jen v př́ıpadě, kdy všechna xi jsou konstantńı, tedy

xi = x pro všechna i = 1, 2, . . . , n. Plat́ı, že č́ım v́ıce jsou data
”
rozházená“, t́ım je

s2 větš́ı. To ilustruj́ı hodnoty rozptylu pro výše uvedená data (s2A = 17, s2B = 5).

Nejuž́ıvaněǰśı charakteristika variability je odmocnina z rozptylu, tedy

s =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2, (10)

která má poněkud podivný název směrodatná odchylka (angl. standard deviation).

Jej́ı výhodou oproti rozptylu je to, že má stejný rozměr (je ve stejných měrných

jednotkách) jeho naměřené hodnoty xi a jejich pr̊uměr x.

V některých statistických př́ıručkách a v dokumentaci statistických programových

prostředk̊u a kalkulaček se setkáváme ještě s jedńım trochu odlǐsným vztahem pro

výpočet rozptylu. Tento rozptyl bývá někdy označován jako populačńı rozptyl a je

dán vztahem

M2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2. (11)

Populačńı rozptyl M2 je pr̊uměrný čtverec odchylky od pr̊uměru. Vid́ıme, že jediná

odlǐsnost vztahu (11) od (9) je ve jmenovateli, zde je n mı́sto (n− 1). Plat́ı tedy

s2 =
n

n− 1
M2 (12)

a vždy s2 > M2, ale s rostoućım n se rozd́ıl s2 − M2 zmenšuje, takže pro větš́ı

hodnoty n je tento rozd́ıl nepodstatný.

Dvě r̊uzné, byt’ podobné, definice rozptylu občas p̊usob́ı nezkušeným uživatel̊um

statistiky pot́ıže. Obě charakteristiky s2, M2, se lǐśı v některých statistických vlast-

nostech, jejichž vysvětleńı přesahuje rámec této kapitoly. Prozat́ım přijmeme jed-

noduché praktické doporučeńı: Váháme-li, zda už́ıt s2 nebo M2, tedy vzorec (9)

nebo (11), je lepš́ı už́ıt s2, tedy vztah (9) s (n− 1) ve jmenovateli.
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Pro pohodlněǰśı výpočet můžeme tento vztah upravit

s2 = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x)2 = 1

n−1
∑n

i=1(x
2
i − 2xix+ x2) =

= 1
n−1 [

∑n
i=1 x

2
i − 2x

∑n
i=1 xi + nx2] = 1

n−1 [
∑n

i=1 x
2
i − nx2] =

= 1
n−1

[∑n
i=1 x

2
i −

(
∑n

i=1 xi)
2

n

]
Nyńı si na př́ıkladu ukážeme, jak poč́ıtat rozptyl z dat uspořádaných do tabulky

četnost́ı:

Př́ıklad 2.11

xi ni nixi (xi − x) (xi − x)2 ni(xi − x)2

2 6 12 -4/3 16/9 96/9
3 12 36 -1/3 1/9 12/9
4 8 32 2/3 4/9 32/9
5 4 20 5/3 25/9 100/9

Součet 30 100 240/9

x =
100

30
=

10

3
∼= 3.33

s2 =
1

29
· 240

9
=

1

29
· 80

3
∼= 0.92

s =
√

0.92 ∼= 0.959

Postup můžeme vyjádřit vztahem

s2 =
1

n− 1

k∑
i=1

ni(xi − x)2 (13)

kde k je počet řádk̊u v tabulce četnost́ı. V našem př́ıkladu bylo k = 4. V součtu

čtverc̊u jsou čtverce odchylek pozorovaných hodnot od pr̊uměru váženy četnost́ı

pozorovaných hodnot ni. Výpočetńı postup se zjednoduš́ı, uprav́ıme-li vzorec (13)

do tvaru

s2 =
1

n− 1

[
k∑
i=1

nix
2
i −

1

n
(
k∑
i=1

nixi)
2

]
. (14)

Postup úprav vztahu (13) na (14) je podobný jako při úpravě vztahu (9) na výpo-

četně pohodlněǰśı výraz.

Pak výpočet rozptylu bude vypadat takto:
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xi ni nixi x2i nix
2
i

2 6 12 4 24
3 12 36 9 108
4 8 32 16 128
5 4 20 25 100

Součet 30 100 360

s2 =
1

29
(360− 100 · 100

30
) =

1

29
· 80

3
∼= 0.92

s =
√

0.92 ∼= 0.959

Vid́ıme, že ke stejnému výsledku jsme došli méně pracně, ale přece jen to vyžadovalo

jakousi námahu. Potěšuj́ıćı je, že v současné době tuto výpočetńı námahu většinou

nemuśıme vynakládat, nebot’ ji za nás vykonaj́ı r̊uzné programové prostředky (např.

tabulkové procesory jako např. MS Excel, statistické programy) dostupné prakticky

na každém poč́ıtači. Důležité však je, abychom si zapamatovali smysl a účel charak-

teristik variability.

Naše data z př́ıkladu 2.11 můžeme ve zkratce popsat dvěma č́ısly:

• pr̊uměrem x = 10/3 ∼= 3.33, který charakterizuje polohu,

• směrodatnou odchylkou s ∼= 0.959, která kvantifikuje variabilitu.
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Shrnut́ı:

- Kromě polohy je užitečné charakterizovat také variabilitu dat.

- Nejčastěji už́ıvané charakteristiky variability se poč́ıtaj́ı ze součtu druhých

mocnin odchylek pozorovaných hodnot od pr̊uměru.

- Charakteristika s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2 se nazývá rozptyl.

- Směrodatná odchylka je odmocnina z rozptylu.

- Pokud uvád́ıte ve výsledćıch charakteristiku variability, uvažujte vždycky

o tom, která z možných charakteristik je pro čtenáře užitečná. Většinou je

nejvhodněǰśı a dostatečnou charakteristikou směrodatná odchylka.

Kontrolńı otázky:

1. Mohou se při r̊uzných rozptylech shodovat charakteristiky polohy?

2. Proč jako charakteristiku variability nelze už́ıt součet odchylek od pr̊uměru?

3. Vyjádřete slovně, co znamená populačńı rozptyl definovaný rovnićı (11).

Pojmy k zapamatováńı:

- variabilita dat a jej́ı charakteristiky

- rozptyl, směrodatná odchylka



36 2 POPISNÁ STATISTIKA

2.4 Daľśı charakteristiky rozděleńı pozorovaných hodnot

Ćıl: Po prostudováńı této kapitoly byste měli umět:

• co jsou empirické momenty,

• charakteristiky tvaru rozděleńı (šikmost, špičatost),

• spoč́ıtat a interpretovat šikmost a špičatost rozděleńı dat,

• zkonstruovat a předevš́ım interpretovat krabicový graf (box plot).

Pr̊uvodce studiem:

Prostudováńı této části kapitoly budete muset věnovat asi hodinu.

Kromě polohy a variability lze č́ıselně vyjádřit i daľśı charakteristiky postihuj́ıćı

tvar rozděleńı dat. Dř́ıve než dvě takové charakteristiky uvedeme, seznámı́me se

s tzv. empirickými momenty, protože je pak při výpočtech charakteristik budeme

potřebovat. Tzv. k-tý obecný moment M
′

k je definován jako pr̊uměr k-tých mocnin

M
′

k =
1

n

n∑
i=1

xki . (15)

Prvńı obecný moment je tedy M
′
1 =

1

n

n∑
i=1

xi, tj. aritmetický pr̊uměr, se kterým jsme

se už setkali v kap. 2.2. Podobně existuj́ı i vyšš́ı momenty, např. druhý moment, který

je pr̊uměrnou hodnotou čtverc̊u naměřených hodnot, tedy M
′
2 =

1

n

n∑
i=1

x2i .

Dále se už́ıvaj́ı centrálńı momenty Mk, které vycházej́ı ze součtu mocnin odchylek

od pr̊uměru.

Mk =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)k (16)

• Prvńı centrálńı moment M1 =
1

n

n∑
i=1

(xi−x) neńı nijak užitečný, nebot’ je vždy

M1 = 0.

• Druhý centrálńı moment M2 =
1

n

n∑
i=1

(xi−x)2 je populačńı rozptyl, vždy plat́ı

M2 ≥ 0.

• Třet́ı centrálńı moment M3 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)3. Vid́ıme, že M3 může být i

záporný.

• Čtvrtý centrálńı moment M4 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)4, vždy plat́ı M4 ≥ 0.
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Př́ıklad 2.12 Než přejdeme k zavedeńı charakteristik tvaru rozděleńı, pod́ıvejme

se na následuj́ıćı histogramy.
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Obrázek 14: Různé tvary empirického rozděleńı.

Všech pět ukázek má stejné charakteristiky polohy i variability (pr̊uměry i směro-

datné odchylky jsou shodné). Přesto na prvńı pohled vid́ıme, že tvary rozděleńı dat

jsou r̊uzné. K č́ıselnému vyjádřeńı těchto rozd́ıl̊u nám slouž́ı daľśı charakteristiky

- šikmost (angl. skewness) a špičatost (angl. kurtosis). Šikmost g1 je definována

jako

g1 =
M3

M2 ·
√
M2

. (17)

Špičatost g2 je definována jako

g2 =
M4

(M2)2
− 3. (18)

Možná překvapuje, že v rov. (18) odeč́ıtáme na pravé straně trojku. Důvod je ten,

že špičatost vztahujeme k nejčastěji vyskytuj́ıćımu se rozděleńı, k tzv. normálńımu

rozděleńı (viz kap. 3), u kterého je poměr M4/(M2)
2 roven právě třem. Špičatost je

tedy vztažena ke špičatosti normálńıho rozděleńı, kladná špičatost znamená špiča-

těǰśı rozděleńı než normálńı, záporná špičatost znamená, že rozděleńı pozorovaných

hodnot je plošš́ı než normálńı. Nulová šikmost znamená, že rozděleńı dat je syme-



38 2 POPISNÁ STATISTIKA

trické okolo pr̊uměru, kladná šikmost znamená, že rozděleńı četnost́ı je zešikmeno

vlevo (někdy ř́ıkáme, že rozděleńı má těžš́ı levý konec nebo levou stranu), záporná

šikmost znamená zešikmeńı vpravo (těžš́ı pravý konec).

Čtveřice č́ısel (x, s, g1, g2) nám umožňuje udělat si představu o tvaru rozděleńı dat

a r̊uzná data porovnávat.

2.4.1 Krabicový graf

Často už́ıvanou grafickou formou prezentace rozděleńı hodnot v datech je tzv. kra-

bicový (obdélńıkový) graf. Většinou se pro něj už́ıvá p̊uvodńı anglický název box

plot, někdy také box and whiskers, což bychom mohli přeložit jako krabička s vousy.

Krabicový graf je znázorněn na obrázku 15.
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Obrázek 15: Krabicový graf.

Vid́ıme, že mezikvartilové rozpět́ı je vyznačeno obdélńıkem, uvnitř obdélńıku je vy-

značen medián. Úsečky (
”
vousy“, angl. whiskers) konč́ı v nejvzdáleněǰśı pozorované

hodnotě ve vzdálenosti nejvýše 1.5 násobku mezikvartilového rozpět́ı od přilehlého

kvartilu. Body vyznačené mimo vousy jsou hodnoty mimořádně vzdálené od medi-

ánu, většinou je považujeme za odlehlé hodnoty. Z definice mezikvartilového rozpět́ı

v́ıme, že uvnitř krabičky lež́ı 50% pozorovaných hodnot.

Z polohy mediánu uvnitř krabice okamžitě vid́ıme, zda těchto prostředńıch 50%

hodnot je rozděleno symetricky či sešikmeně. Podobně na tvar rozděleńı můžeme

usuzovat z délky vous̊u. Pro většinu rozděleńı by měla být naprostá většina pozo-
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rovaných hodnot uvnitř vous̊u. Např. u normálńıho rozděleńı zde lež́ı 99.3% namě-

řených hodnot. Krabicové grafy lze kreslit s pomoćı běžného statistického software

(např. NCSS, STATISTICA, SAS, SPSS, R atd.). Tyto programy většinou dovoluj́ı al-

ternativně zadat ještě daľśı volbu tvaru krabicových graf̊u, tzv. notched box, tedy

krabice s vrubem. Š́ı̌rka (výška) vrubu vyznačuje interval spolehlivosti mediánu,

takže porovnáńım dvou krabic s vrubem můžeme rychle usuzovat, zda charakteris-

tiky polohy skupin se lǐśı významně (sešikmeńı se nepřekrývaj́ı) či jen nepodstatně

(sešikmeńı maj́ı společný úsek).

Př́ıklad 2.13 Zde je ukázka krabicových graf̊u pro dvě r̊uzné veličiny podle skupin.

Užili jsme krabicový graf s vruby, který v́ıce zd̊urazńı posun medián̊u skupin.
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Obrázek 16: Krabicové grafy s vruby – porovnáńı dvou skupin.
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Shrnut́ı:

- Kromě polohy a variability lze tvar rozděleńı dat popsat i daľśımi charakteris-

tikami tvaru rozděleńı.

- Tyto charakteristiky jsou založeny na třet́ım a čtvrtém centrálńım empirickém

momentu a nazývaj́ı šikmost a špičatost.

- Krabicové grafy na malé ploše poskytnou mnoho informaćı o rozděleńı dat a

charakteristikách polohy i variability.

Kontrolńı otázky:

1. Co je znamená nulová šikmost?

2. Kdy je šikmost záporná?

3. Co to znamená nulová špičatost?

4. Porovnejte krabicové grafy v př́ıkladu 2.13. Lǐśı se porovnávané skupiny v le-

vém grafu?

5. Porovnejte krabicové grafy v př́ıkladu 2.13. Lǐśı se porovnávané skupiny v pra-

vém grafu?

Pojmy k zapamatováńı:

- empirické momenty

- centrálńı momenty

- šikmost, špičatost

- krabicový graf (box-plot)
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2.5 Popis vztahu dvou veličin

Ćıl: Po prostudováńı této kapitoly byste měli:

• umět některé techniky popisné statistiky pro charakterizováńı vztahu dvou

veličin,

• rozumět pojmu kovariance a korelace.

Pr̊uvodce studiem:

Prostudováńı této části kapitoly budete muset věnovat asi 2 hodiny.

Dosud jsme se zabývali charakteristikami a rozděleńım četnosti hodnot jen jedné

veličiny. Většinou však na každém objektu měř́ıme v́ıce veličin a zaj́ımá nás nejen

každá veličina zvlášt’, ale také vzájemné vztahy veličin. Hledáme odpovědi na otázky,

zda hodnoty jedné veličiny souviśı s hodnotami veličiny jiné, či zda jsou hodnoty

veličin na sobě nezávislé. V následuj́ıćıch odstavćıch si ukážeme některé jednoduché

techniky popisné statistiky, které nám umožňuj́ı vztahy dvou veličin postihnout.

Uvid́ıme, že možnosti popisu vztahu dvou veličin jsou závislé na tom, zda sledované

veličiny jsou spojité či aspoň jako na spojité na ně můžeme pohĺıžet.

2.5.1 Kontingenčńı tabulka

Kontingenčńı tabulka, tj. dvourozměrná tabulka rozděleńı četnosti je základńı mož-

nost, jak zachytit vztah dvou kategoriálńıch veličin. Máme-li dvě nominálńı veličiny

X,Y , kde X může nabývat hodnot x1, x2, . . . xC a veličina Y může nabývat hodnot

y1, y2, . . . yR , pak rozděleńı četnosti pozorovaných hodnot můžeme vyjádřit tabul-

kou 8. Hodnoty nij jsou absolutńı četnosti, tzn. počty sledovaných objekt̊u, kdy

Tabulka 8: Rozložeńı četnosti hodnot veličin X a Y .

X
x1 x2 . . . xj . . . xC

y1 n11 n12 n1j n1C n1•
y2 n21 n22 n2j n2C n2•
...

...
...

...
...

...
Y yi ni1 ni2 nij niC ni•

...
...

...
...

...
...

yR nR1 nR2 nRj nRC nR•
n•1 n•2 n•j n•C n = n••

veličina Y má hodnotu yi a současně veličina X má hodnotu xj. Kromě toho do
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kontingenčńı tabulky můžeme zaznamenat tzv. marginálńı četnosti ni• a n•j. Jsou

definovány jako řádkové, resp. sloupcové součty:

ni• =
C∑
j=1

nij, n•j =
R∑
i=1

nij. (19)

Celkový počet objekt̊u n je samozřejmě součet přes všechna poĺıčka tabulky:

n = n•• =
R∑
i=1

C∑
j=1

nij =
R∑
i=1

ni• =
C∑
j=1

n•j. (20)

Podobnou tabulku můžeme vytvořit i z relativńıch četnost́ı. Obvykle se relativńı

četnosti vyjadřuj́ı v procentech. Vid́ıme, že jsou tři možnosti, jak poč́ıtat relativńı

četnosti:

• tzv. celková (tabulková) procenta: Tij =
nij
n

100,

• řádková procenta Rij =
nij
ni•

100, u kterých řádkový součet je 100%,

• sloupcová procenta Cij =
nij
nj •

100, u kterých sloupcový součet je 100%.

Četnosti z kontingenčńı tabulky můžeme znázornit trojrozměrným grafem. Z grafu

pak můžeme poměrně snadno usuzovat na souvislost či nezávislost veličin.

Př́ıklad 2.14 Dvě skupiny student̊u maj́ı výuku ve čtyřech poč́ıtačových učebnách.

Četnost návštěv ukazuje následuj́ıćı tabulka:

Tabulka 9: Rozložeńı četnost́ı návštěv učeben

ucebna
skupina 1 2 3 4 Σ

1 20 13 17 14 64
2 1 7 10 9 27
Σ 21 20 27 23 91

Tyto četnosti jsou znázorněny v grafu na obrázku 17.

Je zřejmé, že stejným zp̊usobem jako vztah dvou nominálńıch veličin lze i popsat

vztah dvou ordinálńıch veličin. Dokonce i u metrických veličin můžeme použ́ıt dvoj-

rozměrnou tabulku četnost́ı, pokud metrické veličiny předt́ım uspořádáme do tř́ıd.

Takovou tabulku pak nazýváme korelačńı tabulkou.
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Obrázek 17: Graf závislosti dvou nominálńıch veličin (četnosti z kontingenčńı ta-
bulky).

2.5.2 Kategoriálńı a spojitá veličina

Pro takovou dvojici je vhodné charakterizovat polohu, variabilitu, př́ıp. rozděleńı

četnost́ı hodnot spojité veličiny pro každou z pozorovaných hodnot kategoriálńı veli-

činy. Daľśı velmi názornou možnost́ı zobrazeńı závislosti spojité veličiny na veličině

nominálńı je krabicový graf pro jednotlivé kategorie kategoriálńı veličiny, jak bylo

ukázáno v odst. 2.4.1.

2.5.3 Dvě spojité veličiny

Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak znázornit vztah dvou veličin, je nakreslit jejich bodový graf

(angl. xy-plot nebo scatter plot). Z grafu většinou okamžitě vid́ıme, zda hodnoty

jedné veličiny maj́ı tendenci r̊ust s hodnotami druhé veličiny nebo klesat či spolu

nesouviśı. Na obr. 16 máme graficky znázorněny naměřené hodnoty dvou veličin a

také vyznačeny dvě př́ımky odpov́ıdaj́ıćı pr̊uměr̊um každé veličiny a kvadranty, na

které tyto př́ımky děĺı rovinu, ve které jsou zobrazeny naměřené body.

Závislost těchto dvou veličin můžeme charakterizovat č́ıselně pomoćı odchylek od

pr̊uměr̊u:

sxy =
1

n− 1

n∑
i−1

(xi − x) · (yi − y). (21)

Charakteristice sxy se ř́ıká kovariance. Vid́ıme, že body (xi, yi) z I. a III. kvadrantu

zvětšuj́ı hodnotu součtu ve výrazu na pravé straně rovnice (21), zat́ımco body z II.

a IV. kvadrantu hodnotu součtu zmenšuj́ı, nebot’ pro ně součin (xi − x) · (yi − y)

je záporný. Můžeme tedy usoudit, že pokud kovariance je kladná, je mezi veliči-

nami kladná souvislost (s rostoućım x má y tendenci r̊ust), pokud kovariance je

záporná, je vztah opačný. Pokud je kovariance bĺızká nule, neńı mezi veličinami li-
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Obrázek 18: Graf pozorované závislosti dvou spojitých veličin.

neárńı závislost. Trochu obt́ıže však zp̊usobuje to, že lze těžko posoudit, co znamená,

že kovariance je bĺızká nule. Kovariance neńı omezena zdola ani shora, a proto těžko

posoudit, jaké hodnoty jsou dostatečně bĺızké nule. Problém lze částečně vyřešit

zavedeńım jiné charakteristiky, korelačńıho koeficientu

rxy =
sxy
sxsy

(22)

kde sx a sy jsou směrodatné odchylky veličin x a y.

Pro korelačńı koeficient plat́ı −1 ≤ rxy ≤ 1, přičemž hodnoty |rxy| = 1 znamenaj́ı

přesnou lineárńı závislost (body v grafu lež́ı v př́ımce)- viz obr. 19.

Vid́ıme, že korelačńı koeficient je charakteristikou těsnosti lineárńıho vztahu dvou

veličin. Hodnoty rxy bĺızké nule nemuśı nutně znamenat nezávislost veličin, zname-

naj́ı pouze to, že mezi veličinami neńı lineárńı závislost.
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Obrázek 19: Různé tvary závislosti a hodnoty korelačńıho koeficientu.
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2.6 Př́ıklad statistického zpracováńı dat

Př́ıklad 2.15 Čtyři stochastické algoritmy pro globálńı optimalizaci byly ověřo-

vány na 6 testovaćıch funkćıch. Vzhledem ke stochastické povaze těchto algoritmů

je nutno testy provádět opakovaně, proto u každé úlohy bylo provedeno 100 opako-

váńı. Časová náročnost hledáńı je vyjádřena počtem vyhodnoceńı funkce (veličina

ne), přesnost přibĺıžeńı správnému řešeńı je vyjádřena počtem platných č́ıslic naleze-

ného řešeńı shodných s řešeńım správným (veličina lambda). Výsledky numerických

test̊u algoritmů jsou v souboru ALG07 d10.xls, který je dostupný zde. Za přija-

telné přibĺıžeńı správnému řešeńı je považováno takové přibĺıžeńı, kdy lambda > 4.

Zpracujte přehlednou tabulku základńıch charakteristik algoritmů a úloh (pr̊uměrná

časová náročnost, spolehlivost hledáńı globálńıho minima vyjádřená jako počet opa-

kovańı splňuj́ıćıch podmı́nku lambda > 4. Pomoćı krabicových graf̊u porovnejte

časovou náročnost algoritmů.

Vždycky je dobré na začátku nahlédnout do dat a zjistit obory jejich hodnot. V úloze

jsou dvě nominálńı veličiny (algoritmus, funkce), jejich hodnoty jsou znakové řetězce.

Tabulka 10 nám poskytne informaci o celkovém počtu pozorovaných hodnot a o roz-

děleńı četnost́ı.

Tabulka 10: Data z př́ıkladu 2.15.

Counts section
algoritmus

funkce 8hc1 BREST DER debr18 Total
Ackley 100 100 100 100 400
deJong 100 100 100 100 400
Griewank 100 100 100 100 400
Rastrigin 100 100 100 100 400
Rosenbrock 100 100 100 100 400
Schwefel 100 100 100 100 400
Total 600 600 600 600 2400

Vid́ıme, že četnost výskytu jednotlivých hodnot odpov́ıdá zadáńı, tj. 100 opakováńı

algoritmu na každé úloze.

Základńı charakteristiky dvou č́ıselných veličin (ne, lambda) jsou v tabulce 11.

Z počtu pozorovaných hodnot (2400) vid́ıme, že v datech neńı žádná chyběj́ıćı hod-

nota, na všech řádćıch datové tabulky jsou hodnoty jak lambda, tak ne. Vid́ıme, že

minimum veličiny lambda je rovno 0, tedy nejméně jeden běh algoritmu se nepřibĺı-

žil dostatečně ke správnému řešeńı. Tyto tabulky jsou pouze pracovńı, slouž́ı nám

http://albert.osu.cz/tvrdik/down/vyuka.html
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Tabulka 11: Popisná statistika pro 2.15.

Variable Summary Section
Standard

Variables Count Mean Deviation Minimum Maximum
lambda 2400 6.69 1.04 0 8.5
ne 2400 30357.39 36564.99 6220 185900

jen ke kontrole dat a źıskáńı základńıho přehledu o jejich obsahu. Nejsou součást́ı

prezentace výsledk̊u statistické analýzy.

Tabulka 12: Spolehlivost v procentech.

Algoritmus
funkce 8hc1 BREST DER debr18
Ackley 100 100 99 100
deJong 100 100 100 100
Griewank 94 100 78 100
Rastrigin 99 100 82 100
Rosenbrock 100 100 100 100
Schwefel 100 100 96 99

Spolehlivost algoritmů je uvedena v tabulce 12, č́ıselné hodnoty jsou počty běh̊u,

v nichž se hledáńı dostatečně přibĺıžilo správnému řešeńı. Vzhledem k tomu, že pro

každou úlohu bylo provedeno 100 opakováńı, je to současně i spolehlivost v procen-

tech.

Tabulka 13: Časová náročnost (pr̊uměr veličiny ne).

Algoritmus
funkce 8hc1 BREST DER debr18
Ackley 13554 47265 15431 13569
deJong 7257 24511 7357 6973
Griewank 12145 47333 15503 13153
Rastrigin 28529 55082 21813 10711
Rosenbrock 19132 170179 108593 20524
Schwefel 12936 36223 10838 9964

Z tabulky 12 je zřejmé, že jedině algoritmus BREST dosáhl 100% spolehlivosti na

všech šesti testovaćıch funkćıch, algoritmus DER byl naopak výrazně nejméně spo-

lehlivý. Časové nároky vyjádřené jako pr̊uměrný počet vyhodnoceńı účelové funkce

potřebný k dosažeńı podmı́nky ukončeńı hledáńı jsou uvedeny v tabulce 13.

Porovnáńı časové náročnosti algoritmů na každé z testovaných funkćı je na ob-

rázku 20. Z obrázku vid́ıme, algoritmus BREST byl na všech úlohách výrazně nejpo-
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maleǰśı s časovou náročnost́ı několikrát vyšš́ı než ostatńı algoritmy. Nejméně spoleh-

livý algoritmus DER nebyl na žádné z úloh nejrychleǰśı. Závěr z naš́ı analýzy tedy je,
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Obrázek 20: Porovnáńı časové náročnosti algoritmů na jednotlivých funkćıch.

že spolehlivý algoritmus BREST je př́ılǐs časově náročný. Algoritmy 8hc1 a debr18

jsou rychleǰśı a spolehlivěǰśı než algoritmus DER. Proto považujeme algoritmy 8hc1

a debr18 za nejúspěšněǰśı v tomto testu a je možno je doporučit pro daľśı zkoumáńı

a využit́ı v řešeńı problémů hledáńı globálńıho minima.
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Shrnut́ı:

- Vztah dvou veličin lze přehledně zobrazit prostředky popisné statistiky.

- Důležité je si uvědomit, v jakých škálách byly sledované veličiny měřeny a

podle toho volit vhodný zp̊usob vyjádřeńı jejich vztahu.

- Graf je názorněǰśı než č́ıselné charakteristiky.

- Pro korelačńı koeficient plat́ı −1 ≤ rxy ≤ 1.

- Korelačńı koeficient je charakteristikou těsnosti lineárńıho vztahu dvou veličin.

- Hodnoty korelačńıho koeficientu bĺızké nule nemuśı nutně znamenat nezávis-

lost veličin, znamenaj́ı pouze, že mezi veličinami neńı lineárńı závislost.

Kontrolńı otázky:

1. Porovnejte krabicové grafy v př́ıkladu 2.13. Lǐśı se mediány veličin v porovná-

vaných skupinách?

2. Proč tři posledńı závislosti na obr. 17 maj́ı všechny hodnotu korelačńıho ko-

eficientu nulovou, ač tvar závislosti je odlǐsný?

Pojmy k zapamatováńı:

- kontingenčńı tabulka

- kovariance

- korelačńı koeficient

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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3 Základy pravděpodobnosti

Prozat́ım jsme se ve výkladu analýzy dat a deskriptivńı statistiky obešli bez zna-

losti jakýchkoli pojmů z teorie (počtu) pravděpodobnosti. K porozuměńı základ̊um

induktivńı statistiky v kap. 4 však takové znalosti budou nezbytné. Takže nám ne-

zbývá než se pokusit nutné elementy této matematické, tedy formálńı a abstraktńı

discipĺıny zvládnout. Povzbuzeńım nám může být, že mnoho impuls̊u k zavedeńı

základńıch pojmů v počtu pravděpodobnosti vycháźı z každodenńıho života. Jeden

z prvńıch podnět̊u ke vzniku počtu pravděpodobnosti vyšel v 17. stolet́ı z hazardńıch

her. Nav́ıc slova pravděpodobnost už́ıvá kdekdo (a většinou správně) v hodnoceńı

každodenńıch jev̊u, aniž by znal formálńı definici tohoto pojmu, vystač́ı s jeho intu-

itivńım pochopeńım. Bohužel s intuićı nevystač́ıme, chceme-li už́ıvat metody induk-

tivńı statistiky. A bez těchto metod se neobejdeme v žádném vědńım či technickém

oboru zkoumaj́ıćım svět, ve kterém žijeme, ale ani v mnoha praktických činnostech,

které zdánlivě nemaj́ı s vědou nic společného.

Pr̊uvodce studiem:

Kapitola o základech počtu pravděpodobnosti je vzhledem ke své obsáhlosti a ná-

ročnosti rozdělena do čtyř část́ı. Celkově jej́ı studium zabere 15− 25 hodin.

3.1 Náhodný pokus, náhodný jev a pravděpodobnost

Pr̊uvodce studiem:

Prvńı část kapitoly vám zabere asi čtyři až pět hodin. Pochopeńı učiva vám usnadńı

četné ilustračńı př́ıklady.

Každodenně se setkáváme s ději, u kterých nev́ıme s jistotou, jakým výsledkem

skonč́ı. Př́ıkladem je třeba

• zkouška k źıskáńı řidičského pr̊ukazu (projdeme nebo neprojdeme?),

• zkoumáńı vzorku ř́ıčńı vody (kolik v něm nalezneme mikroorganismů?),

• těhotenstv́ı (narod́ı se kluk nebo holka nebo dokonce v́ıce dět́ı?),

• rybařeńı (jakou rybu ulov́ıme a o jakém rozměru?),

• přenos datového souboru v poč́ıtačové śıti (proběhne bez chyby nebo bude

přerušen?).
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Obecně se takový děj s nejistým výsledkem nazývá náhodný pokus. Společným rysem

náhodných pokus̊u je, že

• výsledkem muśı být právě jeden z množiny alespoň dvou možných výsledk̊u,

• uvažovaný pokus je možno nezávisle a za stejných podmı́nek opakovat.

Druhou vlastnost výše uvedené př́ıklady beze zbytku nesplňuj́ı, ale v této chv́ıli

se t́ım nebudeme trápit. Př́ıkladem takového snadno představitelného náhodného

pokusu je hod hraćı kostkou, který se právě pro tuto jednoduchost tradičně už́ıvá

k výkladu základ̊u počtu pravděpodobnosti.

Výsledkem náhodného pokusu je náhodný jev. U hodu kostkou je to např.
”
padla

jednička“ nebo
”
padla sudá“ nebo

”
padlo v́ıce než 4“ atd. Náhodné jevy označujeme

velkými ṕısmeny ze začátku abecedy, př́ıpadně velkými ṕısmeny s indexem. Označme

tedy možné výsledky hodu kostkou takto:

E1 padla jednička

E2 padla dvojka

E3 padla trojka

E4 padla čtyřka

E5 padla pětka

E6 padla šestka.

Jiný výsledek nastat nemůže, kostka spadnout muśı. Žádný z jev̊u Ei, i = 1, 2, ..., 6,

neńı složen z jiných jev̊u, nelze jej dále rozložit, ani nemohou nastat žádné dva takové

jevy současně. Ř́ıkáme, že jevy Ei jsou elementárńı jevy.

Ale jev B,
”
padne sudá“ je složen z jev̊u E2, E4 a E6, ř́ıkáme, že je sjednoceńım

těchto jev̊u, což zapisujeme B = E2 ∪ E4 ∪ E6.

Sjednoceńım všech elementárńıch jev̊u dostaneme jev jistý - označ́ıme jej symbolem

U , tedy v našem př́ıkladu U = E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ E6.

Jev, který nastat nemůže (např. na kostce nemůže padnout sedmička), nazýváme

jevem nemožným a znač́ıme jej ∅.

Uvažujme jev B -
”
padne sudá“. O jevu A -

”
nepadne sudá“ ř́ıkáme, že je opačným

(komplementárńım) jevem k jevu B, označujeme jej B (non B), takže můžeme psát

A = B. Je zřejmé, že sjednoceńım jevu B a jevu opačného, tj. B, je jev jistý,

B ∪B = U .

Jev B,
”
padne sudá“ a jev C,

”
padne lichá“, nemaj́ı žádný společný jev. Ř́ıkáme, že

jevy B a C jsou neslučitelné (disjunktńı). Naopak, jev B a jev D,
”
padne v́ıce než

4“ neslučitelné nejsou, protože maj́ı společný jev E6. Pr̊unik neslučitelných jev̊u je
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jev nemožný, což zaṕı̌seme B ∩ C = ∅, zat́ımco pr̊unikem jev̊u B a D je jev E6,

B ∩D = E6, a jevy B, D tedy opravdu disjunktńı nejsou.

Vztahy jev̊u podobně jako vztahy množin můžeme vyjádřit názorně pomoćı Venno-

vých diagram̊u 21:

sjednocení jevů A a B (A    B)U

A B A B

neslučitelné jevy A a B

A B

opačný jev k A (A)

A A

Obrázek 21: Grafické znázorněńı vztah̊u mezi jevy - Vennovy diagramy.

Uvažujme nyńı elementárńı náhodné jevy E1, E2, . . . , Ek, pro které plat́ı:

a) Ei ∩Ej = ∅ pro i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , k (každá dvojice r̊uzných elementárńıch

jev̊u jsou jevy neslučitelné),

b) E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ Ek = U (jeden z těchto elementárńıch jev̊u muśı nastat).

Množinu Ω = {E1, E2, . . . , Ek} pak nazýváme systémem elementárńıch jev̊u. Ná-

hodným jevem pak je libovolná podmnožina množiny Ω. Lze vytvořit 2k r̊uzných

podmnožin (včetně prázdné množiny a celé množiny Ω). Prázdná množina odpov́ıdá

jevu nemožnému, celá množina Ω pak jevu jistému. Podle toho, jak jemně (podrobně)

zvoĺıme systém elementárńıch jev̊u, tak podrobně dokážeme t́ımto matematickým

modelem náhodného jevu popsat reálný pokus. Zde jsme uvedli systém konečného

počtu k elementárńıch náhodných jev̊u. Je však možné modelovat náhodné pokusy

pomoćı systému nekonečného (ale spočetného) počtu náhodných jev̊u, ale pro výklad

základ̊u pravděpodobnosti vystač́ıme s konečným počtem elementárńıch jev̊u.

Jelikož výsledky náhodného pokusu (tj. náhodné jevy) modelujeme jako systém pod-

množin, můžeme zavést některé č́ıselné funkce náhodných jev̊u a matematicky od-

vodit (dokázat) pravidla, jak s těmito funkcemi poč́ıtat. Jednou z takových funkćı je

pravděpodobnost. Pro každý náhodný jev A je pravděpodobnost P (A) funkce (mı́ra)

jevu s těmito vlastnostmi:
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a) 0 ≤ P (A) ≤ 1 (pravděpodobnost je nezáporná a normovaná funkce),

b) P (U) = 1 (pravděpodobnost jevu jistého je rovna jedné),

c) Je-li A ∩B = ∅, pak P (A ∪B) = P (A) + P (B) (pravděpodobnost sjednoceńı

disjunktńıch jev̊u je rovna součtu pravděpodobnost́ı jev̊u).

Tvrzeńı a), b), c) označujeme jako axiomy teorie pravděpodobnosti. Pravděpodob-

nost P (A) měř́ı (ohodnocuje) možnost výskytu jevu A v náhodném pokusu.

Je však otázkou, jak určit č́ıselnou hodnotu P (A). Existuj́ı dvě vcelku jednoduché

možnosti. Prvńı zp̊usob je omezen na tzv. jednoduché náhodné pokusy, kdy všechny

elementárńı jevy jsou stejně pravděpodobné. Pak se tak zvaná klasická pravděpodob-

nost poč́ıtá jako pod́ıl počtu výsledk̊u př́ıznivých nA (ve kterých nastane jev A) ku

počtu všech možných výsledk̊u n, tj. P (A) =
nA
n

.

Př́ıklad 3.1 Uvažujme náhodný pokus hod hraćı kostkou. Je zřejmé, pokud má

kostka těžǐstě uprostřed v pr̊useč́ıku tělesových úhlopř́ıček (přesněji řečeno, je homo-

genńı a isotropńı), že P (E1) = P (E2) = . . . = P (E6). Necht’ jev A je
”
padne sudá“.

Pak P (A) = 3/6 = 0.5, nebot’ je šest možných elementárńıch jev̊u E1, E2, . . . , E6,

ale jen tři (E2, E4, E6) jsou př́ıznivé, kdy nastane jev A.

U jiných než klasických náhodných pokus̊u se muśı pravděpodobnosti odhadovat

z pozorováńı relativńı četnosti výskytu jevu A v n nezávislých opakováńıch náhod-

ného pokusu, fA =
nA
n

, nA je počet pokus̊u, kdy nastal jev A. Pravděpodobnost

P (A) je dána vztahem

P (A) = lim
n→∞

(nA
n

)
. (23)

Tomuto vztahu se ř́ıká statistická definice pravděpodobnosti.

Př́ıklad 3.2 Pokud bychom pravděpodobnost jevu A v předchoźım př́ıkladu nebyli

schopni určit uvedeným klasickým postupem (např. máme podezřeńı, že kostka je

zfaľsována, tzv.
”
cinklá“), nezbývalo by nic jiného než n-krát hodit kostkou (n je

pokud možno velké) a zaznamenat počet výsledk̊u nA , kdy padla sudá. Výsledkem

by pak při n = 600 mohlo být třeba nA = 303. Pak bychom P (A) mohli odhadnout

jako
nA
n

=
303

600
= 0.505.

Podobně chceme-li zjistit, jaká je pravděpodobnost jevu, že náhodně vybraný muž

z dospělé populace měř́ı alespoň dva metry, nezbývá než vybrat náhodně n dospělých

muž̊u a zjistit, jaká je relativńı četnost dvoumetrových dlouhán̊u.

Z axiomů definice pravděpodobnosti a), b), c) bezprostředně vyplývaj́ı daľśı vztahy

pro poč́ıtáńı pravděpodobnosti:
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P (U) = P (A ∪ A) = P (A) + P (A) = 1, a tedy

P (A) = 1− P (A). (24)

Tento vztah je užitečný, když výpočet P (A) je jednodušš́ı než výpočet P (A).

Pro libovolné dva jevy A, B plat́ı (viz Vennovy diagramy sjednoceńı a pr̊uniku dvou

jev̊u)

A ∪B = (A ∩B) ∪ (A ∩B) ∪ (A ∩B). (25)

Na pravé straně rovnice (25) je sjednoceńı tř́ı disjunktńıch jev̊u, takže podle axiomu

c) dostaneme:

P (A ∪B) = P (A ∩B) + P (A ∩B) + P (A ∩B). (26)

Zároveň vid́ıme, že A = (A ∩B) ∪ (A ∩B) a B = (A ∩B) ∪ (A ∩B). Na pravých

stranách jsou opět sjednoceńı disjunktńıch jev̊u a tedy podle axiomu c) plat́ı

P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩B) a P (B) = P (A ∩B) + P (A ∩B)

a po dosazeńı do rovnice (26) dostaneme:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B). (27)

Často nás zaj́ımá pravděpodobnost jevu A za podmı́nky, že nastal jiný jev, jev B.

Např. pravděpodobnost, že padne šestka za podmı́nky, že padla sudá nebo praktič-

těǰśı př́ıklad, jaká je pravděpodobnost onemocněńı (jev A) za podmı́nky, že pacient

je očkován (jev B). Zkusme se na tuto situaci pod́ıvat nejdř́ıve přes relativńı četnosti.

V n pokusech nastal jev B nB-krát. Současně s jevem B nastal jev A nA∩B-krát.

Relativńı četnost jevu A za podmı́nky, že nastal jev B je

fA|B =
nA∩B
nB

, (28)

tedy také

fA|B =
nA∩B/n

nB/n
=
fA∩B
fB

. (29)

Vı́me už, že pravděpodobnost je vlastně jakýmsi abstraktněǰśım pohledem na rela-

tivńı četnost, takže podmı́něná pravděpodobnost P (A|B) jevu A za podmı́nky B je

definována podobně jako jsme definovali relativńı četnost podmı́něnou očkováńım:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (30)
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S pomoćı podmı́něné pravděpodobnosti můžeme zavést pojem nezávislosti jev̊u. Jev

A je nezávislý na jevu B a naopak, jev B je nezávislý na jevu A, tedy jevy A, B

jsou nezávislé, když podmı́něná pravděpodobnost P (A|B) na jevu B nezáviśı, tedy

P (A|B) = P (A), podobně i P (B|A) = P (B). Pak z definice podmı́něné pravděpo-

dobnosti pro nezávislé jevy plat́ı

P (A ∩B) = P (A) · P (B). (31)

Vztah (31) je návodem, jak poč́ıtat pravděpodobnosti pr̊uniku nezávislých jev̊u.

Př́ıklad 3.3 Jaká je pravděpodobnost, že ve dvou hodech kostkou padne dvakrát

šestka?

Necht’ A je jev, že šestka padne v prvńım hodu, B je jev, že šestka padne v druhém

hodu. Jelikož jde zřejmě o nezávislé jevy (kostka nemá pamět’, takže druhý hod neńı

ovlivňován výsledkem prvńıho hodu),

P (A ∩B) = P (A) · P (B) =
1

6
· 1

6
=

1

36
.

Př́ıklad 3.4 Jaká je pravděpodobnost, že ve dvou hodech kostkou padne součet

hodnot alespoň 7?

Postup je obdobný jako v předchoźım př́ıkladu, větš́ı pozornost ovšem věnujme

určeńı př́ıznivých výsledk̊u jevu. Př́ıznivé výsledky zač́ınaj́ı od kombinace hodnot

4 + 3, 3 + 4, 5 + 2, 2 + 5, 6 + 1, 1 + 6 (součet na kostkách = 7), Vid́ıme, že 6

můžeme kombinovat se 6 r̊uznými sč́ıtanci, 5 s 5 atd. Výsledná pravděpodobnost je

pak dána P (A) =
6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1

36
=

21

36
=

7

12
.

Př́ıklad 3.5 Jaká je pravděpodobnost, že ve dvou hodech kostkou padne součin

hodnot menš́ı než 16?

Př́ıznivé výsledky pro náš př́ıpad od součinu 1 (kombinace 1 × 1) do součinu 15

(kombinace 5× 3, 3× 5). Postupně tak sč́ıtáme kombinace hodnot na kostkách pro

jednotlivé hodnoty součinu 1, 2, . . . 15, přičemž výsledný součin 7, 11, 13, 14 nikdy

nenastane:

P (A) =
1 + 2 + 2 + 3 + 2 + 4 + 2 + 1 + 2 + 4 + 2

36
=

25

36
.

Daľśım užitečným vztahem je věta o úplné pravděpodobnosti. Máme-li jevy

A1, A2, . . . , Ak (nemuśı být elementárńı), pro které plat́ı:
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a) Ai ∩ Aj = ∅ pro i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , k (jevy v každé dvojici r̊uzných jev̊u

jsou jevy neslučitelné)

b) A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak = U (Pokud jevy A1, A2, . . . , Ak splňuj́ı podmı́nky a), b),

ř́ıkáme, že tyto jevy tvoř́ı rozklad jevu jistého nebo že tvoř́ı systém jev̊u)

c) P (Ai) > 0 pro všechna i = 1, 2, . . . , k,

pak pro libovolný jev C plat́ı

P (C) =
k∑
i=1

P (C|Ai) · P (Ai). (32)

Tuto větu o úplné pravděpodobnosti můžeme snadno dokázat:

C = C ∩ U = C ∩ (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak) = (C ∩ A1) ∪ (C ∩ A2) ∪ . . . ∪ (C ∩ Ak)

Podle pravidla o sč́ıtáńı pravděpodobnost́ı neslučitelných jev̊u je

P (C) =
k∑
i=1

P (C ∩ Ai)

a po dosazeńı z definice podmı́něné pravděpodobnosti (30) dostaneme vztah (32).

Ke stejnému vztahu (32) dojdeme i zcela odlǐsnou úvahou. Uvažujme mı́cháńı k vstu-

puj́ıćıch množstv́ı obsahuj́ıćı látku C a necht’ relativńı množstv́ı i-tého vstupu je

P (Ai),
k∑
i=1

Ai = 1, koncentrace látky C v i-tém vstupu necht’ je P (C|Ai), P (C) je

pak koncentrace látky C ve výsledné směsi - viz obrázek 22 pro k = 2. Vyjádř́ıme-li

koncentraci P (C) z látkové bilance (aplikujeme zákon zachováńı hmoty), dostaneme

vztah (32).

Obrázek 22: Koncentrace látky.

Bilance složky C je vyjádřena rovnićı

P (C) · 1 = P (C|A1) · P (A1) + P (C|A2) · P (A2), což odpov́ıdá rovnici (32).
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Př́ıklad 3.6 Smı́cháme 3 litry 50% slivovice s 2 litry 60% slivovice. Jaká bude

výsledná koncentrace etanolu ve výsledné směsi (za předpokladu, že při mı́cháńı

nedocháźı ke změně objemu)?

P (C) · 1 = P (C|A1) · P (A1) + P (C|A2) · P (A2) =
50

100
· 3

5
+

60

100
· 2

5
=

27

50
= 0.54

Takže výsledkem je 54% slivovice.

Z podmı́něné pravděpodobnosti dojdeme i k daľśımu často už́ıvaného vztahu, Baye-

sovu vzorci (Bayesově větě). Pokud jevy A1, A2, . . . , Ak jsou rozkladem jevu jistého,

P (Aj) > 0 a P (C) > 0, pak pro libovolné j = 1, 2, . . . , k plat́ı

P (Aj|C) =
P (C|Aj) · P (Aj)
k∑
i=1

P (C|Ai) · P (Ai)

. (33)

Bayes̊uv vzorec můžeme snadno dokázat, jelikož jak P (Aj) > 0, tak i P (C) > 0,

z definice podmı́něné pravděpodobnosti dostaneme

P (Aj ∩ C) = P (Aj|C) · P (C) = P (C|Aj) · P (Aj),

tedy P (Aj|C) =
P (C|Aj) · P (Aj)

P (C)
.

Když za P (C) dosad́ıme z věty o úplné pravděpodobnosti (32), dostaneme Bayes̊uv

vzorec (33).

Pokusme se trochu vysvětlit, k čemu se Bayes̊uv vzorec použ́ıvá. Někdy se ř́ıká, že

s jeho pomoćı poč́ıtáme pravděpodobnost př́ıčin. Vrat’me se k našemu př́ıkladu o mı́-

cháńı slivovice. Jevem C je
”
náhodně vybraná molekula z výsledné směsi je molekula

etanolu“, pak P (Aj|C) je pravděpodobnost, že tato molekula pocháźı z nádoby j.

Uvažujme analogický následuj́ıćı př́ıklad (poznámka pro biology - př́ıklad je smyš-

lený, takže údaje z něho neodkazujte jako pozorovaná fakta).

Př́ıklad 3.7 Čápi k nám přilétaj́ı třemi cestami, přes Bospor (přilet́ı tak 20%

všech čáp̊u, z toho je 3% černých), přes Sićılii (přilet́ı tak 30% všech čáp̊u, z toho

je 4% černých) a přes Gibraltar (přilet́ı tak 50% všech čáp̊u, z toho je 5% černých).

Relativńı četnost černých čáp̊u u nás je vlastně odhad pravděpodobnosti jevu C

”
náhodně vybraný čáp na územı́ naš́ı republiky je černý“. Zpozorujeme-li u nás čer-

ného čápa (nastal jev C), samozřejmě nemůžeme s jistotou určit, kterou ze tř́ı cest

přiletěl (pokud to neńı jeden z několika málo čáp̊u, kteř́ı jsou vybaveny vyśılač-

kou a jsou sledováni v rámci projektu Africká Odysea), ale dosazeńım do Bayesova

vzorce můžeme spoč́ıtat podmı́něné pravděpodobnosti pro každou z těchto tř́ı cest -

P (A1|C), P (A2|C), P (A3|C)
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• P (A1|C) =
P (C|A1) · P (A1)
3∑
i=1

P (C|Ai) · P (Ai)

=

=
0.03 · 0.2

0.03 · 0.2 + 0.04 · 0.3 + 0.05 · 0.5
=

0.006

0.043
∼= 0.14

• P (A2|C) =
P (C|A2) · P (A2)
3∑
i=1

P (C|Ai) · P (Ai)

=

=
0.04 · 0.3

0.03 · 0.2 + 0.04 · 0.3 + 0.05 · 0.5
=

0.012

0.043
∼= 0.28

• P (A3|C) =
P (C|A3) · P (A3)
3∑
i=1

P (C|Ai) · P (Ai)

=

=
0.05 · 0.5

0.03 · 0.2 + 0.04 · 0.3 + 0.05 · 0.5
=

0.025

0.043
∼= 0.58

Vid́ıme, že pravděpodobnost toho, že černý čáp přilétl přes Gibraltar je zhruba

čtyřikrát větš́ı než pravděpodobnost, že přiletěl přes Bospor a zhruba dvakrát větš́ı

než pravděpodobnost, že přiletěl přes Sićılii.

Př́ıklad 3.8 (Komenda, Biometrie, str. 30–31): Jedno promile populace trṕı ur-

čitou chorobou, kterou je možné prokázat bakteriologicky. Je žádoućı rozpoznat

nositele, aby se zabránilo infekčńımu š́ı̌reńı a přehradily mechanismy přenosu. Bak-

teriologický test dává pozitivńı výsledek u skutečně nakažených s pravděpodobnost́ı

0.98 (tzv. senzitivita testu), negativńı výsledek u zdravých jedinc̊u s pravděpodob-

nost́ı 0.99 (tzv. specificita testu). Spolehlivost a účinnost testu se hodnot́ı podle

pod́ılu nositel̊u infekce zjǐstěných mezi jedinci s pozitivńım testem a podle pod́ılu

zdravých mezi jedinci, u nichž je výsledek testu negativńı.

Náhodné jevy označ́ıme následuj́ıćım zp̊usobem:

C jedinec je infikován (nositel nákazy, nemocný)

C jedinec je zdráv (komplementárńı jev k jevu C)

+ jedinec reagoval v testu pozitivně

− jedinec reagoval v testu negativně (komplementárńı jev k jevu +)

Ze zadáńı úlohy plat́ı

P (C) = 0.001, P (+|C) = 0.98, P (−|C) = 0.99
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Pravděpodobnosti P (C|+) a P (C|−) se pak spoč́ıtaj́ı podle Bayesova vzorce

P (C|+) =
P (+|C) · P (C)

P (+|C) · P (C) + P (+|C) · P (C)
=

=
0.93 · 0.001

0.93 · 0.001 + 0.01 · 0.999
=

0.00093

0.01097
= 0.0893

P (C|−) =
P (−|C) · P (C)

P (−|C) · P (C) + P (−|C) · P (C)
=

=
0.99 · 0.999

0.99 · 0.999 + 0.02 · 0.001
=

0.98901

0.98903
= 0.9998

Zat́ımco jedinec náhodně vybraný z populace je nosičem choroby s pravděpodobnost́ı

0.001, bude subjekt s pozitivńım nálezem nosičem choroby s pravděpodobnost́ı 0.089,

tedy s možnost́ı téměř devadesátkrát vyšš́ı. Test funguje jako metoda
”
zhušt’ováńı

podezřelých“.

Př́ıklad 3.9 V kanceláři jsou tři poč́ıtače, na kterých pracuj́ı sekretářky, každý

z PC je jinak vyt́ıžený: prvńı zastává 50% práce, druhý 35% a třet́ı 15%. Každé

PC je opatřeno jiným operačńım systémem s jinou pravděpodobnost́ı napadeńı

virem, PC1 (Linux): 3%, PC2 (Windows): 6% a PC3 (iOS): 4%.

a) Jaká je pravděpodobnost, že do kanceláře pronikne PC virus?

b) Pokud do kanceláře pronikne virus, jaká je pravděpodobnost, že je přes PC1,

PC2 nebo PC3?

Výsledek prvńıho zadáńı obdrž́ıme dosazeńım do vztahu pro úplnou pravděpodob-

nost, tedy P (C) =
3∑
i=1

P (C|Pi) ·P (Pi) = 0.03 · 0.5 + 0.06 · 0.35 + 0.04 · 0.15 = 0.042.

Je zhruba 4% šance, že do kanceláře pronikne PC virus.

Ve druhé části řešeńı použijeme vztah Bayesovy věty a dosazeńım obdrž́ıme prav-

děpodobnost, že virus pronikl přes PC1, PC2 nebo PC3.

P (P1|C) =
P (C|P1) · P (P1)

P (C)
=

0.03 · 0.5
0.042

=
0.015

0.042
= 0.357

P (P2|C) =
P (C|P2) · P (P2)

P (C)
=

0.06 · 0.35

0.042
=

0.021

0.042
= 0.5

P (P3|C) =
P (C|P3) · P (P3)

P (C)
=

0.04 · 0.15

0.042
=

0.006

0.042
= 0.143.

Závěrem lze ř́ıci, že největš́ı pravděpodobnost napadeńı kanceláře virem je přes PC2,

protože má středńı pracovńı nasazeńı a nejnižš́ı úroveň zabezpečeńı. Zpětně lze ově-
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řit, že celková pravděpodobnost, že virus pronikl přes PC1, PC2 nebo PC3 je rovna

1.

Shrneme-li naše dosavadńı poznatky, vid́ıme, že Bayesovu větu můžeme už́ıt pro

zpřesněńı apriorńıch pravděpodobnost́ı P (A1), P (A2), . . . , P (Ak), známe-li podmı́-

něné pravděpodobnosti P (C|A1), P (C|A2), . . . , P (C|Ak). Těmto pravděpodobnos-

tem se ř́ıká aposteriorńı pravděpodobnosti.

Obecně můžeme ř́ıci, že použit́ı Bayesova vzorce je jeden z postup̊u, jak řešit dia-

gnostickou úlohu, totiž určit pravděpodobnou př́ıčinu pozorovaného jevu C. Podle

Bayesova vzorce můžeme spoč́ıtat pravděpodobnost všech možných př́ıčin pozoro-

vaného jevu C a př́ıčinu nejpravděpodobněǰśı pak považovat za př́ıčinu skutečnou.

Bayesovské metody se v současné době stále často už́ıvanými postupy v r̊uzných de-

mografických, epidemiologických a environmentálńıch grafických informačńıch sys-

témech, zejména k časovému a prostorovému vyhlazováńı empirických četnost́ı.

Shrnut́ı:

- Výsledkem náhodného pokusu muśı být právě jeden z množiny alespoň dvou

možných výsledk̊u.

- Uvažovaný náhodný pokus je možno nezávisle a za stejných podmı́nek opako-

vat.

- Výsledkem náhodného pokusu je náhodný jev.

- Elementárńı jev neńı složen z jiných jev̊u (nelze jej napsat jako sjednoceńı dvou

elementárńıch jev̊u).

- Vztahy mezi jevy lze znázornit Vennovými diagramy jako vztahy množin.

- Náhodnému jevu přǐrazujeme pravděpodobnost.

- Pravděpodobnost muśı splňovat vlastnosti dané axiomy teorie pravděpodob-

nosti.

- Pravděpodobnost sjednoceńı neslučitelných jev̊u se spoč́ıtá jako součet prav-

děpodobnost́ı jednotlivých jev̊u.

- P (A) = 1− P (A)

- Pravděpodobnost jevu A se poč́ıtá jako pod́ıl počtu výsledk̊u př́ıznivých (ve

kterých nastane jev A) ku počtu všech možných výsledk̊u.

- Podmı́něná pravděpodobnost je definována jako P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

- Pravděpodobnost pr̊uniku nezávislých jev̊u se spoč́ıtá jako součin pravděpo-

dobnost́ı jednotlivých jev̊u.
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Kontrolńı otázky:

1. Co je jev jistý? Jaká je jeho pravděpodobnost?

2. Co je jev opačný? Co vznikne sjednoceńım jevu s jevem jemu opačným?

3. Kdy se pravděpodobnost sjednoceńı jev̊u spoč́ıtá jako součet pravděpodobnost́ı

jednotlivých jev̊u?

4. Jakou podmı́nku muśı splňovat jevy, abychom pravděpodobnost jejich pr̊uniku

mohli spoč́ıtat jako součin pravděpodobnost́ı jednotlivých jev̊u?

5. Co muśı platit o jevech, abychom mohli už́ıt vztah pro úplnou pravděpodob-

nost a Bayes̊uv vzorec?

6. Co jsou nezávislé jevy? Uved’te př́ıklady nezávislých jev̊u.

Pojmy k zapamatováńı:

- náhodný pokus, náhodný jev

- elementárńı jev

- jev opačný, neslučitelné jevy

- pravděpodobnost a jej́ı vlastnosti

- podmı́něná pravděpodobnost

- nezávislé jevy

- poč́ıtáńı pravděpodobnost́ı jev̊u, klasická pravděpodobnost

- statistická definice pravděpodobnosti

- úplná pravděpodobnost, Bayes̊uv vzorec a jeho užit́ı

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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3.2 Náhodná veličina a rozděleńı pravděpodobnosti

Pr̊uvodce studiem:

Druhá část kapitoly vám zabere také asi čtyři až pět hodin. Obsahuje řadu kĺıčových

pojmů, d̊uležitých pro správné pochopeńı základ̊u teorie pravděpodobnosti a jejich

pozděǰśı aplikaci ve statistice. Poč́ıtejte s t́ım, že k této kapitole se budete vracet

a některé věci pochoṕıte d̊ukladněji až při opakovaném studiu, zejména když bude

motivováno pochopeńım aplikace těchto poznatk̊u, se kterým se setkáte v daľśıch

částech této kapitoly a v kapitolách o induktivńı statistice.

Náhodná veličina je kromě pravděpodobnosti daľśı abstraktńı představou, která do-

voluje náhodnému jevu (tentokrát jen elementárńımu) přǐradit č́ıselnou hodnotu.

Formálně náhodná veličina je funkce (zobrazeńı) X v systému elementárńıch jev̊u

Ω, která každému elementárńımu jevu E ∈ Ω přǐrad́ı právě jediné reálné č́ıslo.

Náhodné veličiny většinou označujeme velkými ṕısmeny z konce abecedy -X, Y, Z,W

apod., zat́ımco hodnoty, kterých náhodné veličiny nabývaj́ı, se označuj́ı odpov́ıdaj́ı-

ćımi malými ṕısmeny - x, y, z, w ap. Zápis X = x pak čteme náhodná veličina X má

hodnotu x, podobně Y < y čteme hodnota náhodné veličiny Y je menš́ı než y atd.

Pro pochopeńı pojmu náhodná veličina považujme náhodnou veličinu za jakýsi abs-

traktńı pohled na měřeńı. Měřeńı totiž splňuje představu náhodného pokusu - v oka-

mžiku, kdy vstupujeme na váhu, nev́ıme přesně, jaká bude naše hmotnost (78 kg,

79 kg či jiná?); nev́ıme, jaká bude koncentrace oxidu sǐričitého ve vzorku ovzduš́ı;

jaký bude počet druh̊u pták̊u odchycených ke kroužkováńı atp. Pozorovaná hodnota

neńı deterministická, je ovlivňována shodou náhod, některé hodnoty jsou pravděpo-

dobněǰśı, jiné méně pravděpodobné.

T́ım, že náhodnou veličinou umı́me zobrazit výsledky náhodného pokusu na č́ıselnou

osu, umı́me elementárńı jevy uspořádat. Jelikož jevu je přǐrazena pravděpodobnost,

umı́me pak definovat i rozděleńı pravděpodobnosti. Volně můžeme ř́ıci, že pravděpo-

dobnost jevu jistého, tedy 1, je rozdělena (rozložena) nad body nebo intervaly č́ıselné

osy. Toto rozděleńı pravděpodobnosti lze jednoznačně popsat distribučńı funkćı

F (x) = P (X < x). (34)

Distribučńı funkce je definována pro všechny body č́ıselné osy, tedy pro x ∈
(−∞, ∞). Jelikož distribučńı funkce je pravděpodobnost, je jasné, že pro jej́ı hod-

noty muśı platit 0 ≤ F (x) ≤ 1.

Distribučńı funkce je neklesaj́ıćı, tj. pro x1 < x2 plat́ı

F (x1) ≤ F (x2). (35)
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Toto tvrzeńı snadno dokážeme. Jev X < x2 je sjednoceńım disjunktńıch jev̊u X < x1

a x1 ≤ X ≤ x2, takže

F (x2) = P (X < x2) = P (X < x1) + P (x1 ≤ X < x2) = F (x1) + P (x1 ≤ X < x2).

(36)

Jelikož P (x1 ≤ X < x2) ≥ 0 (je to pravděpodobnost), plat́ı tud́ıž F (x1) ≤ F (x2),

tzn. že distribučńı funkce je neklesaj́ıćı.

Podobně jako v odstavci 1.3 jsme rozlǐsovali spojité a diskrétńı škály (a měřené

veličiny), je účelné podobně rozlǐsovat i náhodné veličiny na spojité a diskrétńı.

Diskrétńı (nespojitá) náhodná veličina může nabývat pouze diskrétńıch (tj. od sebe

oddělených) hodnot x1, x2, . . . , xk. Pravděpodobnostńı rozděleńı (a t́ım i distribučńı

funkce) je jednoznačně určena dvojicemi hodnot xi, P (X = xi), i = 1, 2, . . . , k,

tj. tabulkou o dvou sloupćıch a k řádćıch. Této funkci P (X = xi) definované pro

všechny hodnoty x1, x2, . . . , xk, se ř́ıká pravděpodobnostńı funkce.

Př́ıklad 3.10 Př́ıklad pravděpodobnostńı funkce pro známku z matematiky je uve-

den v tabulce 14 a jej́ı grafické znázorněńı vid́ıme na následuj́ıćım obrázku 23.

Tabulka 14: Př́ıklad pravděpodobnostńı a distribučńı funkce.

xi P (X = xi) F (x) = P (X < xi)
1 0.20 0.00
2 0.25 0.20
3 0.35 0.45
4 0.15 0.80
5 0.05 0.95
>5 1

Obrázek 23: Pravděpodobnostńı funkce.
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Obrázek 24: Distribučńı funkce.

Hodnoty distribučńı funkce diskrétńı náhodné veličiny pak jsou určeny vztahem

F (x) =
∑
xi<x

P (X = xi), (37)

čili distribučńı funkce je schodovitá funkce s výškou
”
schodu“ rovnou hodnotě P (X =

xi) v bodě xi.

Spojitá náhodná veličina může nabývat všech reálných hodnot nebo alespoň všech

hodnot z nějakého konečného intervalu. Hodnoty náhodné veličiny pokrývaj́ı interval

hustě, tedy je jich nespočetně mnoho.

Distribučńı funkce spojité náhodné veličiny (také ř́ıkáme distribučńı funkce spojitého

rozděleńı) se vyjádř́ı ve tvaru

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt, (38)

kde f(t) je nezáporná funkce zvaná hustota (nebo hustota pravděpodobnosti). Ze

vztahu (38) můžeme odvodit i daľśı vlastnosti hustoty∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1 a f(x) =

dF (x)

dx
, pokud derivace existuje. (39)

Př́ıklad 3.11 Význam vztahu (38) lze ilustrovat obrázkem 25, hodnota distribučńı

funkce v bodě x je rovna obsahu vybarvené plochy vlevo od svislé př́ımky t = x.

Jak ukazuje vztah (40), pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny je v intervalu

〈x1, x2), x1 < x2, lze určit jako rozd́ıl hodnot distribučńı funkce

P (x1 ≤ X < x2) = F (x2)−F (x1) =

∫ x2

−∞
f(x)dx−

∫ x1

−∞
f(x)dx =

∫ x2

x1

f(x)dx. (40)
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Obrázek 25: Hustota a distribučńı funkce spojité náhodné veličiny.

Př́ıklad 3.12 Tuto pravděpodobnost můžeme znázornit jako velikost vybarvené

plochy na obrázku 26.
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Obrázek 26: Distribučńı funkce.

Povšimněme si, že bude-li se zmenšovat rozd́ıl (x2 − x1), bude se zmenšovat i prav-

děpodobnost P (x1 ≤ X < x2), až pro x1 = x2 bude P (X = x1) = 0, takže plat́ı

P (x1 ≤ X < x2) = P (x1 < X < x2).

Porovnejme graf pravděpodobnostńı funkce se sloupcovým grafem relativńıch čet-

nost́ı v kap. 2, resp. graf hustoty pravděpodobnosti s histogramem relativńıch čet-

nost́ı. Vid́ıme, že obě dvojice graf̊u popisuj́ı téměř totéž - rozděleńı četnosti hodnot,

rozd́ıl je jen v tom, že grafy v kap. 2 popisuj́ı rozděleńı pozorovaných hodnot (tzv.

empirické rozděleńı), zat́ımco grafy v této kapitole popisuj́ı teoretické (modelové)

rozděleńı pravděpodobnosti spojené s abstraktńı představou náhodné veličiny. Také

vid́ıme, že distribučńı funkce je obdobou kumulativńı relativńı četnosti.
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3.3 Charakteristiky náhodných veličin

V kapitole 2 jsme zavedli pro popis pozorovaných dat charakteristiky polohy, va-

riability atd. Analogické charakteristiky existuj́ı i pro náhodné veličiny. Analogíı

pr̊uměru je středńı hodnota náhodné veličiny, E(X). Pokud je význam jasný, zá-

vorky můžeme vynechat a psát EX. Pro diskrétńı náhodnou veličinu X je středńı

hodnota definována jako

E(X) =
∑
i

xiP (X = xi). (41)

Vid́ıme, že vztah (41) je přesnou obdobou vztahu pro výpočet váženého pr̊uměru (7),

kdy využ́ıváme relativńıch četnost́ı hodnot xi.

Pro spojitou veličinu s hustotou f(x) je středńı hodnota definována vztahem

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx. (42)

Jestliže máme nějakou reálnou funkci g(x) - např. logaritmus, druhá mocnina ap.

- pak tato funkce náhodné veličiny X je opět náhodná veličina, Y = g(X) a jej́ı

středńı hodnota je

E(Y ) = E[g(X)] =
∑
i

g(xi)P (X = xi) (43)

pro diskrétńı veličinu X (pochopitelně i veličina Y je diskrétńı).

Pro spojitou náhodnou veličinu Y = g(X) je pak středńı hodnota dána vztahem

E(Y ) = E[g(X)] =

∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx, (44)

kde f(x) je hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny X.

Charakteristikou variability je rozptyl, var(X), definovaný jako středńı hodnota

druhé mocniny (někdy ř́ıkáme čtverce) odchylky od středńı hodnoty E(X), tedy

var(X) = E[X − E(X)]2. (45)

Odmocnina z rozptylu, var(X), se nazývá směrodatná odchylka.

Podobně jako jsme v kapitole 2 zavedli empirické kvantily, jsou definovány i kvantily

pro náhodnou veličinu. Kvantil (ř́ıkáme p-kvantil) je taková hodnota x(p), pro kterou

plat́ı

P [X ≤ x(p)] ≥ p a současně P [X ≥ x(p)] ≥ 1− p. (46)
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Kvantil x(0.5) se nazývá (teoretický) medián, kvantily x(0.25) a x(0.75) jsou dolńı

a horńı kvartil. Kvantily, kdy p = 0.1; 0.2; . . . ; 0.9 jsou decily atd.

Kvantil spojitého rozděleńı s rostoućı distribučńı funkćı je inverzńı funkce k funkci

distribučńı, což ukazuje následuj́ıćı obrázek. Pro zvolenou hodnotu p nalezneme na

vodorovné ose hodnotu kvantilu x(p).
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Obrázek 27: Kvantil jako inverzńı funkce k distribučńı funkci.

Daľśı charakteristikou polohy podobně jako u empirického rozděleńı je modus, což

je hodnota, ve které má pravděpodobnostńı funkce, resp. hustota maximum.

Dále se k charakterizováńı rozděleńı náhodné veličiny už́ıvaj́ı momenty. Obecný k-tý

moment je definován jako

µ
′

k = E(Xk), k = 1, 2, . . . , k, (47)

k-tý centrálńı moment je

µk = E[(X − EX)k]. (48)

Šikmost rozděleńı náhodné veličiny se charakterizuje hodnotou

γ1 =
µ3

µ2
√
µ2

=
E[(X − EX)3]

var(X)
√
var(X)

, (49)

a špičatost rozděleńı je charakterizována jako

γ2 =
µ4

µ2
2

− 3 =
E[(X − EX)4]

[var(X)]2
− 3. (50)
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Pro charakteristiky náhodných veličin můžeme odvodit celou řadu užitečných

vztah̊u. Některé z těchto vztah̊u zde uvedeme bez d̊ukazu, který je ponechán pro

samostatná cvičeńı.

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) (51)

Středńı hodnota součtu náhodných veličin je rovna součtu středńıch hodnot. Je

zřejmé, že podobný vztah plat́ı i pro v́ıce než dva sč́ıtance. Pro diskrétńı veličiny

X, Y můžeme vztah (51) snadno dokázat:

E(X + Y ) =
∑
i

∑
j

(xi + yj)P [(X = xi) ∩ (Y = yj)] =

=
∑
i

xi
∑
j

P [(X = xi) ∩ (Y = yj)] +
∑
i

∑
j

yjP [(X = xi) ∩ (Y = yj)] =

=
∑
i

xiP (X = xi) +
∑
j

yjP (Y = yj) = E(X) + E(Y ).

Př́ıklad 3.13 Platnost vztahu (51) ilustruje následuj́ıćı př́ıklad, ve kterém jsou

znázorněny realizace výběr̊u ze dvou náhodných veličin X a Y o velikosti n = 10,

viz tabulka 15. Pro tyto výběry spoč́ıtáme pr̊uměry, poté spoč́ıtáme pr̊uměr i pro

součet výběr̊u představuj́ıćı realizaci X + Y a zjist́ıme, že se rovnaj́ı.

Tabulka 15: Př́ıklad platnosti vztahu (51).

i X Y X + Y
1 19 23 42
2 25 27 52
3 15 8 23
4 30 28 58
5 5 12 17
6 12 11 23
7 17 17 34
8 23 21 44
9 7 29 36
10 28 9 37

pr̊uměr 18.1 18.5 36.6

Jsou-li a, b konstanty, pak

E(a+ bX) = a+ bE(X) (52)

nebot’
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E(a+ bX) =
∑
i

(a+ bxi)P (X = xi) = a
∑
i

P (X = xi) + b
∑
i

xiP (X = xi) =

= a+ bE(X)

a pro rozptyl plat́ı

var(a+ bX) = b2var(X) (53)

nebot’

var(a+ bX) = E[(a+ bX)− E(a+ bX)]2 = E[a+ bX − a− bE(X)]2 =

E[b(X − E(X))]2 = b2E[X − E(X)]2 = b2var(X).

Je-li b = 0, pak dostaneme E(a) = a a var(a) = 0.

Pro normovanou náhodnou veličinu U =
X − E(X)√
var(X)

plat́ı

E(U) = 0 a var(U) = 1, (54)

nebot’

E(U) = E[
X − E(X)√
var(X)

] =
1

var(X)
E[X − E(X)] =

1

var(X)
[E(X)− E(X)] = 0

a pro rozptyl normované náhodné veličiny plat́ı

var(U) = var[
X − E(X)√
var(X)

] =
var[X − E(X)]

var(X)
=
var(X)

var(X)
= 1.

Dále plat́ı

var(X) = E(X2)− [E(X)]2, (55)

nebot’

var(X) = E[X − E(X)]2 = E[X2 − 2XE(X) + (E(X))2] =

= E(X)2 − 2E(X)E(X) + (E(X))2 = E(X2)− [E(X)]2.

Rozptyl náhodné veličiny můžeme tedy vyjádřit jako rozd́ıl středńı hodnoty jej́ıho

čtverce a čtverce středńı hodnoty.

V odstavci 2.5 jsme se zabývali vztahem dvou veličin (dvou sloupc̊u datové matice).

Podobně můžeme popsat vztah dvou náhodných veličin (X, Y ). Této dvojici se ř́ıká

dvourozměrný náhodný vektor. Rozděleńı náhodného vektoru je popsáno sdruženou

distribučńı funkćı

FXY (x, y) = P (X < x, Y < y). (56)

Označeńı (X < x, Y < y) znamená náhodný jev, že náhodná veličina X nabývá

hodnot menš́ıch než x a současně Y nabývá hodnot menš́ıch než y.
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Rozděleńı diskrétńıch náhodných vektor̊u lze popsat i sdruženou pravděpodobnostńı

funkćı P (X = xi, Y = yj) definovanou pro všechny možné dvojice hodnot (xi, yj),

jichž náhodný vektor může nabývat. Sdružená pravděpodobnostńı funkce je tedy

dvourozměrná tabulka obsahuj́ıćı hodnoty pravděpodobnosti (16).

Tabulka 16: Sdružená pravděpodobnostńı funkce.

X
x1 x2 . . . xC margin.

y1 P (X = x1, Y = y1) P (X = x2, Y = y1) . . . P (X = xC , Y = y1) P (Y = y1)

Y y2 P (X = x1, Y = y2) P (X = x2, Y = y2) . . . P (X = xC , Y = y2) P (Y = y2)

...
...

...
...

...
...

yR P (X = x1, Y = yR) P (X = x2, Y = yR) . . . P (X = xC , Y = yR) P (Y = yR)
marg. P (X = x1) P (X = x2) . . . P (X = xC) 1

Rozděleńı spojitého vektoru popisuje sdružená hustota fXY (x, y), pro kterou plat́ı

FXY (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fXY (u, v)dudv. (57)

Př́ıklad 3.14 Př́ıklad grafického znázorněńı sdružené hustoty dvourozměrného ná-

hodného vektoru je na obrázku 28.

Obrázek 28: Sdružená hustota dvourozměrného náhodného vektoru.
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Hodnota distribučńı funkce v bodě (x, y) v souladu s (57) je rovna objemu tělesa,

které vznikne pravoúhlým vykrojeńım právě v tomto bodu (x, y). Celkový objem

tělesa pod plochou sdružené hustoty je samozřejmě roven jedné.

Podobně jako jsme v kapitole 2 zavedli marginálńı četnosti, i zde dojdeme k margi-

nálńımu rozděleńı.

Marginálńı distribučńı funkce jsou

F (x) = lim
y→∞

[FXY (x, y)] a F (y) = lim
x→∞

[FXY (x, y)]. (58)

Marginálńı pravděpodobnostńı funkce pro diskrétńı náhodný vektor dostaneme sč́ı-

táńım pravděpodobnost́ı přes celý sloupec, resp. řádek, tedy

P (X = xi) =
∑
j

P (X = xi, Y = yj) a P (Y = yj) =
∑
i

P (X = xi, Y = yj)

(59)

a podobně pro spojitý vektor jsou marginálńı hustoty

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy a fY (y) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dx. (60)

Nyńı můžeme zavést d̊uležitý pojem - nezávislost dvou náhodných veličin. Náhodné

veličiny X, Y jsou nezávislé, když jsou nezávislé dva náhodné jevy, jev X < x a

Y < y. Jak v́ıme z odst. 3.1, pravděpodobnost současného nastáńı dvou nezávislých

jev̊u se vypoč́ıtá jako součin pravděpodobnost́ı každého z těchto jev̊u. Tedy

P [(X < x) ∩ (Y < y)] = P (X < x) · P (Y < y). (61)

Pravděpodobnost na levé straně rovnice (61) definuje sdruženou distribučńı funkci,

pravděpodobnosti na pravé straně pak marginálńı distribučńı funkce, takže rovnici

můžeme přepsat ve tvaru (62)

FXY (x, y) = FX(x) · FY (y). (62)

Pro nezávislé náhodné veličiny plat́ı, že sdružená distribučńı funkce je rovna součinu

marginálńıch distribučńıch funkćı.

Také sdružená pravděpodobnostńı funkce dvou nezávislých veličin je rovna součinu

marginálńıch pravděpodobnostńıch funkćı:

P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi) · P (Y = yj) (63)
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a podobný vztah plat́ı v př́ıpadě spojitých nezávislých veličin i pro sdruženou hustotu

fXY (x, y) = fX(x) · fY (y). (64)

Nejsou-li dvě náhodné veličiny nezávislé, existuje mezi nimi nějaká závislost. Tato

závislost neńı deterministická, jde o náhodné veličiny. Ř́ıkáme, že závislost je sto-

chastická. Vztah dvou náhodných veličin lze č́ıselně charakterizovat kovarianćı (te-

oretickou kovarianćı, srovnej s odstavcem 2.5), která je definována

cov(X, Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )]. (65)

Pro diskrétńı náhodné veličiny se kovariance spoč́ıtá jako

cov(X, Y ) =
∑
i

∑
j

(xi − EX)(yj − EY )P (X = xi, Y = yj) (66)

a pro spojité veličiny je kovariance

cov(X, Y ) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(x− EX)(y − EY )fXY (x, y)dxdy. (67)

Z definice kovariance (65) vid́ıme, že

cov(X, Y ) = cov(Y,X) a cov(X,X) = var(X). (68)

Kovariance může nabývat libovolných reálných hodnot, nezáporných i záporných.

Pomoćı kovariance však můžeme definovat jinou charakteristiku závislosti dvou ná-

hodných veličin (jejichž rozptyly jsou kladné), korelačńı koeficient :

ρX,Y =
cov(X, Y )√

var(X)
√
var(Y )

, (69)

pro který plat́ı |ρX,Y | ≤ 1, čili korelačńı koeficient může nabývat hodnot jen z inter-

valu [−1, 1]. Náhodné veličiny X, Y se nazývaj́ı nekorelované, jestliže cov(X, Y ) = 0,

a tedy i korelačńı koeficient je nulový.

Jsou-li veličiny nezávislé, jsou i nekorelované. Opačně to však neplat́ı, protože nulový

korelačńı koeficient nemuśı nutně znamenat nezávislost veličin.

Pro nezávislé náhodné veličiny X, Y plat́ı, že

E(XY ) = E(X) · E(Y ). (70)

Rozptyl součtu dvou náhodných veličin je
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var(X + Y ) = E[X + Y − E(X + Y )]2 = E[(X − E(X)) + (Y − E(Y ))]2 =

= E[(X − E(X))2 + 2(X − E(X))(Y − E(Y )) + (Y − E(Y ))2] = E(X − E(X))2+

+2E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] + E(Y − E(Y ))2 = var(X) + 2cov(X, Y ) + var(Y ).

Podobně pro rozd́ıl náhodných veličin dostaneme

var(X − Y ) = E[X − Y − E(X − Y )]2 = E[(X − E(X))− (Y − E(Y ))]2 =

= E[(X − E(X))2 − 2(X − E(X))(Y − E(Y )) + (Y − E(Y ))2] = E(X − E(X))2−
−2E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] + E(Y − E(Y ))2 = var(X)− 2cov(X, Y ) + var(Y ).

Vid́ıme, že rozptyl součtu, resp. rozd́ılu dvou náhodných veličin záviśı i na tom, zda

jsou veličiny korelovány. Speciálně pro nekorelované veličiny vid́ıme, že plat́ı

var(X + Y ) = var(X − Y ) = var(X) + var(Y ). (71)

Dále, pokud náhodná veličina Y je lineárńı funkćı náhodné veličiny X, tzn. Y =

bX + a, b 6= 0, pak plat́ı

ρX,Y = ρX,bX+a =

1 je-li b > 0

−1 je-li b < 0
. (72)

Platnost tohoto vztahu snadno dokážeme. Z definice kovariance (65) dostaneme

cov(X, bX + a) = E{(X − EX)[(bX + a) − E(bX + a)]} = E[(X − EX)(bX +

a − bEX − a)] = bE[(X − EX)(X − EX)] = b var(X) a po dosazeńı do definice

korelačńıho koeficientu (var(X) > 0) vid́ıme, že

ρX,Y = ρX,bX+a =
b var(X)√

var(X) b2 var(X)
=

b√
b2

1 je-li b > 0

−1 je-li b < 0
. (73)

Vyjádř́ıme-li tento výsledek slovně, znamená to, že pro přesnou deterministickou

lineárńı závislost dvou veličin je jejich koeficient korelace v absolutńı hodnotě roven

jedné.

Shrnut́ı:

- Náhodná veličina je zobrazeńım elementárńıch jev̊u na č́ıselnou osu.

- Rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny je jednoznačně definováno dis-

tribučńı funkćı.

- Hodnota distribučńı funkce v bodu x je pravděpodobnost jevu, že náhodná

veličina je menš́ı než x, F (x) = P (X < x).
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- Distribučńı funkce diskrétńı náhodné veličiny je definována jako

F (x) =
∑
xi<x

P (X = xi), kde P (X = xi) je pravděpodobnostńı funkce.

- Distribučńı funkce spojité náhodné veličiny je definována jako

F (x) =
∫ x
−∞ f(t)dt, kde f(t) je hustota.

- Pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny je v intervalu

〈x1, x2), x1 < x2, lze určit jako rozd́ıl hodnot distribučńı funkce

P (x1 ≤ X < x2) = F (x2)− F (x1).

- Středńı hodnota diskrétńı náhodné veličiny je E(X) =
∑
i

xi · P (X = xi).

- Středńı hodnota spojité náhodné veličiny je E(X) =
∫ +∞
−∞ xf(x)dx.

- Rozptyl je definován jako var(X) = E[X − E(X)]2.

- p-kvantil je taková hodnota x(p), pro kterou plat́ı P [X ≤ x(p)] ≥ p a současně

P [X ≥ x(p)] ≥ 1− p.
- Pro spojitou veličinu je kvantil inverzńı funkce k distribučńı funkci.

- Středńı hodnota součtu náhodných veličin je rovna součtu středńıch hodnot,

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

- E(a+ bX) = a+ bE(X), var(a+ bX) = b2var(X).

- var(X) = E(X2)− [E(X)]2.

- Pro nezávislé náhodné veličiny plat́ı, že sdružená distribučńı funkce je rovna

součinu marginálńıch distribučńıch funkćı.

- Stochastickou závislost dvou náhodných veličin lze č́ıselně charakterizovat ko-

varianćı, nebo korelačńım koeficientem, ρX,Y =
cov(X, Y )√

var(X)
√
var(Y )

,

|ρX,Y | ≤ 1.

- Náhodné veličiny X, Y se nazývaj́ı nekorelované, jestliže cov(X, Y ) = 0, tedy

i korelačńı koeficient je nulový.

- Nezávislé veličiny jsou nekorelované, naopak to nemuśı platit.

Kontrolńı otázky:

1. Co je to náhodná veličina a jak je definováno jej́ı pravděpodobnostńı rozděleńı?

2. Jaký je vztah distribučńı a pravděpodobnostńı funkce, resp. distribučńı funkce

a hustoty?

3. Jak se spoč́ıtá pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny je v intervalu

〈x1, x2), x1 < x2?

4. Může být hodnota distribučńı funkce záporná?

5. Může být hodnota distribučńı funkce větš́ı než jedna?

6. Co je to středńı hodnota náhodné veličiny?
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7. Co je to rozptyl náhodné veličiny?

8. Na grafu distribučńı funkce spojité náhodné veličiny si ujasněte, jak se urč́ı

p-kvantil.

9. Jsou-li dvě náhodné veličiny nezávislé, co plat́ı pro sdruženou distribučńı

funkci, pro sdruženou pravděpodobnostńı funkci, resp.pro sdruženou hustotu?

10. Kdy o dvou veličinách ř́ıkáme, že jsou nekorelované?

Pojmy k zapamatováńı:

- náhodná veličina

- diskrétńı náhodná veličina, spojitá náhodná veličina

- rozděleńı pravděpodobnosti

- distribučńı funkce, pravděpodobnostńı funkce, hustota

- středńı hodnota

- rozptyl

- kvantil

- šikmost a špičatost rozděleńı

- náhodný vektor, pravděpodobnostńı rozděleńı náhodného vektoru

- sdružená distribučńı funkce, marginálńı distribučńı funkce

- nezávislé veličiny

- stochastická závislost

- kovariance, korelačńı koeficient
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3.4 Př́ıklady diskrétńıch rozděleńı

Pr̊uvodce studiem:

Následuj́ıćı část kapitoly o pravděpodobnosti vám zabere asi tři až čtyři hodiny.

Můžete na tuto část kapitoly nahĺıžet jako na aplikaci poznatk̊u z části předcháze-

j́ıćı. Opět poč́ıtejte s t́ım, že k této kapitole se budete vracet, nebot’ jej́ı d̊ukladné

pochopeńı je potřebné při aplikaćıch induktivńı statistiky.

3.4.1 Alternativńı rozděleńı

Toto rozděleńı má náhodná veličina, která nabývá pouze hodnot 0 a 1 s pravděpo-

dobnostmi P (X = 1) = p a P (X = 0) = 1 − p. Hodnota p, 0 < p < 1, se nazývá

parametr rozděleńı.

Středńı hodnotu alternativńı náhodné veličiny snadno urč́ıme podle definice

E(X) =
∑
i

xi · P (X = xi) = 0 · (1− p) + 1 · p = p.

Podobně rozptyl

var(X) = E[X − E(X)]2 = E(X2)− (E(X))2 = 1 · p− p2 = p(1− p).

Př́ıklad 3.15 Př́ıkladem takové náhodně veličiny je počet lv̊u při hodu jednou

minćı, kdy bud’ padne jeden lev nebo žádný. Parametr tohoto rozděleńı je v tomto

př́ıkladu p = 0.5, E(X) = 0.5 a var(X) = 0.25.

3.4.2 Binomické rozděleńı

Toto rozděleńı má náhodná veličina Y , která vznikne jako součet n nezávislých

alternativně rozdělených náhodných veličin se stejným parametrem p, tedy

Y = X1, X2, . . . , Xn.

Středńı hodnota binomicky rozdělené náhodné veličiny je součtem středńıch hodnot

jednotlivých sč́ıtanc̊u

E(Y ) = E(X1 +X2 + . . .+Xn) =
n∑
i=1

E(Xi) = np

a rozptyl je opět součet rozptyl̊u jednotlivých sč́ıtanc̊u (veličiny jsou nezávislé)
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var(Y ) = var(X1 + X2 + . . .+Xn) =
n∑
i=1

var(Xi) = np(1− p).

Hodnoty n a p jsou parametry binomického rozděleńı. Skutečnost, že náhodná veli-

čina Y má binomické rozděleńı, budeme vyjadřovat zkratkou Y ∼ Bi(n, p).

Př́ıklad 3.16 Jednoduchým př́ıkladem takové náhodné veličiny je počet lv̊u při

hodu n mincemi, při čemž pro každou minci je pravděpodobnost, že padne lev,

rovna p.

K pravděpodobnostńı funkci binomicky rozdělené veličiny dospějeme následuj́ıćı úva-

hou. Náhodná veličina Y může nabývat hodnoty 0, 1, 2, . . . , n. Představme si, že

k lv̊u padne tak, že na prvńıch k minćıch bude lev, na zbývaj́ıćıch (n − k) bude

rub. Při tomto výsledku náhodného pokusu bude Y = k, pravděpodobnost tohoto

jevu můžeme spoč́ıtat jako pk(1 − p)n−k, jde o nezávislé jevy, tedy násob́ıme prav-

děpodobnosti. Stejnou hodnotu náhodné veličiny, však můžeme dostat i tak, že lev

padne na jiných k minćıch než právě na k prvńıch. Těchto k minćı, na kterých muśı

být lev, aby Y = k, můžeme vybrat
(
n
k

)
zp̊usoby, a tak pravděpodobnostńı funkci

náhodné veličiny Y ∼ Bi(n, p) lze vyjádřit jako

P (Y = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 1, 2, . . . , n. (74)

Zápis
(
n
k

)
čteme

”
n nad k“. Plat́ı, že(

n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
, n! = 1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1) · n (čti

”
n-faktoriál“).

Pro k = 0 je definováno
(
n
0

)
= 1.

Pak zjevně plat́ı
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
.

Výraz
(
n
k

)
udává počet možnost́ı výběru k prvk̊u z n r̊uzných prvk̊u, 0 ≤ k ≤ n,

počet kombinaćı bez opakováńı.

Př́ıklad 3.17 Zápis dat starš́ı mechanikou na CD má 80% šanci úspěchu. Jaká je

pravděpodobnost, že úspěšně vypáĺıme právě 12 CD z 20?

Jelikož nás zaj́ımá libovolných 12 CD, dosad́ıme do vztahu (74) a obdrž́ıme P (Y =

12) =
(
20
12

)
· 0.812 · (0.2)8.

Počet r̊uzných
”
dvanáctic“ CD z 20 urč́ıme jako

(
20
12

)
=
(
20
8

)
=

=
20 · 19 · 18 · 17 · 16 · 15 · 14 · 13

8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
= 125970.

Pak dosad́ıme a obdrž́ıme 125970 · 0.812 · (0.2)8 = 0.0222. Máme asi 2.2% šanci, že

bezchybně vypáĺıme právě 12 CD ze 20 pokus̊u.
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Grafické znázorněńı pravděpodobnostńıch funkćı binomického rozděleńı této veličiny

(n = 20) pro r̊uzné hodnoty parametru p je na následuj́ıćım obrázku.

Obrázek 29: Př́ıklad binomického rozděleńı pro r̊uzné hodnoty p.

3.4.3 Poissonovo rozděleńı

Toto rozděleńı má náhodná veličina Y , která může nabývat hodnoty k = 0, 1, 2, . . .

s pravděpodobnost́ı

P (Y = k) = e−λ
λk

k!
, (75)

λ je jediný parametr tohoto rozděleńı. Středńı hodnota je E(Y ) = λ, rozptyl je

var(Y ) = λ. Poissonovo rozděleńı s parametrem λ = n · p se často už́ıvá k aproxi-

maci binomického rozděleńı Y ∼ Bi(n, p), když n je velké a p je malé. Doporučuje

se, aby bylo n > 30 a p < 0.1. Smysl této aproximace je zejména v usnadněńı vý-

počtu pravděpodobnostńı funkce v aplikaćıch, nebot’ Poissonova rozděleńı se už́ıvá

k modelováńı požadavk̊u hromadné obsluhy, počtu poruch technického zař́ızeńı atd.

Př́ıklad 3.18 Chceme s pomoćı starš́ı vypalovaćı CD mechaniky zapsat na CD

plných 700 MB dat. Vı́me, že šance na úspěšné zapsáńı dat do 10 minut je s ohle-

dem na starš́ı HW poč́ıtače pouhých 10%. Jaká je pravděpodobnost, že bude 6 CD

z celkem 50 úspěšně zapsaných v čase do 10 minut?

S pomoćı binomického rozděleńı dojdeme k výsledku P (Y = 6) =
(
50
6

)
0.16(0.9)44 =

15890700 · 3.38× 10−09 = 0.1541.
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S použit́ım Poissonova rozděleńı pak obdrž́ıme (za předpokladu, že λ = n · p = 5)

P (Y = 6) = e−5
56

6!
= 0.1462.

Vid́ıme tedy, že výsledné pravděpodobnosti se př́ılǐs nelǐśı. Obrázek 30 ukazuje, že

je shoda obou rozděleńı docela těsná.

Obrázek 30: Pravděpodobnostńı funkce binomického X ∼ Bi(50, 0.1) a Poissonova
rozděleńı λ = 50 · 0.1 = 5.

3.4.4 Rovnoměrné diskrétńı rozděleńı

Toto rozděleńı má náhodná veličina X, která může nabývat k r̊uzných hodnot

x1, x2, . . . , xk, přičemž každá hodnota je stejně pravděpodobná, tj. pravděpodobnost

jevu jistého je rozdělena rovnoměrně mezi všechny elementárńı jevy. Pravděpodob-

nostńı funkce má tedy tvar

P (X = xi) =
1

k
, i = 1, 2, . . . , k . (76)

Toto rozděleńı je např́ıklad modelem pokus̊u házeńı minćı (k = 2) nebo házeńı hraćı

kostkou (k = 6).

Středńı hodnota rovnoměrně rozdělené diskrétńı náhodné veličiny je pak

E(X) =
k∑
i=1

xi · P (X = xi) =
1

k

k∑
i=1

xi,

a rozptyl je

var(X) = E(X2)− (E(X))2 =
1

k

k∑
i=1

x2i −
1

k2
(
k∑
i=1

xi)
2 =

1

k

[
k∑
i=1

x2i −
1

k
(
k∑
i=1

xi)
2

]
.
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Př́ıklad 3.19 Speciálně pro hod kostkou je středńı hodnota

E(X) =
6∑
i=1

xi · P (X = xi) =
1

6

6∑
i=1

xi =
21

6
= 3.5

a rozptyl

var(X) =
1

6

[
6∑
i=1

x2i −
1

6
(

6∑
i=1

xi)
2

]
=

1

6
[91− 1

6
(21)2] =

35

12
.

3.5 Př́ıklady spojitých rozděleńı

3.5.1 Rovnoměrné spojité rozděleńı

Spojitá náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı, jestliže hustota pravděpodob-

nosti je na intervalu hodnot (a, b) konstantńı a mimo tento interval nulová, tj.

f(x) =

 1
b−a pro a ≤ x ≤ b

0 jinak
. (77)

Graf takové hustoty je na obrázku 31.

f(x)

1

b - a

xa b

Obrázek 31: Graf hustoty rovnoměrného rozděleńı.

Distribučńı funkce rovnoměrně rozdělené náhodné veličiny X je

F (x) =


0 pro x ≤ a

P (X < x) =

∫ x

a

f(t)dt =
1

b− a
(x− a) pro a < x < b

1 pro x ≥ b

, (78)
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Obrázek 32: Graf distribučńı funkce rovnoměrného rozděleńı.

tedy pro zvolenou hodnotu x0 ∈ (a, b) je to plocha obdélńıku pod grafem funkce

hustoty vlevo od hodnoty x0 - viz obrázek 33.

Obrázek 33: Hustota rovnoměrného rozděleńı v bodě x0.

Hodnota distribučńı funkce v bodu x0 je obsah šedé plochy pod hustotou.

Základńı charakteristiky rovnoměrně rozdělené náhodné veličiny jsou

E(X) =
1

b− a

∫ b

a

xdx =
a+ b

2
,

var(X) = E(X2)− (E(X))2 =
1

b− a

∫ b

a

x2dx− (a+ b)2

4
=

(b− a)2

12
.

Př́ıklad 3.20 S pomoćı rovnoměrného spojitého rozděleńı lze řešit zejména př́ı-

klady s časem. Autobus č. 37 jezd́ı ze zastávky U viaduktu pravidelně každých 15

minut. Jaká je pravděpodobnost, že když přijdu na zastávku, budu čekat méně než

10 minut?

K řešeńı př́ıkladu využijeme obrázek 32, kde a = 0, b = 15 a x0 = 10 minut. Chceme

tedy zjistit obsah obdélńıku, tj. P (X < 10) =
x0 − a
b− a

=
10

15
= 0.67. Pokud přijdeme

na tuto zastávku náhodně, s pravděpodobnost́ı 67% budeme čekat do 10 minut.
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Je zřejmé, že rovnoměrné rozděleńı je symetrické vzhledem ke středńı hodnotě, a

tedy medián je roven středńı hodnotě. Modus neńı definován. Jelikož distribučńı

funkce na intervalu [a, b] roste lineárně, jsou i mezi po sobě následuj́ıćımi percentily

stejné vzdálenosti.

U r̊uzných programových produkt̊u (tabulkové procesory, programovaćı jazyky, sta-

tistické a simulačńı programy) je dostupný tzv. generátor náhodných č́ısel. Je to

funkce, jej́ımž voláńım lze źıskat hodnoty náhodné veličiny s rovnoměrným rozděle-

ńım. Běžně se setkáváme s t́ım, že tato funkce generuje hodnoty veličiny U z inter-

valu [0, 1), pokud potřebujeme hodnoty z jiného intervalu 〈a, b〉, a < b, snadno je

źıskáme lineárńı transformaćı X = a+(b−a)U . Některé programové produkty dovo-

luj́ı i generováńı hodnot diskrétńı náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım, jinak

tyto hodnoty můžeme źıskat vhodnou transformaćı (zaokrouhleńım) spojité veličiny

X. Je nutno mı́t na paměti, že tzv. generátory náhodných č́ısel jsou deterministické

algoritmy, tzn., že jednou vygenerovanou řadu hodnot jsme schopni při stejném po-

čátečńım zadáńı přesně zopakovat. Vygenerované hodnoty tedy nejsou, př́ısně vzato,

náhodné. Proto se někdy takto vygenerovaným hodnotám ř́ıká pseudonáhodná č́ısla.

Při použit́ı těchto generátor̊u je proto namı́stě jistá opatrnost a ověřeńı toho, zda

rozděleńı pseudonáhodných hodnot lze opravdu považovat za rovnoměrné.

3.5.2 Normálńı rozděleńı

Spojitá náhodná veličina má normálńı (Gaussovo) rozděleńı, jestliže jej́ı hustota má

tvar

f(x) =
1

σ
√

2π
· e
−

(x− µ)2

2σ2 , (79)

kde −∞ < x < +∞, µ, σ jsou reálná č́ısla, σ > 0. Ř́ıkáme, že náhodná veličina X

má normálńı rozděleńı s parametry µ a σ2, což ve zkratce zapisujeme X ∼ N(µ, σ2).

Graf hustoty normálńıho rozděleńı je na obrázku 34.

Vid́ıme, že hustota normálńıho rozděleńı je symetrická kolem př́ımky x = µ, takže

plat́ı f(µ−y) = f(µ+y) a medián x(0.5) = µ. Hustota je největš́ı v bodě µ (modus je

roven µ) a od tohoto bodu na obě strany hustota rychle klesá. Tvar hustoty ukazuje,

že hodnoty bĺızké µ jsou velmi pravděpodobné, zat́ımco hodnoty od µ vzdálené

jsou málo pravděpodobné. Tuto funkci užil před dvěma stalet́ımi Gauss k popisu

rozděleńı chyb astronomických měřeńı. V pr̊uběhu let se toto rozděleńı ukázalo být

vhodným popisem i v mnoha daľśıch situaćıch a źıskalo zásadńı pozici v aplikaćıch

statistiky. Pro toto rozděleńı se začalo už́ıvat označeńı normálńı rozděleńı (někdy

také Gaussovo). Lze ukázat, že pro středńı hodnotu a rozptyl plat́ı EX = µ a

var(X) = σ2, tedy parametry tohoto rozděleńı znamenaj́ı středńı hodnotu a rozptyl.
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Obrázek 34: Graf hustoty normálńıho rozděleńı.

Má-li náhodná veličina X normálńı rozděleńı, X ∼ N(µ, σ2), potom náhodná veli-

čina Y = aX+b, a > 0, (ř́ıkáme, že veličina Y vznikne lineárńı transformaćı veličiny

X) má opět normálńı rozděleńı, avšak hodnoty parametr̊u jsou v d̊usledku lineárńı

transformace odlǐsné, totiž Y ∼ N(aµ+ b, a2σ2).

Zvoĺıme-li speciálně a = 1
σ
, b = −µ

σ
, pak náhodná veličina U = X−µ

σ
má rozděleńı

U ∼ N(0, 1).

Tomuto rozděleńı ř́ıkáme normované normálńı rozděleńı, náhodná veličina U vznikla

normováńım veličiny X, tj. takovou lineárńı transformaćı, aby EU = 0 a var(U) = 1.

Hustotu normovaného normálńıho rozděleńı můžeme vyjádřit po dosazeńı do (79)

jako

f(u) =
1√
2π
· e
−
u2

2 , −∞ < u < +∞ (80)

a distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı, pro kterou se vzhledem

k jej́ımu stěžejńımu postaveńı ve statistice už́ıvá zvláštńı symbol Φ, je pak

Φ(u) = P (U < u) =
1√
2π
·
∫ u

−∞
e
−
t2

2 dt, −∞ < u < +∞. (81)

Graf hustoty a distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı vid́ıme na ob-

rázćıch 35.

Distribučńı funkci normovaného normálńıho rozděleńı nelze vyjádřit aritmetickým

výrazem, který by umožňoval jednoduché vyhodnoceńı funkce Φ(u) v bodě u a nao-

pak z hodnoty funkce Φ(u) zjistit hodnotu argumentu u, jako to bylo možné u distri-

bučńı funkce rovnoměrného rozděleńı. U normovaného normálńıho rozděleńı je nutno
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Obrázek 35: Hustota a distribučńı funkce normálńıho rozděleńı.

tyto výpočty provádět numerickou integraćı. Pro ušetřeńı práce je však funkce Φ(u)

tabelována a tyto tabulky jsou součást́ı většiny statistických učebnic včetně těchto

skript. Kromě toho numerické postupy k vyhodnoceńı distribučńı funkce normo-

vaného normálńıho rozděleńı a také mnoha daľśıch rozděleńı jsou součást́ı běžných

programových prostředk̊u pro statistiku (Excel, NCSS atd.), a t́ım je jejich využ́ıváńı

usnadněno. Statistické tabulky pak nejsou potřeba.

Jak vid́ıme z obrázk̊u, hustota normovaného normálńıho rozděleńı je symetrická

vzhledem k ose µ = 0, takže plat́ı také

Φ(−u) = 1− Φ(u).

Pomoćı distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı Φ(u) můžeme vyjádřit

hodnoty distribučńı funkce normálńıho rozděleńı pro libovolné dovolené hodnoty

parametr̊u. Když X ∼ N(µ, σ2), pak pro distribučńı funkci náhodné veličiny X

plat́ı

F (x) = P (X < x) = P

(
X − µ
σ

<
x− µ
σ

)
= P

(
U <

x− µ
σ

)
= Φ

(
x− µ
σ

)
.

(82)

Tedy známe-li hodnoty parametr̊u µ a σ2, pak pro známou hodnotu x umı́me určit

hodnotu distribučńı funkce v bodě x.

Př́ıklad 3.21 Z dlouholetých antropometrických výzkumů je známo, že tělesná

výška dospělých muž̊u i žen má normálńı rozděleńı. Naš́ım úkolem je zjistit, jaká

je v dospělé mužské populaci relativńı četnost muž̊u menš́ıch než 170 cm, jestliže

známe parametry této populace µ = 175 cm a σ2 = 49 cm2. Podobné úlohy jsou

velmi užitečné např. pro ř́ızeńı výroby konfekce, navrhováńı nábytku atd.
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Řešeńım naš́ı úlohy je vlastně zjistit hodnotu distribučńı funkce rozděleńı X ∼
N(175, 49) v bodě 170.

F (170) = Φ

(
170− µ

σ

)
= Φ

(
−5

7

)
= 1− Φ

(
5

7

)
.

V tabulkách nalezneme Φ

(
5

7

)
= 0.762 a tedy F (170) = 0.238. V populaci je zhruba

24% muž̊u menš́ıch než 170 cm. Na obrázku 36 vid́ıme, jak lze odeč́ıst požadovanou

hodnotu pravděpodobnosti z grafu distribučńı funkce.
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Obrázek 36: Znázorněńı zastoupeńı muž̊u menš́ıch než 170 cm.

Pokud bychom využili funkci NORMSDIST v MS Excel, která vraćı hodnotu distri-

bučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı, tak zadáńım NORMSDIST(5/7) do-

staneme hodnotu 0.762475. Dokonce můžeme už́ıt funkci NORMDIST, která má čtyři

parametry. Prvńı je hodnota argumentu, pro který chceme určit hodnotu distri-

bučńı funkce, daľśı dva parametry jsou středńı hodnota a směrodatná odchylka (!!!)

normálńıho rozděleńı. Posledńı parametr je logická hodnota, pokud chceme źıskat

hodnotu distribučńı funkce, je potřeba zadat hodnotu tohoto parametru PRAVDA

nebo nenulové č́ıslo, jinak bychom dostali hustotu. Zadáńım NORMDIST(170; 175;

7; PRAVDA) dostaneme hodnotu distribučńı funkce v bodě 170, F (170) = 0.237525.

Př́ıklad 3.22 Pokud bychom chtěli znát relativńı zastoupeńı muž̊u z př́ıkladu 3.21

s výškou přes 178 centimetr̊u, budeme postupovat tak, že urč́ıme relativńı četnost

muž̊u do 178 cm a odečteme ji od 1.

P (X > 178) = 1− F (178) = 1− Φ

(
178− µ

σ

)
= 1− Φ

(
3

7

)
= 0.3341⇒ 33.4%.
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Časté jsou úlohy, kdy známe hodnotu distribučńı funkce F (x) normálńıho rozděleńı

N(µ, σ2) a hledáme hodnotu argumentu x. Z odst. 3.3 v́ıme, že hodnotě x(p), pro

kterou plat́ı F (x(p)) = p, se ř́ıká p-kvantil.

Z definice je zřejmé, že plat́ı F (x(p)) = p a také Φ(u(p)) = p, kde u(p) =
x(p)− µ

σ
.

Odtud pak x(p) = σu(p) + µ, což je návod, jak určit p-kvantil náhodné veličiny

X ∼ N(µ, σ2), známe-li hodnoty parametr̊u.

Př́ıklad 3.23 Pokud bychom chtěli nalézt p-kvantil rozděleńı z předchoźıho př́ı-

kladu pro p = 0.238, pak v tabulce 22 nalezneme u(0.762)
.
= 0.72, ze symet-

rie rozděleńı je u(0.238)
.
= −0.72 a po dosazeńı do x(p) = σu(p) + µ dostaneme

x(0.238) = 7 · (−0.72) + 175 = 169.96
.
= 170. V MS Excel funkce NORMINV s para-

metry p, µ, σ vrát́ı hodnotu př́ıslušného kvantilu, tedy NORMINV(0.238; 175; 7)

vrát́ı hodnotu 170.01.

3.5.3 Rozděleńı Ch́ı-kvadrát

Toto rozděleńı patř́ı mezi rozděleńı odvozená od normálně rozdělených náhodných

veličin. Taková rozděleńı se velmi často už́ıvaj́ı v úlohách induktivńı statistiky. Roz-

děleńı χ2 (čteme ch́ı-kvadrát) má náhodná veličina, která vznikne součtem druhých

mocnin nezávislých náhodných veličin normálně rozdělených.

Přesněji, necht’ U1, U2, . . . , Un jsou nezávislé náhodné veličiny a každá má rozděleńı

N(0, 1). Potom náhodná veličina X =
n∑
i=1

U2
i má rozděleńı χ2 s n stupni volnosti,

což zkráceně zapisujeme X ∼ χ2
n. Hodnota n je jediný parametr tohoto rozděleńı.

Středńı hodnota je EX = n, rozptyl je var(X) = 2n.

Hustota je graficky znázorněna na obrázku 37. Je zřejmé, že hustota rozděleńı χ2 pro

hodnoty x ≤ 0 je nulová. Distribučńı funkci podobně jako u normálńıho rozděleńı

nelze vyjádřit jednoduchým výrazem (ostatně i hustota je komplikovaný výraz),

proto je tabelována, podobně i kvantily rozděleńı χ2, viz tab. 23. V MS Excel pro

určeńı kvantil̊u rozděleńı χ2 můžeme už́ıt funkci CHIINV, jej́ı parametry jsou 1− p a

počet stupň̊u volnosti, takže např. zadáńım CHIINV(0.05; 1) dostaneme hodnotu

0.95-kvantilu rozděleńı χ2 = 3.84145.

S rostoućım n se rozděleńı χ2 bĺıž́ı normálńımu rozděleńı s parametry µ = n a

σ2 = 2n, χ2
n → N(n, 2n).

3.5.4 Studentovo t-rozděleńı

I toto rozděleńı patř́ı mezi rozděleńı odvozená od normálńıho rozděleńı. Když ná-

hodná veličina U má normované normálńı rozděleńı, U ∼ N(0, 1), náhodná veličina
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Obrázek 37: Graf hustoty rozděleńı Ch́ı-kvadrát.

X má rozděleńı χ2 s n stupni volnosti, X ∼ χ2
n a U a X jsou nezávislé náhodné

veličiny, potom náhodná veličina

T =
U√
X/n

má t-rozděleńı s n stupni volnosti, což ve zkratce zapisujeme T ∼ tn. Hodnota n je

jediný parametr tohoto rozděleńı. Toto rozděleńı se také někdy nazývá Studentovo

rozděleńı podle pseudonymu Student, kterým na začátku 20. stolet́ı podpisoval své

statistické práce chemik pivovaru Guiness v Dublinu William Sealy Gosset, jeden

ze zakladatel̊u aplikaćı induktivńı statistiky, a to v oblasti nesporně významné –

v zabezpečeńı kvality piva.

Pro n > 2 plat́ı, že středńı hodnota je ET = 0, rozptyl je var(T ) =
n

n− 2
.

S rostoućım n se t-rozděleńı bĺıž́ı normovanému normálńımu rozděleńı, tn → N(0, 1),

pro n > 30 je tvar obou rozděleńı prakticky shodný. Tvar grafu hustoty t rozděleńı

pro r̊uzné počty stupň̊u volnosti vid́ıme na obrázku 38.

Kvantily t–rozděleńı jsou tabelovány nebo je můžeme určit s pomoćı software. V MS

Excel funkce TINV s parametry 1 − 2p a počtem stupň̊u volnosti vraćı hodnotu p-

kvantilu, např. TINV(0.05; 25) vrát́ı hodnotu 2.0595.

3.5.5 Fisherovo-Snedecorovo F-rozděleńı

Necht’ Xm a Xn jsou nezávislé náhodné veličiny, které maj́ı rozděleńı Xm ∼ χ2
m a

Xn ∼ χ2
n. Potom náhodná veličina
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Obrázek 38: Graf hustoty Studentova rozděleńı.

Y =
Xm/m

Xn/n

má F -rozděleńı s m a n stupni volnosti, ve zkratce to zapisujeme Y ∼ Fm,n. Hodnoty

m a n jsou parametry rozděleńı, m je počet stupň̊u volnosti pro čitatele, n je počet

stupň̊u volnosti pro jmenovatele, na pořad́ı parametr̊u tvar rozděleńı pochopitelně

záviśı.

Pro n > 4 plat́ı EY =
n

n− 2
a var(Y ) =

2n2(m+ n− 2)

m(n− 2)2(n− 4)
.

Hustota F -rozděleńı je graficky zobrazena na obrázku 39.
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Obrázek 39: Graf hustoty Fisherova rozděleńı.
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Vzhledem k tomu, že náhodná veličina Y je pod́ılem veličin Xm/m a Xn/n, pro

kvantily F -rozděleńı plat́ı

Fm,n(p) =
1

Fm,n(1− p)

a dále také plat́ı

F1,n(p) = [tn(1− p/2)]2 = [tn(p/2)]2.

Vybrané kvantily F -rozděleńı jsou v tabulce 25. V MS Excel je poč́ıtá funkce FINV,

p-kvantil dostaneme při zadáńı parametr̊u 1− p, m, n, např. FINV(0.05; 10; 20)

vrát́ı hodnotu 2.347875, což je 0.95-kvantil.

3.5.6 Dvourozměrné normálńı rozděleńı

Náhodný vektor (X, Y ) má dvourozměrné normálńı rozděleńı s parametry

µ, ν, σ2, τ 2, ρ (kde σ2, τ 2 > 0, |ρ| < 1), jestliže má sdruženou hustotu

fXY (x, y) =
1

2πστ
√

1− ρ2
· e
−

1

1− ρ2
[(
x− µ
σ

)2 − 2ρ(x− µ)(y − ν)

στ
+ (

y − ν
τ

)2]

(83)

pro všechna reálná x a y. Př́ıklad takové sdružené hustoty pro parametry µ = 0, ν =

0, σ2 = 1, τ 2 = 1, ρ = 0 je na obrázku 40.

Obrázek 40: Graf sdružené hustoty dvourozměrného normálńıho rozděleńı µ =
0, ν = 0, σ2 = 1, τ 2 = 1, ρ = 0.
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Potom i marginálńı rozděleńı jsou normálńı,

X ∼ N(µ, σ2), Y ∼ N(ν, τ 2), EX = µ, EY = τ , var(X) = σ2, var(Y ) = τ 2.

Hodnota parametru ρ je rovna hodnotě korelačńıho koeficientu ρXY . Pro dvouroz-

měrné normálńı rozděleńı plat́ı, že je-li ρ = 0 (tedy náhodné veličiny X a Y jsou

nekorelované), pak jsou i nezávislé.

Shrnut́ı:

- Alternativńı rozděleńı, výpočet středńı hodnoty a rozptylu.

- Binomické rozděleńı, jeho pravděpodobnostńı funkce, středńı hodnota, rozptyl.

- Poissonovo rozděleńı.

- Rovnoměrné diskrétńı rozděleńı, jeho pravděpodobnostńı funkce, středńı hod-

nota, rozptyl.

- Parametry rozděleńı.

- Rovnoměrné spojité rozděleńı, vztah mezi hustotou a distribučńı funkćı.

- Normálńı rozděleńı, parametry, hustota, kvantily.

- Normované normálńı rozděleńı.

- Dvourozměrné normálńı rozděleńı, jeho parametry.

Kontrolńı otázky:

1. Bylo potřeba pro určeńı středńı hodnoty a rozptylu binomicky rozdělené ná-

hodné veličiny už́ıt jej́ı pravděpodobnostńı funkci?

2. Jaký je vztah distribučńı funkce a hustoty rovnoměrného spojitého rozděleńı?

3. Jaká je pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny, která má normované

normálńı rozděleńı, je v intervalu (−1, 0)?

4. Určete 0.975 kvantil normovaného normálńıho rozděleńı a stejný kvantil t-

rozděleńı s 5 a pak i 100 stupni volnosti. Porovnejte tyto hodnoty a zd̊uvodněte

jejich rozd́ıly.

Pojmy k zapamatováńı:

- binomické rozděleńı

- diskrétńı rovnoměrné rozděleńı
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- spojité rovnoměrné rozděleńı

- parametry rozděleńı

- normálńı rozděleńı, normované normálńı rozděleńı

- rozděleńı χ2, t-rozděleńı, F -rozděleńı

- stupeň volnosti
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3.6 O centrálńı limitńı větě

Pr̊uvodce studiem:

Tato část kapitoly o pravděpodobnosti vám zabere asi dvě až tři hodiny. Seznámı́te

se v ńı s centrálńı limitńı větou a pomůže vám pochopit, proč je normálńı rozděleńı

často ve statistice využ́ıváno jako vhodný model sledované reality.

Normálńı rozděleńı má pro své vlastnosti kĺıčový význam v mnoha aplikaćıch sta-

tistiky. Jak jsme již uvedli, má-li náhodná veličina X ∼ N(µ, σ2), potom náhodná

veličina Y = aX + b, a 6= 0, má opět normálńı rozděleńı, Y ∼ N(aµ + b, a2σ2).

V předchoźıch odstavćıch jsme viděli, že k normálńımu rozděleńı se pro velká n bĺıž́ı

rozděleńı χ2
n a t-rozděleńı. Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı normálńıho rozděleńı je to, že

součet konečného počtu nezávislých normálně rozdělených náhodných veličin má

opět normálńı rozděleńı.

Speciálně pro X1, X2, . . . , Xn nezávislých náhodných veličin se stejným rozděleńım

N(µ, σ2) plat́ı

a) E[
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn)] =

nµ

n
= µ,

b) var[
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn)] =

nσ2

n2
=
σ2

n
,

c) je-li
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn), pak Y ∼ N(µ,

σ2

n
).

K normálńımu rozděleńı se však přibližuje i součet nezávislých náhodných ve-

ličin z jakéhokoliv rozděleńı. Je to d̊usledek tzv. centrálńı limitńı věty. Jsou-li

X1, X2, . . . , Xn vzájemně nezávislé náhodné veličiny téhož (ale jinak libovolného

rozděleńı) se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2, pak pro každé reálné x plat́ı

lim
n→∞

P

[
1

σ
√
n

n∑
i=1

(Xi − µ) < x

]
= Φ(x).

Tzn., že pro dostatečně velké n se distribučńı funkce náhodné veličiny

Zn =

n∑
i=1

Xi − E(
n∑
i=1

Xi)√√√√var(
n∑
i=1

Xi)

=

n∑
i=1

Xi − nµ
√
nσ2

=

n∑
i=1

(Xi − µ)

σ
√
n

jen nepatrně lǐśı od distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı. Volně

řečeno, součet (a tedy i pr̊uměr) větš́ıho počtu nezávislých stejně rozdělených ná-

hodných veličin má přibližně normálńı rozděleńı.
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Př́ıklad 3.24 Tuto skutečnost ilustruje následuj́ıćı př́ıklad na obr. 41, ve kterém

jsou znázorněna empirická rozděleńı hodnot źıskaných z 1000 nezávislých realizaćı

náhodné veličiny Y =
1

n
(X1+X2+. . .+Xn), kdy náhodné veličinyXi, i = 1, 2, . . . , n

měly rovnoměrné spojité rozděleńı na intervalu 〈0, 1), a n bylo postupně rovno

3, 6, 12 a 24. Z histogramů na obrázku vid́ıme, že s rostoućım n se empirické

rozděleńı stále těsněji bĺıž́ı k normálńımu rozděleńı a také se zmenšuje rozptyl.

Obrázek 41: Rozděleńı výběrových pr̊uměr̊u z rovnoměrného rozděleńı pro r̊uzné
rozsahy výběru.

Centrálńı limitńı věta má také daľśı často prakticky využ́ıvanou formulaci - apro-

ximaci binomického rozděleńı normálńım rozděleńım. Když náhodná veličina Yn ∼
Bi(n, p), pak pro všechna reálná x

lim
n→∞

P

(
Yn − np√
np(1− p)

< x

)
= Φ(x).

Označ́ıme-li relativńı četnost úspěchu fn =
Yn
n

, pak po kráceńı zlomku v závorce

č́ıslem n dostaneme

lim
n→∞

P

(
fn − p√
p(1− p)/n

< x

)
= Φ(x),

takže pro dostatečně velké n distribučńı funkce náhodné veličiny

fn − p√
p(1− p)/n
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se jen nepatrně lǐśı od distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı.

Př́ıklad 3.25 V pr̊uzkumu volebńıch preferenćı dotazem na 900 náhodně vybra-

ných potenciálńıch volič̊u bylo zjǐstěno, že politickou stranu ABC by volilo 25%

dotazovaných volič̊u. Jaká je pravděpodobnost, že stranu ABC v celé populaci pre-

feruje alespoň 27% volič̊u?

Jde tedy o to, jaká je pravděpodobnost, že náhodná veličina fn ≥ 0.27 za předpo-

kladu, že p = 0.25.

Tuto pravděpodobnost lze zapsat jako

P (U ≥ fn − p√
p(1− p)/n

) = 1− Φ(
fn − p√
p(1− p)/n

) , kde U ∼ N(0, 1).

Spoč́ıtáme hodnotu argumentu distribučńı funkce

fn − p√
p(1− p)/n

=
0.27− 0.25√

0.25(1− 0.25)/900
=

0.02√
0.25(1− 0.25)/900

= 1.39

a v tabulkách nalezneme hodnotu distribučńı funkce normovaného normálńıho roz-

děleńı v tomto bodě, Φ(1.39) ∼= 0.92. Hledaná pravděpodobnost, že strana ABC

źıská ve volbách alespoň 27% hlas̊u, je 0.08.
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Shrnut́ı:

- Jsou-li X1, X2, . . . , Xn nezávislé náhodné veličiny se stejným rozděleńım,

středńı hodnotou µ a rozptylem σ2, pak plat́ı

E[
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn)] =

nσ2

n2
=
σ2

n
.

- Jsou-li X1, X2, . . . , Xn nezávislé náhodné veličiny se stejným normálńım roz-

děleńım se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2, pak i jejich pr̊uměr Y =
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn) má normálńı rozděleńı Y ∼ N(µ,

σ2

n
).

- Rozděleńı součtu a pr̊uměru X1, X2, . . . , Xn nezávislých náhodných veličin se

stejným rozděleńım se bĺıž́ı normálńımu rozděleńı.

- Pro velké hodnoty parametru n lze binomické rozděleńı aproximovat normál-

ńım rozděleńım.

Kontrolńı otázky:

1. Když z populace opakovaně vybereme n objekt̊u, jaké bude rozděleńı pr̊uměr̊u

těchto výběr̊u?

2. Jaké budou parametry normálńıho rozděleńı, který aproximujeme binomické

rozděleńı s parametry n a p?

Pojmy k zapamatováńı:

- rozděleńı součtu a pr̊uměru nezávislých veličin stejného rozděleńı

- centrálńı limitńı věta

- aproximace binomického rozděleńı normálńı rozděleńım

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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4 Statistická indukce

Pr̊uvodce studiem:

Prvńı část této kapitoly je věnována základńım pojmům induktivńı statistiky, pře-

devš́ım náhodnému výběru a daľśım souvisej́ıćım pojmům a vysvětĺıme si, co je to

statistický odhad. Studium této části vám zabere asi tři hodiny.

4.1 Základńı pojmy

Metody induktivńı statistiky (matematická statistika, statistická indukce) se už́ıvaj́ı

tam, kde chceme doj́ıt k nějakým tvrzeńım o populaci (vyslovit nějakou
”
obecnou

pravdu“), ale k dispozici máme data jen o části jedinc̊u této populace, tzv. výběr. In-

tuitivně je zřejmé (a matematicky dokazatelné, viz Havránek, 1993), že máme-li data

pouze o části populace, je vyjádřeńı
”
obecné pravdy“ o celé populaci zat́ıženo rizikem

nesprávného úsudku. Kdykoliv induktivńım uvažováńım zobecňujeme (generalizu-

jeme) zjǐstěńı z d́ılč́ıho pozorováńı na tvrzeńı o celku, vždy je toto tvrzeńı zat́ıženo

nejistotou, že může být nepravdivé. Ale na druhou stranu induktivńı uvažováńı je

nepostradatelným postupem v poznáváńı světa, ve kterém žijeme.

Př́ıklad 4.1 Můžeme uvést bezpočet př́ıklad̊u takových nesprávných nebo při-

nejmenš́ım zpochybnitelných závěr̊u źıskaných induktivńımi úsudky:

• Po zkušenostech z několika kontakt̊u s německými turisty uzavřeme:
”
(Všichni)

Němci jsou hlučńı a přehnaně sebevědomı́“.

• Z letmého porovnáńı několika českých a moravských vesnic, kterými proj́ıžd́ıme

na dovolené, usoud́ıme:
”
Moravané jsou pracovitěǰśı než Češi“.

Př́ıklad 4.2 Podobně povrchńım induktivńım úsudkem můžeme doj́ıt k závěr̊um

typu:

•
”
Slováci se rádi perou“,

•
”
Absolventi Ostravské university jsou horš́ı než absolventi University Karlovy“,

•
”
V Mad’arsku nejsou blondýnky“,

•
”
Češi jsou rasisté“,

•
”
Poláci uměj́ı jen kšeftovat“,

•
”
Dánové jsou opilci“,

•
”
Ženy jsou slabš́ı než muži“,
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•
”
Chlapi nic nevydrž́ı“,

•
”
Operačńı systém iOS je lepš́ı než Linux“,

•
”
Tablety zcela nahradily notebooky“,

Raději skonč́ıme s ukázkami povrchńıho a problematického induktivńıho usuzováńı,

možná několika uvedenými př́ıklady jsme se nepř́ıjemně dotkli kdekoho v širokém

okoĺı. Snad však tyto př́ıklady dostatečně zřetelně ukazuj́ı, že s povrchnost́ı v in-

duktivńım uvažováńı je nutno tvrdě bojovat a hledat takové postupy, které riziko

nesprávného úsudku minimalizuj́ı nebo alespoň snižuj́ı.

Jednou z takových cest sńıžeńı rizika chybného závěru induktivńıho úsudku jsou

metody induktivńı statistiky. Tyto metody se oṕıraj́ı o výsledky teorie pravděpo-

dobnosti. V mnoha situaćıch vědeckého zkoumáńı, řešeńı technických a ekonomic-

kých problémů či v mnoha daľśıch úlohách jsou tyto metody standardńımi postupy,

nebot’ právě ony minimalizuj́ı pravděpodobnost nesprávného úsudku.

K tomu, abychom metody induktivńı statistiky mohli použ́ıt a doj́ıt tak k co nej-

spolehlivěǰśım
”
obecným pravdám“ o populaci, je nutné, abychom měli k dispozici

pozorováńı o n jedinćıch (objektech) z této populace, při čemž těchto n jedinc̊u muśı

být z populace vybráno náhodně. Pak ř́ıkáme, že naše pozorováńı jsou realizaćı ná-

hodného výběru (angl. random sample). Jelikož v matematické statistice se většinou

o jiném než náhodném výběru neuvažuje, často se už́ıvá jen výběr (angl. sample).

Realizace náhodného výběru vznikne tak, že

• o zařazeńı jedince do výběru rozhoduje náhoda (nikoliv naše či ciźı v̊ule, rozmar

nebo záměr),

• každý jedinec z populace má stejnou pravděpodobnost zařazeńı do výběru.

Máme-li data, která jsou realizaćı takového náhodného výběru, pak můžeme v in-

duktivńım uvažováńı využ́ıt výsledky teorie pravděpodobnosti, tzn. kvantifikovat

riziko omylu, př́ıpadně vybrat metodu, která riziko omylu minimalizuje.

Náhodný výběr jedinc̊u z populace lze poř́ıdit postupem, který známe např́ıklad z lo-

sováńı Sportky. Do osud́ı vlož́ıme reprezentanta každého jedince z populace (v př́ı-

padě Sportky je to 49 stejných mı́čk̊u označených č́ısly 1 až 49, ty tvoř́ı tzv. oporu

výběru), zamı́cháme a vybereme n jedinc̊u (v př́ıpadě Sportky 6 + 1 mı́čk̊u), a ty

tvoř́ı náhodný výběr. Mechanismus výběru nemuśı být realizován fyzickým zař́ıze-

ńım, které můžeme několikrát měśıčně vidět na televizńı obrazovce, ale může být

simulován poč́ıtačem nebo vytvořen myšlenkově - poř́ıd́ıme seznam všech jedinc̊u po-

pulace (opora výběru) a jedince do náhodného výběru zařazujeme pomoćı tabulky

náhodných č́ısel - viz např. Likeš, 1978.
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Uvedený zp̊usob konstrukce náhodného výběru je možný jen u konečné populace,

kdy oporu výběru jsme schopni vytvořit. To neńı možné vždy, např. nejsme s to

utvořit oporu výběru populace mravenc̊u v České republice ani molekul v ovzduš́ı

Ostravského regionu. Ale i při výběrech z takových populaćı je nutné respektovat

uvedené požadavky, tj. o zařazeńı jedince do výběru muśı rozhodovat náhoda a každý

jedinec z populace muśı mı́t stejnou pravděpodobnost zařazeńı do výběru.

V mnoha výzkumech bývaj́ı tyto podmı́nky opomı́jeny a t́ım jsou pak znehodno-

ceny výsledky statistické analýzy. Tak např. pacienti jednoho zdravotńıho zař́ızeńı

nejsou náhodným výběrem z populace v dané lokalitě, nebot’ o zařazeńı do výběru

nerozhoduje náhoda, ale pacientova volba lékaře a daľśı nenáhodné vlivy, nav́ıc dlou-

hodobě zdrav́ı lidé v̊ubec nemaj́ı šanci se do výběru dostat. Podobně
”
náhodně od-

chyceńı“ lidé na ulici stěž́ı splňuj́ı podmı́nky náhodného výběru z městské populace.

Do takového výběru se nemohou dostat lidé, kteř́ı nevycházej́ı ven a volba mı́sta a

doby
”
odchytu“ ovlivňuje složeńı výběru, nebot’ zastoupeńı lid́ı v ulićıch je časově a

mı́stně závislé. Např. z
”
náhodného“ výběru poř́ızeného u vchodu do menzy v době

oběda bychom došli k závěru, že téměř všichni obyvatelé Ostravy maj́ı maturitu

a že naprostá většina jsou studenti. Rovněž stěž́ı lze považovat za náhodný výběr

z populace určitého druhu brouk̊u ty, které se podařilo chytit - možná ty zdatněǰśı

se chytit nepodařilo. Vzorek z vagónu uhĺı odebraný z povrchu neńı náhodný výběr,

nebot’ uvnitř může být kameńı a tomu jsme nedali šanci k zařazeńı do výběru.

Postup výběru analogický losováńı Sportky je vhodný pro situace, kdy počet jedinc̊u

v populaci je značně větš́ı než počet jedinc̊u ve výběru (tzv. rozsah výběru). Pokud

počet jedinc̊u v populaci neńı výrazně větš́ı než rozsah výběru, měl by být vyloso-

vaný jedinec vždy vrácen do osud́ı. O tomto postupu konstrukce náhodného výběru

ř́ıkáme, že je to výběr s vraceńım.

Existuje ještě jeden zp̊usob výběru jedinc̊u z populace, kterým lze źıskat náhodný

výběr. Je to tzv. stratifikovaný výběr. Ten můžeme použ́ıt tehdy, kdy známe relativńı

četnosti jednotlivých vrstev v populaci, např. četnosti věkových kategoríı, sociálńıch

úrovńı apod. Pak můžeme poř́ıdit tolik opor výběru, kolik je vrstev v populaci a

z každé vrstvy poř́ıd́ıme náhodný výběr takového rozsahu, aby relativńı četnost

jedinc̊u z každé vrstvy stratifikovaného výběru odpov́ıdala relativńı četnosti vrstvy

v populaci. Stratifikovaný výběr je tedy sjednoceńım náhodných výběr̊u ze všech

vrstev populace a rozsahy těchto výběr̊u jsou určeny relativńı četnost́ı jednotlivých

vrstev v populaci.

Necht’ tedy máme náhodně vybráno n jedinc̊u z populace a na každém jedinci zjǐst’u-

jeme hodnotu jedné veličiny (znaku). Naměřené hodnoty tohoto znaku (odpov́ıdaj́ı

jednomu sloupci v datové matici, viz kap. 1) jsou realizaćı náhodného výběru.

Z pohledu matematické statistiky je náhodný výběr abstraktńı pojem, který dovo-

luje zobecnit tvrzeńı o všech možných jeho realizaćıch. Náhodný výběr je vektor o n
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složkách (X1, X2, . . . , Xn), kde složky tohoto vektoru jsou nezávislé náhodné veli-

činy s identickým (tj. naprosto stejným) rozděleńım. V anglické literatuře se už́ıvá

označeńı i.i.d. sample, kde zkratka i.i.d znamená independent identically distributed.

Náhodný výběr v matematické statistice je tedy abstrakce výběru jedinc̊u z fyzicky

existuj́ıćı populace a měřeńı hodnot jedné veličiny na těchto jedinćıch.

Př́ıklad 4.3 Z dospělé mužské populace obyvatel Ostravy vybereme ná-

hodně n muž̊u a změř́ıme jejich výšku v centimetrech. Źıskáme hodnoty

176, 168, 191, 179, . . .. Na tyto hodnoty pohĺıž́ıme tak, že jsou to hodnoty nezá-

vislých náhodných veličin téhož rozděleńı. Necht’ toto rozděleńı má středńı hodnotu

µ a rozptyl σ2. Pozorované hodnoty jsou výsledkem náhody, ale tato náhoda se

ř́ıd́ı daným rozděleńım pravděpodobnosti, pozorované hodnoty jsou rozházeny okolo

středńı hodnoty. Pozorovanou hodnotu náhodné veličiny Xi (výsledek měřeńı na

i-tém jedinci) můžeme vyjádřit jako Xi = µ + εi, kde µ je středńı hodnota a εi

je náhodná složka, jej́ıž rozděleńı je totožné pro všechny jedince výběru, tj. pro

i = 1, 2, . . . , n.

Z pozorovaných hodnot výběru (sloupec datové matice, realizace abstraktńıho ná-

hodného výběru) můžeme poč́ıtat r̊uzné výběrové charakteristiky podle formuĺı, se

kterými jsme se seznámili už v kapitole o deskriptivńı statistice.

Výběrovým charakteristikám, které můžeme takto spoč́ıtat, se ř́ıká statistiky.

Obecně můžeme statistiku T vyjádřit jako funkci náhodného výběru, tedy T =

T (X1, X2, . . . , Xn). T́ım máme statistiku vyjádřenou obecněji a můžeme se pak i

obecněji vyslovit o jej́ıch vlastnostech.

Př́ıklad 4.4 Př́ıklady statistik jsou

• výběrový pr̊uměr X =
1

n

n∑
i=1

Xi,

• výběrový rozptyl s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Jelikož statistiky jsou funkcemi náhodných veličin X1, X2, . . . , Xn, jsou i statis-

tiky náhodnými veličinami, které maj́ı nějaké pravděpodobnostńı rozděleńı, středńı

hodnotu, rozptyl atd. Pravděpodobnostńı rozděleńı statistik se nazývaj́ı výběrová

rozděleńı.
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Předpokládejme, že všechny náhodné veličiny ve výběru maj́ı středńı hodnotu µ a

rozptyl σ2. Pak pro středńı hodnotu výběrového pr̊uměru plat́ı

E(X) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
n

n
µ = µ, (84)

tedy vid́ıme, že středńı hodnota výběrového pr̊uměru je rovna středńı hodnotě roz-

děleńı populace.

Podobně pro rozptyl výběrového pr̊uměru snadno ukážeme

var(X) = var

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

var(Xi) =
1

n2
nσ2 =

σ2

n
. (85)

Vid́ıme, že rozptyl výběrového pr̊uměru se zmenšuje s rostoućım rozsahem výběru.

Mnoho metod matematické statistiky bylo navrženo a použ́ıvá se pro analýzu výběr̊u

z normálně rozdělené populace N(µ, σ2). Proto uvedeme rozděleńı některých výbě-

rových charakteristik výběr̊u z normálńıho rozděleńı. Výběrový pr̊uměr z normálńıho

rozděleńı N(µ, σ2) má opět normálńı rozděleńı X ∼ N(µ, σ2/n). Pak standardizo-

vaná náhodná veličina U =
X − µ
σ/
√
n

má normované normálńı rozděleńı N(0, 1).

Dále lze ukázat (viz např. Anděl, 1978), že

(n− 1)s2

σ2
=

n∑
i=1

(Xi −X)

σ2
∼ χ2

n−1, (86)

T =
X − µ
s/
√
n
∼ tn−1. (87)

Vid́ıme, že veličiny U a T jsou definovány podobně, pouze na rozd́ıl od veličiny

U , která má ve jmenovateli populačńı směrodatnou odchylku σ (v aplikaćıch jej́ı

hodnotu zpravidla neznáme), má veličina T ve jmenovateli výběrovou směrodatnou

odchylku s. To je sice náhodná veličina, ale jej́ı hodnotu umı́me spoč́ıtat z výběru.

Daľśımi ve statistice často už́ıvanými výběrovými rozděleńımi jsou rozděleńı ná-

hodných veličin, ve kterých vystupuje rozd́ıl dvou výběrových pr̊uměr̊u. Předpo-

kládejme, že máme dva nezávislé výběry (nemaj́ı žádné jedince, kteř́ı jsou v obou

výběrech) o rozsahu n1, resp. n2, ze dvou normálně rozdělených populaćı, prvńı

populace má rozděleńı N(µ1, σ
2
1), druhá N(µ2, σ

2
2). Pak výběrové pr̊uměry maj́ı

rozděleńı

X1 ∼ N

(
µ1,

σ2
1

n1

)
, X2 ∼ N

(
µ2,

σ2
2

n2

)
.
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Potom i rozd́ıl těchto pr̊uměr̊u má opět normálńı rozděleńı

X1 −X2 ∼ N

(
µ1 − µ2,

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

)
. (88)

Po standardizaci standardizovaná náhodná veličina U má normované normálńı roz-

děleńı:

U =
X1 −X2 − (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1). (89)

V aplikaćıch však většinou neznáme hodnoty parametr̊u σ2
1, σ

2
2. Pak lze využ́ıt toho,

že plat́ı (viz např. Anděl, 1978)

(n1 − 1)s21
σ2
1

+
(n2 − 1)s22

σ2
2

∼ χ2
n1+n2−2. (90)

Pokud neznámé parametry σ2
1, σ

2
2 můžeme považovat za shodné, tedy σ2

1, σ
2
2 = σ2

(rozptyl v obou populaćıch je shodný), pak náhodná veličina

T =
X1 −X2 − (µ1 − µ2)√

(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22
n1 + n2 − 2

(
1

n1

+
1

n2

) ∼ tn1+n2−2. (91)

tedy má Studentovo t-rozděleńı s n1 + n2 − 2 stupni volnosti. Tato statistika má

kĺıčový význam v mnoha aplikaćıch.

Po tomto seznámeńı se základńımi pojmy můžeme ř́ıci, že základńımi úkoly induk-

tivńı statistiky jsou:

• odhady parametr̊u rozděleńı populace,

• testy hypotéz o parametrech rozděleńı populace.

Oba tyto typy základńıch úloh matematické statistiky vysvětĺıme podrobněji v ná-

sleduj́ıćıch odstavćıch.

4.2 Statistický odhad

Ćılem statistického odhadu je zjistit z výběru charakteristiky rozděleńı, př́ıpadně

parametry rozděleńı populace. Je to jedna z úloh statistické indukce, kdy z informaćı

o části populace chceme dospět k tvrzeńı, které se týká celé populace. Vı́me, že zde

existuje riziko nesprávného úsudku a úkolem matematické statistiky je toto riziko

minimalizovat nebo alespoň poskytnout informace o jeho velikosti.

Pod́ıvejme se nejdř́ıve na zdánlivě odtažitý př́ıklad - terče s výsledky tř́ı střelc̊u:
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a) velký rozptyl

kolem st edu

b) malý rozptyl,

vychýlená muška

c) dobrý st elec

Všichni tři se snažili trefit střed terče, z r̊uzných d̊uvod̊u (v́ıtr, třes ruky, špatný ná-

stroj) se jim to nepodařilo. Přesto snadno usoud́ıme, že nejlepš́ıho výsledku dosáhl

střelec (c), který má malý rozptyl a nevychýlenou mušku. Při statistickém odhadu

jsme v situaci velmi podobné střelc̊um. Rádi bychom z výběrových dat
”
trefili“ ne-

známou hodnotu populačńı charakteristiky. Je jasné, že se budeme snažit už́ıt takový

nástroj a postup, který bude dávat výsledky podobné střelci (c), totiž už́ıvat me-

tody odhadu, které
”
mı́̌ŕı na střed“ a maj́ı co nejmenš́ı rozptyl. Nyńı se pokuśıme

tyto pojmy vyjádřit přesněji.

4.2.1 Bodové odhady

Necht’ náhodná veličina X má hustotu f(x, θ1, . . . , θp). Ř́ıkáme, že θ = θ1, . . . , θp

je vektor parametr̊u (bod v p-rozměrném prostoru). θ ∈ Ω, pak Ω je parametrický

prostor.

Funkćı f(x, θ) je specifikován systém rozděleńı, třeba systém všech normálńıch

rozděleńıN(µ, σ2) s r̊uznými hodnotami parametr̊u µ, σ2. Každému θ ∈ Ω odpov́ıdá

jedno rozděleńı z tohoto systému. Úkolem bodového odhadu je nalézt co nejlépe

hodnotu vektoru parametr̊u θ, tzn. nalézt hodnoty jednotlivých složek θ1, . . . , θp.

O složce tohoto vektoru budeme v daľśım textu mluvit jako o parametru a budeme

ji označovat θ, tj. bez indexu.

Hodnotu θ budeme odhadovat nějakou statistikou T = T (X1, X2, . . . , Xn), spoč́ıta-

nou z výběrových hodnot.

Ř́ıkáme, že statistika T je nestranný (nevychýlený) odhad parametru θ, když plat́ı

E(T ) = θ, tj. středńı hodnota odhadu je rovna odhadovanému parametru.

Př́ıklad 4.5 Předpokládejme, že všechny náhodné veličiny ve výběru maj́ı středńı

hodnotu µ. Pak pro středńı hodnotu výběrového pr̊uměru plat́ı

E(X) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
n

n
µ = µ.
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Výběrový pr̊uměr je nestranným odhadem středńı hodnoty populace.

Př́ıklad 4.6 V tomto př́ıkladu ukážeme, že výběrový rozptyl

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

je nestranným odhadem populačńıho rozptylu σ2. T́ım bude vysvětleno, proč ve

jmenovateli výrazu pro výpočet s2 je n−1, viz odst. 2.3. Předpokládejme, že všechny

náhodné veličiny ve výběru maj́ı středńı hodnotu µ a rozptyl σ2.

E(s2) =
1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(Xi −X)2

]
=

1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(Xi − µ+ µ−X)2

]
=

=
1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(
(Xi − µ)− (X − µ)

)2]
=

=
1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(
(Xi − µ)2 − 2(Xi − µ)(X − µ) + (X − µ)2

)]
=

=
1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2(X − µ)
n∑
i=1

(Xi − µ) +
n∑
i=1

(X − µ)2

]
=

=
1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2(X − µ)n(X − µ) + n(X − µ)2

]
=

=
1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(Xi − µ)2 − n(X − µ)2

]
=

=
1

n− 1
E
[
nσ2 − nE(X − µ)2

]
=

1

n− 1
E

[
nσ2 − nσ

2

n

]
=
σ2(n− 1)

n− 1
= σ2

Jestliže Tn je statistika z výběru s rozsahem n, pak odhad je asymptoticky nestranný,

když plat́ı lim
n→∞

E(Tn) = θ, tzn. s rostoućım výběrem je středńı hodnota odhadu

přibližuje odhadovanému parametru. Ukázali jsme, že σ2 je nestranný odhad. Pokud

populačńı rozptyl σ2 odhadujeme druhým vyběrovým centrálńım momentem (ve

jmenovateli n)

M2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 =
n− 1

n
s2,

pak tento odhad neńı nestranný (je vychýlený), nebot’ jeho středńı hodnota

E(M2) =
n− 1

n
E(s2) =

n− 1

n
σ2

se nerovná hodnotě odhadovaného parametru σ2. Je však asymptoticky nestranný,

nebot’
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lim
n→∞

E(M2) = lim
n→∞

[
n− 1

n
E(s2)

]
= lim

n→∞

(
n− 1

n
σ2

)
= σ2.

Odhad je konzistentńı, když pro něj plat́ı

lim
n→∞

P (|Tn − θ| < ε) = 1, ε > 0,

tzn., že s rostoućım rozsahem výběru roste pravděpodobnost, že hodnota statistiky

Tn se nalézá v bĺızkosti hodnoty parametru.

Vydatný (eficientńı, nejlepš́ı) odhad je ten odhad, který má nejmenš́ı rozptyl. Nej-

lepš́ı nestranný odhad je takový odhad T , který má nejmenš́ı rozptyl, tj. pro který

plat́ı: Necht’ T, T ′ jsou nestranné odhady a pro každé T ′ plat́ı, var(T ) ≤ var(T ′),

pak T je nejlepš́ı nestranný odhad.

V matematické statistice se metody odhadu děĺı do dvou skupin - momentová me-

toda a metoda maximálńı věrohodnosti. S principy těchto metod se lze seznámit

např. v knize Cyhelský et al. (1996), kde jsou tyto metody vysvětleny př́ıstupnou

formou. Odhady źıskané metodou maximálńı věrohodnosti, tzv. ML-odhady, maj́ı

řadu dobrých vlastnost́ı, např. jsou konzistentńı, asymptoticky nestranné a asympto-

ticky vydatné. Metoda maximálńı věrohodnosti je využ́ıvána v mnoha statistických

programech v odhadu parametr̊u statistických model̊u.

4.2.2 Intervalové odhady

Úkolem intervalového odhadu je určit interval [θ1, θ2], v němž lež́ı odhadovaný

parametr θ se zadanou pravděpodobnost́ı (1− α). Dvojici hodnot θ1, θ2 nazýváme

intervalovým odhadem (mezemi spolehlivosti) a interval [θ1, θ2] pak 100(1 − α)-

procentńım intervalem spolehlivosti, jestliže plat́ı

P (θ1 ≤ θ ≤ θ2) = 1− α. (92)

Př́ıklad 4.7 Ukážeme si nyńı postup při intervalovém odhadu parametr̊u nor-

málńıho rozděleńı. Z kapitoly 4.1 v́ıme, že výběrový pr̊uměr z normálně rozdělené

populace N(µ, σ2) má rozděleńı X ∼ N(µ, σ2/n). Po standardizaci dostaneme

náhodnou veličinu s normovaným normálńım rozděleńım:
X − µ
σ/
√
n
∼ N(0, 1).

Jak ukazuje obrázek 42, plat́ı P

(
u(α/2) ≤ X − µ

σ/
√
n
≤ u(1− α/2)

)
= 1− α.
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Obrázek 42: Intervalový odhad parametru středńı hodnoty.

Pravděpodobnost (1− α) je přesně ta hodnota, kterou požaduje rov. (92) definuj́ıćı

intervalový odhad. Proto postupnými úpravami výrazu v závorce jej převedeme na

tvar odpov́ıdaj́ıćı rov. (92).

P

(
u(α/2) · σ√

n
≤ X − µ ≤ u(1− α/2) · σ√

n

)
= 1− α,

P

(
−X + u(α/2) · σ√

n
≤ −µ ≤ −X + u(1− α/2) · σ√

n

)
= 1− α.

Jelikož normované normálńı rozděleńı je symetrické kolem nulové středńı hodnoty,

plat́ı u(α/2) = −u(1 − α/2), takže po dosazeńı a vynásobeńı nerovnost́ı hodnotou

−1 dostaneme

P

(
X − u(1− α/2) · σ√

n
≤ µ ≤ X + u(1− α/2) · σ√

n

)
= 1− α. (93)

Je dobré upozornit, že při změně znamének v nerovnici se měńı všechny nerovnosti,

proto se v tomto př́ıpadě vyměńı pravá a levá strana nerovnosti.

Tvar rov. (93) odpov́ıdá tvaru definice (92), takže interval[
X − u(1− α/2) · σ√

n
, X + u(1− α/2) · σ√

n

]
(94)

je dvoustranným 100(1−α)-procentńım intervalem spolehlivosti pro parametr µ, tj.

středńı hodnotu normálńıho rozděleńı. Pokud bychom znali hodnotu druhého para-

metru σ2, mohli bychom meze spolehlivosti pro zvolené α spoč́ıtat z výběrových dat.

V praktických úlohách však většinou hodnotu tohoto parametru σ2 neznáme a mu-
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śıme ji odhadovat výběrovým rozptylem. Pak zcela analogickým postupem dojdeme

ke dvoustrannému 100(1− α)-procentńımu intervalu spolehlivosti pro parametr µ[
X − tn−1(1− α/2) · s√

n
, X + tn−1(1− α/2) · s√

n

]
, (95)

kde s je výběrová směrodatná odchylka a tn−1(1−α/2) je kvantil t-rozděleńı s n− 1

stupni volnosti.

Podobně jako jsme zavedli dvoustranný interval spolehlivosti, mohli bychom i zavést

jednostranné intervaly spolehlivosti:

Levým jednostranným 100(1− α)-procentńım intervalem spolehlivosti pro parametr

µ: (
−∞, X + tn−1(1− α/2) · s√

n

]
. (96)

Pravým jednostranným 100(1−α)-procentńım intervalem spolehlivosti pro parametr

µ: [
S − tn−1(1− α/2) · s√

n
, +∞

)
. (97)

Při odvozeńı dvoustranného intervalu spolehlivosti pro parametr σ2 normálńıho roz-

děleńı vyjdeme z toho, že

(n− 1)s2

σ2
∼ χ2

n−1, viz kapitola 4.1, rov. (90).

Pak plat́ı, že

P

(
χ2
n−1(α/2) ≤ (n− 1)s2

σ2
≤ χ2

n−1(1− α/2)

)
= 1− α.

Po úpravě pak dostaneme

P

(
(n− 1)s2

χ2
n−1(1− α/2)

≤ σ2 ≤ (n− 1)s2

χ2
n−1(α/2)

)
= 1− α,

a interval [
(n− 1)s2

χ2
n−1(1− α/2)

,
(n− 1)s2

χ2
n−1(α/2)

]
. (98)

je dvoustranným 100(1−α)-procentńım intervalem spolehlivosti pro parametr σ2, tj.

pro rozptyl normálńıho rozděleńı.

Př́ıklad 4.8 Předpokládejme, že populace má normálńı rozděleńı s neznámými

parametry µ a σ2, zkráceně zapsáno N(µ, σ2). Z výběru o rozsahu 26 jsme spo-

četli pr̊uměr 105 a výběrový rozptyl 25. Naš́ım úkolem je určit oboustranné 95%-ńı

intervaly spolehlivosti pro parametry µ a σ2.
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Interval spolehlivosti pro parametr µ urč́ıme dosazeńım do (95), př́ıslušnou hod-

notu kvantilu t25(0.975) = 2.06 nalezneme v tabulce 24, takže oboustranný 95%-ńı

interval spolehlivosti pro parametr µ je[
105− 2.06

5√
26
, 105 + 2.06

5√
26

]
, po vyč́ısleńı pak přibližně [103.0, 107.0].

Oboustranný 95%-ńı interval spolehlivosti pro parametr σ2 urč́ıme dosazeńım

do (97), potřebné hodnoty kvantil̊u nalezneme v tabulce 23, χ2
25(0.025) = 13.12,

χ2
25(0.975) = 40.65. Tedy oboustranný interval spolehlivosti je[

25.25

40.64
,

25.25

13.12

]
, po vyč́ısleńı je tento interval přibližně [15.4, 47.6].

Vztah (93) lze využ́ıt pro výběry velkého rozsahu i v situaci, kdy parametr σ2 ne-

známe. Z kapitoly 3.6 o centrálńı limitńı větě v́ıme, že pr̊uměr větš́ıho počtu nezá-

vislých stejně rozdělených náhodných veličin má přibližně normálńı rozděleńı a že

veličina

fn − p√
p(1− p)/n

má přibližně normované normálńı rozděleńı N(0, 1), statistika fn znamená relativńı

četnost hodnot 1 ve výběru o rozsahu n z populace, která má alternativńı rozděleńı

s parametrem p. Pro velké výběry tedy z rov. (93) přibližně plat́ı, že

P

(
fn − u(1− α/2)

√
p(1− p)

n
≤ p ≤ fn + u(1− α/2)

√
p(1− p)

n

)
= 1− α. (99)

Nestranným odhadem rozptylu
p(1− p)

n
je
fn(1− fn)

n− 1
a tedy dvoustranný 100(1−

α)-procentńı interval spolehlivosti pro parametr p je[
fn − u(1− α/2)

√
fn(1− fn)

n− 1
, fn + u(1− α/2)

√
fn(1− fn)

n− 1

]
. (100)

Př́ıklad 4.9 V pr̊uzkumu volebńıch preferenćı dotazem na 900 náhodně vybraných

potenciálńı volič̊u bylo zjǐstěno, že politickou stranu ABC by volilo 25% dotazova-

ných volič̊u. Určete oboustranný 95%-ńı interval spolehlivosti pro parametr p, tj.

voličskou preferenci této strany v populaci.

Kvantil normovaného normálńıho rozděleńı u(0.975) = 1.96. Dosazeńım do (100)

źıskáme
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[
0.25− 1.96

√
0.25(1− 0.25)

899
, 0.25 + 1.96

√
0.25(1− 0.25)

899

]
,

což po vyč́ısleńı dá 〈0.222; 0.278〉. V tomto intervalu lež́ı parametr p s pravděpo-

dobnost́ı 0.95.

Shrnut́ı:

- Náhodný výběr jedinc̊u y populace se realizuje tak, že o zařazeńı jedince do vý-

běru rozhoduje náhoda a každý jedinec z populace má stejnou pravděpodobnost

zařazeńı do výběru.

- V matematické statistice je náhodný výběr náhodný vektor o n složkách

(X1, X2, . . . , Xn), kde složky tohoto vektoru jsou nezávislé náhodné veličiny

s identickým rozděleńım.

- Statistiku T můžeme vyjádřit jako funkci náhodného výběru, tedy T =

T (X1, X2, . . . , Xn).

- Statistika je náhodná veličina.

- Rozděleńı statistik nazýváme výběrovými rozděleńımi.

- Úkolem bodového odhadu je nalézt co nejlépe hodnotu parametru θ, tuto

hodnotu odhadujeme nějakou statistikou T = T (X1, X2, . . . , Xn), spoč́ıtanou

z výběrových hodnot.

- Úkolem intervalového odhadu je určit interval 〈θ1, θ2〉, v němž lež́ı odhadovaný

parametr θ se zadanou pravděpodobnost́ı (1− α), hodnota (1− α) se nazývá

stupeň spolehlivosti.

Kontrolńı otázky:

1. Co je náhodný výběr v matematické statistice?

2. Co je to statistika? Je to deterministická nebo náhodná veličina?

3. Jaké je rozděleńı výběrových pr̊uměr̊u z normálńıho rozděleńı? Jaké má para-

metry?

4. Co znamená, že bodový odhad je nestranný? Proč při výpočtu výběrového

rozptylu se ve jmenovateli už́ıvá výraz (n− 1)?

5. Kdy je odhad asymptoticky nestranný?

6. Co plat́ı o konsistentńım odhadu?

7. Co je to nejlepš́ı nestranný odhad?

8. Co nám ř́ıká intervalový odhad?
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Pojmy k zapamatováńı:

- náhodný výběr

- statistický odhad

- bodové odhady parametr̊u

- nestranný odhad, konsistentńı odhad, nejlepš́ı nestranný odhad

- intervalový odhad, interval spolehlivosti
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4.3 Testováńı hypotéz

Pr̊uvodce studiem:

Následuj́ıćı část této kapitoly je věnována základ̊um testováńı statistických hypotéz.

Studium této části vám zabere asi tři až čtyři hodiny.

V mnoha aplikaćıch statistiky se už́ıvá postup, kterému se ř́ıká statistické testo-

váńı hypotéz. Základńı myšlenku se pokuśıme vysvětlit na poměrně jednoduchém

př́ıkladu. Nejčastěji testovanými hypotézami jsou hypotézy o parametru rozděleńı

populace. Uvažujme tedy př́ıklad, jehož realizaci si dovedeme snadno představit. Na-

š́ım úkolem je posoudit (ve statistice se ř́ıká testovat) hypotézu, že středńı hodnota

tělesné výšky student̊u-muž̊u z Ostravské university je 175cm. Asi vás napadá, že

nejjednodušš́ı by bylo všechny tyto studenty změřit, vypoč́ıtat pr̊uměr a porovnat

vypočtený pr̊uměr s hypotetickou hodnotou 175cm a jsme s úlohou hotovi. Vystačili

bychom s jednoduchými postupy popisné statistiky a žádným testováńım hypotéz

se nemuśıme zatěžovat. Bohužel ne vždy je takové jednoduché řešeńı přijatelné. I ve

výše uvedené situaci bychom se asi těžko rozhodovali, kdyby populačńı pr̊uměr vy-

šel velmi bĺızko hodnotě 175cm, řekněme 175.01cm. Tato hodnota je sice r̊uzná od

175cm, ale je tento rozd́ıl podstatný? V jiných úlohách zkoumaná populace může

být početněǰśı než těch zhruba 3000 student̊u-muž̊u na OU, takže změřit všechny

jedince je nemožné. Zkrátka řečeno, často jsou k dispozici data jen o výběru jedinc̊u

z populace, nikoliv o celé populaci. Pak použit́ı metod statistické indukce je nezbytné

a testováńı hypotéz se nevyhneme.

Př́ıklad 4.10 Vrat’me se k uvedenému př́ıkladu. Tělesná výška dospělé mužské

populace je spojitá náhodná veličina. Ze zkušenosti několika generaćı badatel̊u v́ıme,

že tělesná výška má normálńı rozděleńı, N(µ, σ2). Pokud bychom tuto zkušenost

předchoźıch generaćı neměli, museli bychom tvar rozděleńı zjǐst’ovat sami studiem

empirických rozděleńı mnoha výběr̊u nebo na tvar rozděleńı usoudit ze zákonitost́ı

procesu vytvářej́ıćıho data.

Předpokládejme, že jsme poř́ıdili náhodný výběr n jedinc̊u ze sledované populace

a změřili jejich výšku. Jak v́ıme, na náhodný výběr pohĺıž́ıme ve statistice jako na

vektor (X1, X2, . . . , Xn) nezávislých náhodných veličin stejného rozděleńı, v našem

př́ıpadě Xi ∼ (µ, σ2), i = 1, 2, . . . , n. Problém ovšem je v tom, že hodnoty pa-

rametr̊u µ, σ2 neznáme. Kdybychom je znali, nepotřebujeme žádná výběrová data,

protože pravděpodobnostńı rozděleńı populace včetně parametr̊u (charakteristik po-

pulace) by bylo známo a žádná data bychom nepotřebovali.
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My však můžeme spoč́ıtat jen hodnoty charakteristik výběrových, např. výběrový

pr̊uměr

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

a výběrový rozptyl

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Z kapitol 4.1 a 4.2 už v́ıme, že výběrový pr̊uměr má normálńı rozděleńı, X ∼

N(µ, σ2/n) a normovaná náhodná veličina
X − µ
σ/
√
n
∼ N(0, 1). Kdybychom hodnotu

parametru σ2 znali a o hodnotě µ předpokládali, že je rovna 175, uměli bychom

hodnotu této náhodné veličiny vyč́ıslit. Jelikož σ2 neznáme, muśıme jej odhadnout

výběrovým rozptylem s2. Pak náhodná veličina T má t-rozděleńı

T =
X − µ
s/
√
n
∼ tn−1. (101)

Tato náhodná veličina je vyjádřena jen pomoćı výběrových statistik (X, s), rozsahu

výběru n a parametru µ, o jehož hodnotě máme testovat nějaké tvrzeńı, tzv. nulovou

hypotézu, H0, v našem př́ıpadě hypotézu

H0 : µ = 175cm

proti tzv. alternativńı hypotéze nebo krátce alternativě H1, v našem př́ıpadě

H1 : µ 6= 175cm.

Pokud tvrzeńı formulované nulovou hypotézou H0 je pravdivé, v našem př́ıkladu

µ = 175cm, pak pro rozděleńı náhodné veličiny, kterou źıskáme dosazeńım této

hodnoty do (101), plat́ı

X − 175

s/
√
n
∼ tn−1.

Této náhodné veličině ř́ıkáme testová statistika (testové kriterium), nebot’ ji můžeme

už́ıt k testu hypotézy H0.

Testem hypotézy rozhodujeme mezi přijet́ım či odmı́tnut́ım tvrzeńı formulovaného

nulovou hypotézou H0. Je to situace podobná rozhodováńı soudu, který rozhoduje

o nevině či vině obžalovaného. Rozhodováńı je zat́ıženo rizikem nesprávného roz-

hodnut́ı, soud může odsoudit nevinného (justičńı omyl) nebo propustit vińıka bez
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potrestáńı, pokud se jeho vinu nepodařilo prokázat. Na rozd́ıl od soudu lze však

pravděpodobnost neoprávněného zamı́tnut́ı nulové hypotézy H0 předem stanovit,

nebot’ známe rozděleńı testové statistiky. Tato pravděpodobnost se nazývá hladina

významnosti testu a většinou se označuje symbolem α.

Za platnosti nulové hypotézy má testová statistika t-rozděleńı s n−1 stupni volnosti

a může teoreticky nabývat jakoukoliv reálnou hodnotu, tj. (−∞, +∞).

−3 −2 −1 0 1 2 3
0
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0.15

0.2
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0.35

0.4

t

f(
t)

Otázkou je, kdy nulovou hypotézu zamı́tnout. Intuitivně je zřejmé, že zamı́tnout H0

můžeme tehdy, když X se bude podstatně lǐsit od hodnoty předpokládané v nulové

hypotéze, v našem př́ıkladu od 175. Přitom chceme, aby pravděpodobnost chybného,

nesprávného zamı́tnut́ı byla rovna hladině významnosti testu α. Z obrázku je vidět,

že zamı́tnout H0 můžeme, když absolutńı hodnota rozd́ılu X−175 je velká, přesněji

vyjádřeno, když pro hodnotu testového kritéria plat́ı∣∣∣∣X − 175

s/
√
n

∣∣∣∣ ≥ tn−1(1− α/2).

Tzn., že H0 zamı́tneme, když hodnota testového kritéria je z množiny W ,

W ≡ (−∞, tn−1(α/2)] ∪ [tn−1(1− α/2), +∞).

Množině W se ř́ıká kritický obor. Volně řečeno,
”
padne-li“ hodnota testového kriteria

při hodnoceńı výběrových dat do kritického oboru, zamı́táme nulovou hypotézu.

Př́ıklad 4.11 Vrát́ıme se k našemu př́ıkladu 4.10:
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1. Máme zformulovanou nulovou hypotézu i alternativu:

H0 : µ = 175cm, H1 : µ 6= 175cm.

2. Zvoĺıme hladinu významnosti testu α = 0.05.

3. Vı́me, že vhodným testovým kritériem pro test této hypotézy je statistika

X − 175

s/
√
n
∼ tn−1.

4. Urč́ıme kritický obor, potřebný kvantil t15(0.975) = 2.13 nalezneme v tab. 24

W ≡ (−∞, −2.13] ∪ [2.13, +∞).

5. Z výběru o rozsahu n = 16 jsme zjistili X = 177.2cm a s2 = 39.5cm2.

6. Vypočteme hodnotu testového kritéria

X − 175

s/
√
n

=
177.2− 175√

39.5/
√

16
= 1.40.

7. Přijmeme rozhodnut́ı: Jelikož hodnota testového kritéria neńı v kritickém

oboru, nemůžeme zamı́tnout nulovou hypotézu, že µ = 175cm.

Data z našeho výběru tedy neopravňuj́ı k zamı́tnut́ı nulové hypotézy. T́ım jsme však

nedokázali, že tvrzeńı touto hypotézou formulované je pravdivé. Přijmeme-li analo-

gii s rozhodováńım soudu, pouze nemáme dostatečný
”
d̊ukaz“ o vině obžalovaného

a nezbývá, než jej propustit a věřit v jeho nevinu. Je zřejmé, že pravděpodobnost

nesprávného odsouzeńı nevinného zálež́ı na př́ısnosti soudu. Pokud je soud př́ısný,

tj. stač́ı málo a obžalovaný jde do vězeńı, pak je větš́ı pravděpodobnost justičńıho

omylu, ale sńıž́ı se pravděpodobnost, že na svobodě z̊ustanou nepotrestańı vińıci.

Podobné je to i se statistickým testováńım hypotéz. Zvoĺıme-li hladinu významnosti

α velkou (
”
př́ısný soud“), je větš́ı riziko neoprávněného zamı́tnut́ı nulové hypotézy

(
”
odsouzeńı nevinného“). Zvoĺıme-li hladinu významnosti α ńızkou (

”
benevolentńı

soud“, prohřešek muśı být velký, aby odsoudil), je větš́ı riziko neoprávněného ne-

zamı́tnut́ı nulové hypotézy (
”
nepotrestaný vińık“). Při testováńı hypotéz se tedy

můžeme dopustit nesprávného rozhodnut́ı dvoj́ıho druhu. Situaci ukazuje následu-

j́ıćı tabulka.

Při testováńı hypotéz pravděpodobnost chyby I. druhu stanovujeme předem, je rovna

hladině významnosti α. Obvykle se voĺı α = 0.05 nebo α = 0.01 či α = 0.001

podle závažnosti chyby I. druhu. Pravděpodobnost chyby druhého druhu označujeme

obyčejně symbolem β a veličina (1 − β) se nazývá śıla testu. Již jsme vysvětlili, že

pravděpodobnosti chyb I. a II. druhu spolu souvisej́ı. Snižujeme-li při daném rozsahu

výběru pravděpodobnost chyby I. druhu α, roste pravděpodobnost chyby II. druhu
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Tabulka 17: Chyby při statistickém testováńı hypotéz.

ROZHODNUTÍ

SKUTEČNOST Zamı́táme H0 Nezamı́táme H0

Pravdivá H0 Chyba I. druhu SPRÁVNĚ

Nepravdivá H0 SPRÁVNĚ Chyba II. druhu

β. Situaci ilustruje obrázek 43. Křivka A je hustota, která odpov́ıdá hustotě testové

statistiky za platnosti nulové hypotézy a kterou už́ıváme při testu. Křivka B je

hustota odpov́ıdaj́ıćı skutečnosti (nulová hypotéza neplat́ı). Vid́ıme, že snižováńım

hladiny významnosti testu se zvětšuje pravděpodobnost chyby II. druhu, β. Pokud

při pevném α chceme zvýšit śılu testu, tj. sńıžit pravděpodobnost chyby II. druhu

β, je nutné zvětšit rozsah výběru.

A B

Obrázek 43: Znázorněńı chyb statistického usuzováńı.

Základńı myšlenky statistického testováńı hypotéz jsme si ukázali na testu, kte-

rému se ř́ıká jednovýběrový dvoustranný t-test. Jednovýběrový proto, že využ́ıvá

data z jednoho výběru, dvoustranný (někdy se už́ıvá př́ıvlastek oboustranný) proto,

že kritický obor je na obou konćıch rozděleńı testové statistiky.

V tomto jednovýběrovém dvoustranném t-testu testujeme hypotézu, že středńı hod-

nota normálně rozdělené populace, ze které máme výběr, je rovna nějaké dané hod-

notě µ0, proti alternativě, že tomu tak neńı:

H0 : µ = µ0, H1 : µ 6= µ0.

Povšimněme si, že při tomto testu zamı́táme nulovou hypotézu tehdy, když dvou-

stranný 100(1− α)-procentńı interval spolehlivosti pro parametr µ neobsahuje hod-

notu µ0 předpokládanou nulovou hypotézou, srovnej se vztahem (95) v kap. 4.2.2.
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Daľśı možnosti využit́ı t-test̊u ukážeme v následuj́ıćım semestru v předmětu Analýza

dat.

Shrnut́ı:

- Statistický test hypotézy se už́ıvá k rozhodováńı za nejistoty. Rozhodujeme

mezi nulovou hypotézou a alternativou.

- Jsou dva druhy chybného rozhodnut́ı.

- Pravděpodobnost chyby I. druhu při testu voĺıme předem (hladina význam-

nosti).

- Test hypotézy je analogický rozhodováńı soudu, ale rozd́ıl je v tom, že prav-

děpodobnost chyby prvńıho druhu je u statistických test̊u známa, dokonce ji

zvoĺıme.

- Kritický obor testu záviśı na tom, jak je zformulována alternativa.

Kontrolńı otázky:

1. Proč testy o parametrech jsou rozhodováńı v nejistotě?

2. Vysvětlete rozd́ıl mezi chybou prvńıho a druhého druhu.

3. Proč je zamı́tnut́ı nulové hypotézy pro praktické rozhodováńı užitečněǰśı vý-

sledek než nezamı́tnut́ı nulové hypotézy?

Pojmy k zapamatováńı:

- statistické testováńı hypotéz,

- nulová hypotéza, alternativa,

- chyby prvńıho a druhého druhu,

- hladina významnosti,

- śıla testu,

- testová statistika (testové kriterium),

- kritický obor,

- jednovýběrový t-test.

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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5 Vı́cekriteriálńı rozhodováńı

Pr̊uvodce studiem:

Ćılem této kapitoly je ukázat, jak se správně rozhodovat v r̊uzných situaćıch na

základě v́ıce kritéríı. Zde se zaměř́ıme zejména na úlohy, kde je ćılem vybrat z v́ıce

objekt̊u ten, který nejlépe splňuje nastavené podmı́nky. S takovými úlohami se lze

setkat nejen v odvětv́ıch vědy (např. filosofie, matematika nebo informatika), pr̊u-

myslu či finanćı, ale v běžných situaćıch každodenńıho života. Na kapitolu si vy-

hrad’te zhruba 3 až 4 hodiny.

Úlohy, ve kterých hraje d̊uležitou roli rozhodováńı, jsou lidstvu známé již od nepa-

měti. Až od 18. stolet́ı našeho letopočtu se však začaly objevovat prvńı formulace

takových problémů. A teprve během stolet́ı 20. se začala vyv́ıjet samotná teorie

v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı.

Jistě jste se v běžném životě setkali s problémy, které by bylo vhodné řešit v́ıcekri-

teriálńım rozhodováńım:

• Jaký předmět si zaregistrovat ve studiu?

• Co si obléci na pracovńı pohovor?

• Jaký automobil koupit?

• Jaké rostliny a stromy vybrat do zahrady?

• Jakou rasu psa si poř́ıdit?

• Kam jet na dovolenou?

• Jaký sport vybrat pro sebe nebo svoje děti?

Věř́ım, že většina z vás v životě řešila alespoň jeden z uvedených problémů, možná

jste jej vyřešili dobře, možná jste s odstupem času došli k jinému - lepš́ımu řešeńı.

Mnoho lid́ı v dnešńı době už́ıvá k práci či osobńı potřebě auto, proto jsou zde tech-

niky v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı prezentovány na úloze koupě starš́ıho automobilu.

5.1 Charakteristika dat

Rozhodovaćı úlohy jsou definovány vlastnostmi - kritérii, na základě nichž se rozho-

dujeme, kterou z variant vybrat. Hodnoty kritéríı pro zvolené varianty uchováváme

zpravidla v tabulce (datové matici).

Poznámka 5.1

Datová matice záznamů hodnot kritéríı má vždy takovou formu, že řádky představuj́ı

objekty a sloupce kritéria (v souladu s tabulkou 18).
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Př́ıklad 5.1 Datová matice pro úlohu výběru starš́ıho osobńıho automobilu může

vypadat takto:

Tabulka 18: Kriteriálńı matice pro výběr osobńıho auta.

auto palivo rok objem výkon spotřeba najeto cena
výroby motoru (HP) paliva (km) (kč)

(l/100 km)

Škoda Fabia benźın 2007 1.2 64 4.1 105000 155000
Renault Modus nafta 2007 1.5 68 4.1 128000 145000

Ford Focus nafta 2009 2.0 136 5.7 131000 195000
Opel Astra benźın 2010 1.6 101 7.7 99000 182000
Seat Ibiza benźın 2011 1.4 85 6.1 78000 173000

Čtenář, který již někdy tento problém řešil, by mohl namı́tnout, že v tabulce 18

scháźı daľśı auta, která by zařadil. A zajisté by měl také pravdu, že v této tabulce

scháźı i některá daľśı kritéria.

Ćılem v́ıcekriteriálńı analýzy neńı zpracovat všechny vlastnosti všech objekt̊u daného

problému, ale pouze ty, které jsou pro zpracovatele či analytika významné.

5.2 Základńı pojmy

Abychom se lépe orientovali v teorii v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı, je vhodné na po-

čátku zavést jej́ı kĺıčové pojmy. Protože se jedná o proces rozhodováńı, rozhodnu-

t́ım realizujeme výběr jedné či v́ıce z r potenciálńıch variant, které jsou definovány

c kritérii. V př́ıkladu 5.1 vyb́ıráme jedno auto z pěti variant (r = 5) na základě

sedmi (c = 7) kritéríı (značku auta uvažujeme pouze jako identifikátor objekt̊u).

Rozhodnut́ı neńı zcela automatické, ř́ıd́ı jej rozhodovatel. Ćılem úlohy je rozhod-

nout, která z variant splňuje kritéria nejlépe, nazýváme ji optimálńı. Vstupńı data

v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı nazýváme kriteriálńı matićı. Rozhodnut́ı na základě

v́ıce kritéríı je úlohou hledáńı nejlepš́ı varianty.

Kritéria tak děĺıme nejen na maximalizačńı a minimalizačńı, ale podle zp̊usobu

měřeńı na kvantitativńı (metrické veličiny) a kvalitativńı (kódované veličiny). Maxi-

malizačńı a minimalizačńı kritéria uvažujeme pouze v př́ıpadě metrických veličin.

Maximalizačńı veličiny jsou v př́ıkladu 5.1 veličiny rok výroby a výkon, minimalizačńı

jsou pr̊uměrná spotřeba, najeto a cena. Jediná kvalitativńı veličina je zde palivo.

Poznámka 5.2

Pakliže je některé kritérium definované jako minimalizačńı, je nezbytné jej transfor-
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movat. Zmı́něné optimalizačńı algoritmy mohou řešit úlohy definované jak minima-

lizačńımi tak maximalizačńımi veličinami, v tomto textu se však budeme věnovat

pouze technikám vyžaduj́ıćı maximalizačńı veličiny.

Př́ıklad 5.2 Ukázka transformace kvalitativńı proměnné cena do nové proměnné

cena2. Vztah pro takovou transformaci kritéria je pro ité auto:

cena2i = MAX(cena) + MIN(cena)− cenai (102)

transformované kritérium cena2 vypadá:

Tabulka 19: Transformace ceny.

auto cena cena2

Škoda Fabia 155000 185000
Renault Modus 145000 195000

Ford Focus 195000 145000
Opel Astra 182000 158000
Seat Ibiza 173000 167000

a auto s nejlepš́ı cenou má pak největš́ı hodnotu tohoto kritéria.

5.3 Varianty se speciálńımi vlastnostmi

Dominovaná varianta – varianta ai dominuje variantu aj pokud pro všechna kri-

téria plat́ı (yi1, yi2, . . . , yin) ≥ (yj1, yj2, . . . , yjn) a současně existuje alespoň jedno

kritérium kl takové, že yil > yjl. Pro jednoduchost z dvojice {ai, aj} je nedomino-

vaná ta
”
lepš́ı“ varianta a ta dominuje druhou variantu.

V tabulce 18 žádná dominovaná varianta neńı, ale pro jinou úlohu by to mohla být

varianta v2 :

varianta krit1 krit2 krit3
v1 57 22.8 6
v2 57 19.6 4
v3 78 83.4 4

protože dosahuje menš́ıch nebo rovných hodnot kritéríı než varianta v1 nebo v3.

Nedominovaná varianta (Paretovská varianta) neńı dominovaná žádnou jinou

variantou.
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Ani nedominovaná varianta se v tabulce 18 nenacháźı, ale pro jinou úlohu by to

mohla být varianta v3, protože má hodnoty všech kritéríı větš́ı nebo rovny než

zbývaj́ıćı varianty.

varianta krit1 krit2 krit3
v1 57 22.8 6
v2 57 19.6 4
v3 78 83.4 6

Ideálńı varianta (hypotetická nebo reálná) dosahuje nejlepš́ı možné hodnoty ve

všech kritéríıch. Rozd́ıl mezi hypotetickou a reálnou ideálńı variantou je v tom,

že reálná je založena na reálně naměřených hodnotách kritéríı, kdežto hypotetická

varianta uvažuje nejlepš́ı hodnoty kritéríı, které jsou teoreticky dosažitelné.

Poznámka 5.3

Ačkoli je ćılem v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı nalézt ideálńı variantu, neńı zaručeno,

že ji lze nalézt na každou úlohu.

Jako reálná ideálńı varianta pro smyšlenou úlohu by byla varianta v1, protože má

maximálńı hodnoty pro všechna kritéria:

varianta krit1 krit2 krit3
v1 98 22.8 6
v2 57 19.6 4
v3 78 21.4 5

Bazálńı varianta (hypotetická nebo reálná) má nejhorš́ı ohodnoceńı ve všech kri-

téríıch, je do jisté mı́ry opakem ideálńı varianty. Rozd́ıl mezi hypotetickou a reálnou

je jako v př́ıpadě ideálńı varianty.

Bazálńı variantou pro tuto úlohu je varianta v2, protože má hodnoty všech kritéríı

nejmenš́ı ze všech variant.

Kompromisńı varianta je nedominovaná varianta doporučená k výběru, jej́ıž

vzdálenost je od ideálńı varianty nejmenš́ı.

V následuj́ıćı úloze je kompromisńı variantou v1, protože spolu s variantou v3 neńı

dominovaná a zároveň dosahuje vyšš́ıch hodnot kritéríı.

Poznámka 5.4

Pokud je při rozhodováńı nedominovaná varianta jediná, pak je optimálńı variantou,

v př́ıpadě v́ıce nedominovaných variant kompromisńı variantu vyb́ıráme.
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varianta krit1 krit2 krit3
v1 98 22.8 6
v2 57 19.6 4
v3 78 22.9 5

Mezi možné d́ılč́ı ćıle v́ıcekriteriálńı analýzy patř́ı:

• nalezeńı jediné kompromisńı varianty (př́ıpadně několika),

• uspořádáńı všech variant od nejlepš́ı směrem k nejhorš́ı,

• rozděleńı všech variant na přijatelné a nepřijatelné.

Zde se budeme zabývat pouze určeńım nejlepš́ı varianty, zájemce o hlubš́ı studium

této problematiky odkazuji na uvedenou literaturu.

5.4 Hodnoceńı variant, stanoveńı vah kritéríı

V př́ıkladu 5.1 je sice pouze 5 variant, ovšem neńı snadné letmým pohledem vybrat

auto, které by bylo ve všech sedmi vlastnostech ideálńı. Je to proto, že každá vari-

anta má oproti ostatńım určité přednosti a nevýhody. Pro snazš́ı výběr variant je

vhodné kritéria ohodnotit vahami, č́ımž lze významnost kritéríı kontrolovat. Exis-

tuje mnoho metod k určeńı vah, zde bĺıže uvedeme vybrané př́ıstupy, hlubš́ı znalosti

lze źıskat z uvedené literatury [4, 6, 24].

Metody stanoveńı vah kritéríı slouž́ı k ohodnoceńı všech kritéríı dle významnosti,

č́ım d̊uležitěǰśı kritérium, t́ım větš́ı hodnota váhy. Protože takových metod existuje

hned několik, je výpočet vah normován podle vztahu (103) a součet normovaných

vah wi je tak roven jedné.

wi =
vi
c∑

k=1

vk

, i = 1, 2, . . . , c, (103)

kde vi je váha kritéria ki, i = 1, 2, . . . , c.

Jsou tři zp̊usoby, jak přistupovat k určeńı vah kritéríı:

• pokud nelze určit přednost kritéríı, urč́ı se váhy rovnoměrně wi = 1/c, kde c

je počet kritéríı,

• na základě ordinálńı přednosti kritéríı - metoda pořad́ı a Fullerova metoda,

• na základě kardinálńı přednosti kritéríı - metoda bodovaćı a Saatyho metoda.
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5.4.1 Metoda pořad́ı

Metoda pořad́ı je založena na setř́ıděńı všech kritéríı podle významnosti a následném

výpočtu jejich vah.

Př́ıklad 5.3 Spoč́ıtejte váhy kritéríı z př́ıkladu 5.1. Kritéria nejprve setř́ıd́ıme podle

d̊uležitosti a poté kritéríım přǐrad́ıme (nenormované) váhy vi tak, že d̊uležitěǰśı kri-

térium má větš́ı váhu. V tomto př́ıpadě jsme jako nejd̊uležitěǰśı kritérium označili

cena a nejméně d̊uležité objem motoru. Normované váhy wi pak spočteme podle

vztahu (103).

kritérium cena najeto spotřeba rok výroby výkon palivo objem motoru
vi 7 6 5 4 3 2 1
wi 0.25 0.21 0.18 0.14 0.11 0.07 0.04

5.4.2 Fullerova metoda

Tato metoda je určena předevš́ım pro úlohy s větš́ım počtem kritéríı. Princip metody

spoč́ıvá v porovnáńı všech možných (neopakuj́ıćıch se) dvojic kritéríı a uchováńı jen

těch d̊uležitěǰśıch. Poté sečteme kolikrát bylo kritérium, v jehož řádku se vyskytu-

jeme, preferováno a výsledek zaṕı̌seme do nového sloupce matice.

Př́ıklad 5.4 Spočtěte váhy kritéríı z př́ıkladu 5.1 pomoćı Fullerovy metody. Na

základě všech kritéríı nejprve sestav́ıme Fullerovu (horńı trojúhelńıkovou) matici,

která obsahuje porovnáńı všech dvojic kritéríı a pro každou dvojici také počty před-

nost́ı. Např́ıklad pro řádek kritéria palivo jsme rozhodli, že je d̊uležitěǰśı pouze než

objem motoru auta, a proto jsme do sloupce objem zapsali zkratku p. Takto roz-

hodneme u všech dvojic kritéríı a sečteme preference pro každé kritérium (sloupec

”
pref.“).

Tabulka 20: Fullerova matice.

Krit. pal. r.výr. obj. výk. spotř. naj. cena pref. vi wi
pal. rv p v s n c 1 2 0.07
r.výr. rv v s n c 2 3 0.11
obj. v s n c 0 1 0.04
výk. s n c 3 4 0.14
spotř. s s 6 7 0.25
naj. c 4 5 0.18
cena 5 6 0.21
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Ve sloupćıch označených vi a wi jsou spočtené nenormované a normované váhy.

Úskaĺı této metody spoč́ıvá v tom, že jedno z kritéríı má preferenci rovnu nule a tud́ıž

i nulovou váhu. Tento nedostatek lze eliminovat t́ım, že počty preferenćı zvýš́ıme

o jedna (sloupec vi). Vid́ıme, že nejvyšš́ı prioritu při výběru auta má spotřeba paliva

a nejnižš́ı objem motoru.

Poznámka 5.5

V př́ıpadě shody počtu preferenćı muśı rozhodovatel určit, které z kritéríı je pro

danou úlohu d̊uležitěǰśı.

Váhy následně normujeme podle vztahu (103), pro kritérium palivo je výpočet wi =

2/(7 + 6 + . . .+ 1) = 2/28 = 0.07.

5.4.3 Bodovaćı metoda

S pomoćı bodovaćı metody lze oproti předchoźım metodám stanovit nejen pořad́ı, ale

také určitou vzdálenost mezi kritérii. Podmı́nkou je, aby nejvyšš́ı a nejnižš́ı hodnota

bodové stupnice byla pro všechna kritéria stejná, např. 1 až 5, 1 až 10. Pro r̊uzné

bodové stupnice jsou následně spočteny normované váhy, pro které plat́ı, že jejich

součet je roven 1.

Speciálńım př́ıpadem je tzv. Metfesselova alokace, ve které se mezi kritéria rozděĺı

100 bod̊u.

Př́ıklad 5.5 Spoč́ıtejte váhy kritéríı z př́ıkladu 5.1 pomoćı Metfesselovy alokace

bodovaćı metody. Váhy kritéríı urč́ıme tak, že postupně rozděĺıme 100 bod̊u mezi

kritéria tak, aby d̊uležitěǰśı kritérium mělo v́ıce bod̊u. Následně normujeme body

tak, aby součet vah wi byl roven 1.

kritérium body váha
palivo 10 0.10
rok výroby 15 0.15
objem motoru 5 0.05
výkon 15 0.15
spotřeba paliva 20 0.20
najeto 10 0.10
cena 25 0.25
suma 100 1.00
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Poznámka 5.6

Pokud bychom pomoćı bodovaćı metody stanovili bodový rozsah 1 až 7, obdrž́ıme

normované váhy jako v metodě pořad́ı a Fullerově metodě.

5.4.4 Saatyho metoda

Daľśı metodou je Saatyho metoda, která je známá také pod názvem kvantitativńı

párové porovnáńı. Umožňuje stejně jako bodovaćı metoda určit nejen pořad́ı, ale i

vzdálenosti přednost́ı kritéríı. Podle autora metody je vhodné zvolit stupnici 1 až 9,

která má následuj́ıćı preference.

stupeň přednosti slovńı popis přednosti
1 stejná preference kritéríı
3 slabá přednost prvńıho kritéria
5 silná přednost prvńıho kritéria
7 velmi silná přednost prvńıho kritéria
9 absolutńı přednost prvńıho kritéria

Poznámka 5.7

Uvedená tabulka stanovuje váhy pouze pro prvńı z dvojic kritéríı (i, j), váhy pro

protěǰśı kritéria (j, i) jsou odvozeny analogicky pomoćı reciproké funkce (i, j =

1, 2, . . . c).

Je zřejmé, že d́ılč́ı vágńı hodnoceńı preferenćı kritéríı provád́ı rozhodovatel, pro

přesněǰśı uspořádáńı kritéríı lze do stupnice dodat i mezistupně a jim odpov́ıdaj́ıćı

popis významnosti. Jednotlivé stupně preferenćı dvojic kritéríı pak tvoř́ı Saatyho

matici S. Prvky této matice si,j jsou odhady pod́ıl̊u vah dvojic kritéríı, kolikrát je

prvńı z dvojice d̊uležitěǰśı (a opačně pro druhé kritérium):

si,j ≈
vi
vj
, i, j = 1, 2, . . . , c. (104)

Hodnoty přednost́ı pro dvojice kritéríı v opačném pořad́ı j a i, sj,i, odvod́ıme tri-

viálně s pomoćı reciproké funkce aplikované na existuj́ıćı preferenci těchto kritéríı

si,j:

sj,i ≈
1

si,j
, i, j = 1, 2, . . . , c. (105)

Saatyho matice je tedy čtvercová matice, která má na hlavńı diagonále jedničky.

Z odhad̊u vah Saatyho matice pak spoč́ıtáme nenormované váhy kritéríı vi jako

geometrický pr̊uměr preferenćı řádku Saatyho matice a z nich pak spočtou váhy

normované wi.
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Existuje v́ıce metod k výpočtu normovaných vah kritéríı jejichž princip je nad rámec

předmětu. Zde aplikujeme jednoduchý postup, který zavedl Saaty a normovanou

váhu kritéríı spočteme př́ımo z preferenćı podle vztahu:

wi =

[ c∏
j=1

si,j

] 1
c

c∑
k=1

[ c∏
j=1

sk,j

] 1
c

, i = 1, 2, . . . , c. (106)

Pro kriteriálńı matici z př́ıkladu 5.1 bychom sestavili tuto Saatyho matici:

Tabulka 21: Saatyho stupnice přednost́ı kritéríı.

pal. r.výr. obj. výk. spotř. naj. cena vi wi
pal. 1 1/3 2 1/4 1/5 1/3 1/5 0.42 0.05
r.výr. 3 1 4 1/2 1/3 1/2 1/3 0.85 0.10
obj. 1/2 1/4 1 1/4 1/6 1/5 1/7 0.28 0.03
výk. 4 2 4 1 1/2 2 1/3 1.40 0.16
spotř. 5 3 6 2 1 1/5 1/2 1.51 0.17
naj. 3 1/2 5 1/2 5 1 1/5 1.21 0.13
cena 5 3 7 3 2 5 1 3.16 0.36
suma 8.84 1.00

Na hlavńı diagonále jsou 1 a mimo diagonálu jsou přednosti dvojic kritéríı. Např́ı-

klad rok výroby (r.výr.) je slabě d̊uležitěǰśı (hodnota 3) než palivo (pal.) a naopak.

Dosazeńım přednost́ı do vztahu (106) obdrž́ıme pro každé kritérium váhu vi a nor-

movanou váhu wi, i = 1, 2, . . . c.

Pro úlohy definované ještě větš́ım počtem kritéríı, by bylo téměř neúnosné sestavit

Saatyho matici. Pak se už́ıvá technika zvaná postupný rozvrh vah. Vı́ce o této

technice lze nalézt v doporučené literatuře.

5.5 Stanoveńı pořad́ı variant

Pro stanoveńı pořad́ı variant a tud́ıž také nalezeńı vhodných variant se už́ıvá celá

řada metod. Děĺı se podle typu znalosti o kritéríıch na metody s aspiračńı úrovńı,

ordinálńı znalost́ı a kardinálńı znalost́ı. Zde si uvedeme jen vybrané zástupce.

5.5.1 Konjunktivńı a disjunktivńı metoda

Nejjednodušš́ımi zástupci metod s aspiračńı úrovńı kritéríı jsou metoda konjunktivńı

a disjunktivńı. Postup je takový, že nejprve pro všechna kritéria stanov́ıme aspiračńı



5.5 Stanoveńı pořad́ı variant 125

úrovně, což jsou meze, podle kterých budou varianty rozděleny na přijatelné a nepři-

jatelné. V př́ıpadě konjunktivńı metody akceptujeme varianty, které maj́ı hodnoty

všech kritéríı alespoň na hranici aspiračńı úrovně a naopak zavrhneme ty, které maj́ı

hodnotu alespoň jednoho z kritéríı pod aspiračńı úrovńı.

V př́ıpadě disjunktivńı metody jsou akceptovány varianty, pro které alespoň jedno

kritérium převyšuje aspiračńı úroveň. Pouze varianty, které maj́ı hodnoty všech kri-

téríı pod aspiračńı úrovńı nejsou akceptovány.

T́ım, že hodnoty aspiračńıch úrovńı stanov́ı rozhodovatel, je možné ř́ıdit proces při-

j́ımáńı a odmı́táńı variant. Ćılem těchto metod je zejména odstranit nevyhovuj́ıćı

varianty a dále pak hledat optimum jinými postupy.

Hledáme př́ıpustné kandidáty ke koupi starš́ıho auta z př́ıkladu 5.1. Hodnoty aspi-

račńıch úrovńı můžeme nastavit např́ıklad:

kritérium palivo rok výroby objem výkon spotřeba najeto cena
motoru

asp. úroveň nafta 2009 1.5 80 6 140000 200000

Muśıme dbát na fakt, že kritéria spotřeba, najeto a cena jsou minimalizačńı, proto

hledáme takové varianty, pro něž tato kritéria maj́ı ohodnoceńı nižš́ı než aspiračńı

úrovně. Nejprve aplikujeme konjunktivńı metodu tak, že procháźıme kritéria pro

každé auto a porovnáme je s aspiračńı úrovńı. Touto metodou je akceptováno pouze

auto značky Ford, protože jeho hodnoty kritéríı splňuj́ı aspiračńı úroveň (druhé auto

jezd́ıćı na naftu je př́ılǐs staré).

S ohledem na disjunktivńı metodu byla vybrána auta Škoda, Renault, Ford, Opel i

Seat, protože každé z nich splňuje alespoň jedno z kritéríı aspiračńı úrovně.

5.5.2 Metoda PRIAM

Metoda PRIAM slouž́ı k nalezeńı jediné nedominované varianty s použit́ım aspi-

račńıch úrovńı. Nejprve se stanov́ı hodnoty aspiračńıch úrovńı kritéríı benevolentně,

v př́ıpadě maximalizačńıch kritéríı tedy co nejmenš́ı. Pak se v kriteriálńı matici hledá

počet variant, splňuj́ıćı aspiračńı úrovně kritéríı d. Pokud je d = 1, byla nalezena

jediná nedominovaná kompromisńı varianta. Pro d > 1 rozhodovatel zvyšuje hod-

noty aspiračńıch úrovńı, a v př́ıpadě d = 0 přijatelné řešeńı neexistuje. S pomoćı

odchylky variant od aspiračńıch úrovńı nalezneme nejbližš́ı variantu řešeńı:

wi =
|zj − yi,j|

y∗j
, i = 1, 2, . . . , c, (107)
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kde zj je aspiračńı úroveň kritéria, yi,j ohodnoceńı ité varianty a y∗j je ideálńı (ne-

nulová) hodnota kritéria.

Př́ıklad 5.6 Pokuśıme se nalézt ideálńı auto z úlohy 5.1 s pomoćı metody PRIAM.

Na počátku nastav́ıme aspiračńı úrovně volně (kritéria spotřeba, najeto a cena

jsou minimalizačńı):

kritérium palivo rok výroby objem výkon spotřeba najeto cena
motoru

asp. úroveň nafta, 2011 1.2 60 7.5 150000 200000
benźın

Vid́ıme, že kromě auta Opel, v prvńım kroku metody obstála všechna auta. Nyńı

sńıž́ıme aspiračńı úroveň ceny na 160000 Kč (změna kritéria cena je tedy o 40000

Kč) a poté z̊ustávaj́ı pouze auta Škoda a Renault. Ve třet́ım kroku (protože je stále

d > 1) zvoĺıme palivo pouze nafta a obdrželi jsme kompromisńı variantu řešeńı

úlohy - auto značky Renault.

5.5.3 Lexikografická metoda

Daľśı zaj́ımavou metodou s jednoduchým principem je lexikografická metoda. Roz-

hodovatel nejprve seřad́ı kritéria podle jejich d̊uležitosti. S pomoćı nejd̊uležitěǰśıho

kritéria vyhledá variantu, která má nejvyšš́ı hodnotu tohoto kritéria a ta je zvolena

jako kompromisńı. Pokud je takových variant v́ıce, rozhoduje se na základě vyšš́ı

hodnoty druhého nejd̊uležitěǰśıho kritéria atd.

Př́ıklad 5.7 Chceme nalézt kandidáta ke koupi starš́ıho auta z př́ıkladu 5.1. Nej-

prve seřad́ıme kritéria podle d̊uležitosti, např́ıklad:

spotřeba, cena, najeto, rok výroby, výkon, palivo a objem.

Protože je nejd̊uležitěǰśı spotřeba, jsou v prvńım kroku zvolena auta s nejnižš́ı spo-

třebou hned dva - Škoda a Renault (spotřeba je minimalizačńı kritérium). Kompro-

misńı variantu odhaĺı až druhý krok této metody, kde na základě ceny vybereme

levněǰśı auto značky Renault (rovněž cena je minimalizačńı kritérium).

5.5.4 Metoda AHP

Existuje rovněž mnoho metod, které vyžaduj́ı hlubš́ı znalosti o variantách. Jeden

ze zástupc̊u takových metod je např́ıklad metoda AHP. Tento postup navrhl Saaty

a vycháźı ze základńı Saatyho metody pro výpočet vah kritéríı. V př́ıpadě řešeńı

komplexńıch úloh se často prvky v́ıcekriteriálńıho rozhodováni vzájemně ovlivňuj́ı,
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a t́ım ovlivňuj́ı také výsledek analýzy. Lepš́ı ilustraci těchto interakćı znázorňuje ob-

rázek 44. Ćılem v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı je rozhodnout, která varianta splňuje

Rozhodnutí

Rozhodovatel 1 Rozhodovatel 2 Rozhodovatel h

Úrove

Úrove

Úrove

Úrove

Kritérium 1 Kritérium 2 Kritérium  c

Varianta 1 Varianta 2 Varianta m

Obrázek 44: Znázorněńı interakćı ve v́ıcekriteriálńım rozhodováńı.

požadavky na nejlepš́ı řešeńı úlohy (úroveň 1). Tuto úlohu je často vhodné nechat

řešit hned několika (h) rozhodovateli (úroveň 2), kde každý nemuśı nalézt stejné ře-

šeńı. Tito experti pracuj́ı s kriteriálńı matićı, která je definována c kritérii (úroveň 3)

a obsahuje m r̊uzných variant (úroveň 4). Neńı zde řešena otázka interakce v rámci

stejných úrovńı, to je nad rámec této metody. Na druhé úrovni srovnáváme a tedy

váž́ıme h rozhodovatel̊u a proto vznikne jedna matice (jeden ćıl) o rozměru h × h.

Na daľśı úrovni je h matic vah (pro h rozhodovatel̊u) o rozměrech c× c pro c krité-

ríı, a na posledńı úrovni je pak analogicky c matic vah (pro c kritéríı) o rozměrech

m × m pro m variant. Váhy jednotlivých rozhodovatel̊u se rozděluj́ı mezi kritéria,

váha každého kritéria se rozděĺı mezi všechny varianty a źıskáme preferenčńı indexy

variant. Sečteńım index̊u všech variant pro všechna kritéria obdrž́ıme ohodnoceńı

varianty z hlediska všech expert̊u a kritéríı.

Př́ıklad 5.8 Určete s pomoćı metody AHP nejlepš́ı starš́ı auto ke koupi z př́ı-

kladu 5.1, pro jednoduchost předpokládejte pouze jednoho rozhodovatele. V prvńım

kroku spočteme matici Saatyho vah kritéríı a následně pro každé ité kritérium (řá-

dek matice) spočteme geometrický pr̊uměr vah vi. Tyto váhy poté normujeme wi,

aby splňovaly podmı́nku součtu všech vah rovnému jedné.
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pal. r.výr. obj. výk. spotř. naj. cena vi wi
pal. 1 1/3 2 1/4 1/5 1/3 1/5 0.42 0.05
r.výr. 3 1 4 1/2 1/3 1/2 1/3 0.85 0.10
obj. 1/2 1/4 1 1/4 1/6 1/5 1/7 0.28 0.03
výk. 4 2 4 1 1/2 2 1/3 1.40 0.16
spotř. 5 3 6 2 1 1/5 1/2 1.51 0.17
naj. 3 1/2 5 1/2 5 1 1/5 1.21 0.13
cena 5 3 7 3 2 5 1 3.16 0.36
suma 8.84 1.00

Na základě stejného principu pak sestav́ıme matici pro každé kritérium (rozměr

čtvercových matic je roven počtu variant, 5):

PAL. Škoda Renault Ford Opel Seat vi wi
Škoda 1 0.5 0.5 1 1 0.76 0.14
Renault 2 1 1 2 2 1.52 0.29
Ford 2 1 1 2 2 1.52 0.29
Opel 1 0.5 0.5 1 1 0.76 0.14
Seat 1 0.5 0.5 1 1 0.76 0.14
suma 5.31 1.00

R.VÝR. Škoda Renault Ford Opel Seat vi wi
Škoda 1 1 0.25 0.17 0.13 0.35 0.05
Renault 1 1 0.25 0.17 0.13 0.35 0.05
Ford 4 4 1 0.5 0.25 1.15 0.16
Opel 6 6 2 1 0.5 2.05 0.28
Seat 8 8 4 2 1 3.48 0.47
suma 7.38 1.00

OBJ. Škoda Renault Ford Opel Seat vi wi
Škoda 1 0.25 0.11 0.2 0.33 0.28 0.04
Renault 4 1 0.17 0.5 2 0.92 0.12
Ford 9 6 1 5 7 4.52 0.58
Opel 5 2 0.2 1 3 1.43 0.18
Seat 3 0.5 0.14 0.33 1 0.59 0.08
suma 7.75 1.00
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VÝK. Škoda Renault Ford Opel Seat vi wi
Škoda 1 0.5 0.11 0.14 0.33 0.31 0.04
Renault 2 1 0.13 0.17 0.5 0.46 0.06
Ford 9 8 1 3 5 4.04 0.52
Opel 7 6 0.33 1 3 2.11 0.27
Seat 3 2 0.2 0.33 1 0.83 0.11
suma 7.75 1.00

SPOTŘ. Škoda Renault Ford Opel Seat vi wi
Škoda 1 1 5 9 6 3.06 0.40
Renault 1 1 5 9 6 3.06 0.40
Ford 0.2 0.2 1 4 2 0.80 0.10
Opel 0.11 0.11 0.25 1 0.5 0.27 0.04
Seat 0.17 0.17 0.5 2 1 0.49 0.06
suma 7.69 1.00

NAJ. Škoda Renault Ford Opel Seat vi wi
Škoda 1 4 5 0.5 0.2 1.15 0.15
Renault 0.25 1 2 0.2 0.13 0.42 0.05
Ford 0.2 0.5 1 0.17 0.11 0.28 0.04
Opel 2 5 6 1 0.25 1.72 0.22
Seat 5 8 9 4 1 4.28 0.55
suma 7.85 1.00

CENA Škoda Renault Ford Opel Seat vi wi
Škoda 1 3 7 3 4 3.02 0.42
Renault 0.33 1 9 7 5 2.54 0.35
Ford 0.14 0.11 1 0.33 0.25 0.27 0.04
Opel 0.33 0.14 3 1 0.5 0.59 0.08
Seat 0.25 0.2 4 2 1 0.83 0.11
suma 7.25 1.00

Ve druhém kroku na základě Saatyho matic pro jednotlivá kritéria sestav́ıme násle-

duj́ıćı tabulku.

pal. r.výr. obj. výk. spotř. naj. cena wi poř.

Škoda 0.14 0.05 0.04 0.04 0.40 0.15 0.42 0.26 1
Renault 0.29 0.05 0.12 0.06 0.40 0.05 0.35 0.23 2
Ford 0.29 0.16 0.58 0.52 0.10 0.04 0.04 0.16 4
Opel 0.14 0.28 0.18 0.27 0.04 0.22 0.08 0.15 5
Seat 0.14 0.47 0.08 0.11 0.06 0.55 0.11 0.20 3
váhy.kr. 0.05 0.10 0.03 0.16 0.17 0.14 0.36
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Nejprve do ńı vlož́ıme normované váhy wi jednotlivých kritéríı. Např́ıklad do

sloupce
”
pal.“ zkoṕırujeme hodnoty z posledńıho sloupce tabulky s názvem

”
PAL.“.

Do posledńıho řádku pak vlož́ıme celkové normované váhy pro kritéria z prvńı

Saatyho matice. Do sloupce s označeńım wi spoč́ıtáme výsledný součet hodnoceńı

variant přes všechna kritéria tak, že násob́ıme hodnotu váhy varianty kritéria

celkovou váhou tohoto kritéria, a tyto součiny sč́ıtáme přes všechna kritéria. Např.

pro auto Škoda je výpočet:

(0.14 · 0.05) + (0.05 · 0.10) + (0.04 · 0.03) + (0.04 · 0.16) + (0.40 · 0.17) + (0.15 · 0.14) +

(0.42 · 0.36) = 0.26.

Na základě normovaného součtu vah wi urč́ıme pořad́ı variant tak, aby větš́ı váha

označila d̊uležitěǰśı variantu. Závěrem lze ř́ıct, že s pomoćı metody AHP jsme jako

ideálńı auto z naš́ı nab́ıdky vybrali auto Škoda, který má sice nejnižš́ı výkon a je

nejstarš́ı, ale na druhou stranu má najeto málo kilometr̊u a patř́ı k nejlevněǰśım

aut̊um s nejnižš́ı spotřebou.

5.6 Analýza citlivosti pořad́ı variant

Jak jste si při procházeńı předchoźıch př́ıklad̊u hledáńı ideálńı varianty auta všimli,

je výsledek analýzy ovlivněn nejen zvolenou metodou, ale také nastaveńım jejich

vah. Je to zp̊usobeno zejména hrubými odhady vah a daľśımi vágńımi předpoklady

metod. Skutečně ideálńı variantou v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı je taková, která

aplikaćı r̊uzných metod a nastaveńı jej́ıch vah z̊ustává na prvńım mı́stě.

Je zřejmé, že pokud je variant mnohem v́ıce než aplikovaných metod (s r̊uzným

nastaveńım vah), pak je opakovaný výskyt varianty na jakékoli pozici méně pravdě-

podobný.

Pokud shrneme výsledky hledáńı ideálńı varianty starš́ıho auta z naš́ı úlohy, dojdeme

s použit́ım tř́ı metod (PRIAM, lexikografická a AHP) k závěru, že na prvńı pozici

se 2× objevilo auto značky Renault a jednou auto Škoda. Pochopitelně by se zvo-

leńım jiných vah daných kritéríı vybrané varianty zcela jistě změnily, protože jsme

kladli d̊uraz zejména na ńızkou cenu a náklady na pohonné hmoty, což auto Renault

opravdu splňuje. Nesplňuje však zcela požadavky na vyšš́ı výkon, rok výroby a ujeté

kilometry.

Nejd̊uležitěǰśı při řešeńı úloh v́ıcekriteriálńıho rozhodováńı je nejen výběr vhodné

metody, ale i volba vah kritéríı. Znalost priorit kritéríı pro výběr variant je velmi

cenná a bez ńı nelze žádnou přijatelnou variantu nalézt.
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Shrnut́ı:

- Rozhodovatel určuje, která varianta nejlépe splňuje daná kritéria

- Kriteriálńı matice je dána kritérii a variantami

- Kritéria jsou maximalizačńı a minimalizačńı, dále kvalitativńı a kvantitativńı

- Varianty mohou být - dominovaná, nedominovaná, ideálńı, bazálńı a kompro-

misńı

- Ćılem je nalézt ideálńı variantu, varianty setř́ıdit nebo je rozdělit na skupiny

- Pro snadněǰśı rozhodováńı jsou kritéria hodnocena vahami

- Váhy mohou být určeny rovnoměrně, metodou pořad́ı, metodou bodovaćı,

Fullerovou nebo Saatyho metodou

- K rozděleńı variant na základě aspiračńıch úrovńı slouž́ı konjunktivńı a dis-

junktivńı metoda

- Metody PRIAM a lexikografická umožňuj́ı nalézt ideálńı nebo kompromisńı

variantu

- Pracněǰśı metoda AHP odhaĺı spolu s kompromisńı variantou také pořad́ı všech

variant

- K určeńı ideálńı varianty vede použit́ı v́ıce metod, změna vah a zapojeńı v́ıce

rozhodovatel̊u

Kontrolńı otázky:

1. Jaká kritéria by byla vhodná pro úlohu hledáńı ideálńıho PC pro studenta?

2. Pro úlohu z předchoźı otázky navrhněte, kterou metodou byste hledali ideálńı

PC.

3. Jak byste postupovali v př́ıpadě, kdy by změna vah ovlivnila výsledek hledáńı

kompromisńı varianty?

Pojmy k zapamatováńı:

- rozhodovatel

- kritéria, varianty, kriteriálńı matice,

- kritérium maximalizačńı, minimalizačńı, kvantitativńı, kvalitativńı,

- varianta dominovaná, nedominovaná, ideálńı, bazálńı, kompromisńı,

- váhy kritéríı,

- metoda pořad́ı, bodovaćı, Fullerova a Saatyho metoda,

- metoda konjunktivńı, disjunktivńı,
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- metody lexikografická, PRIAM, AHP,

- analýza citlivosti pořad́ı variant.

Korespondenčńı úkol:

Korespondenčńı úlohy budou zadávány vždy na začátku semestru.
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6 Statistické tabulky

Pro potřeby výpočtu hodnot distribučńı funkce a p-kvantil̊u veličin z normálńıho,

χ2, t a F rozděleńı následuj́ı jednoduché výseky statistických tabulek. Samozřejmě je

možné tyto hodnoty źıskat pomoćı software poč́ıtače, jako je např́ıklad MS EXCEL.

6.1 Distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı

X ∼ N(0, 1), Φ(x) = P (X < x)

Tabulka 22: Kvantily normovaného normálńıho rozděleńı

Φ(x)
x +0 +0.02 +0.04 +0.06 +0.08
0 0.5000 0.5080 0.5160 0.5239 0.5319

0.1 0.5398 0.5478 0.5557 0.5636 0.5714
0.2 0.5793 0.5871 0.5948 0.6026 0.6103
0.3 0.6179 0.6255 0.6331 0.6406 0.6480
0.4 0.6554 0.6628 0.6700 0.6772 0.6844
0.5 0.6915 0.6985 0.7054 0.7123 0.7190
0.6 0.7257 0.7324 0.7389 0.7454 0.7517
0.7 0.7580 0.7642 0.7704 0.7764 0.7823
0.8 0.7881 0.7939 0.7995 0.8051 0.8106
0.9 0.8159 0.8212 0.8264 0.8315 0.8365
1 0.8413 0.8461 0.8508 0.8554 0.8599

1.1 0.8643 0.8686 0.8729 0.8770 0.8810
1.2 0.8849 0.8888 0.8925 0.8962 0.8997
1.3 0.9032 0.9066 0.9099 0.9131 0.9162
1.4 0.9192 0.9222 0.9251 0.9279 0.9306
1.5 0.9332 0.9357 0.9382 0.9406 0.9429
1.6 0.9452 0.9474 0.9495 0.9515 0.9535
1.7 0.9554 0.9573 0.9591 0.9608 0.9625
1.8 0.9641 0.9656 0.9671 0.9686 0.9699
1.9 0.9713 0.9726 0.9738 0.9750 0.9761
2 0.9772 0.9783 0.9793 0.9803 0.9812

2.1 0.9821 0.9830 0.9838 0.9846 0.9854
2.2 0.9861 0.9868 0.9875 0.9881 0.9887
2.3 0.9893 0.9898 0.9904 0.9909 0.9913
2.4 0.9918 0.9922 0.9927 0.9931 0.9934
2.5 0.9938 0.9941 0.9945 0.9948 0.9951
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6.2 Vybrané kvantily Ch́ı-kvadrát rozděleńı

X ∼ χ2
n, P [X < x(p)] = p

Tabulka 23: Kvantily Ch́ı-kvadrát rozděleńı

x(p)
n p = 0.025 p = 0.95 p = 0.975 p = 0.99
1 0.00 3.84 5.02 6.63
2 0.05 5.99 7.38 9.21
3 0.22 7.81 9.35 11.34
4 0.48 9.49 11.14 13.28
5 0.83 11.07 12.83 15.09
6 1.24 12.59 14.45 16.81
7 1.69 14.07 16.01 18.48
8 2.18 15.51 17.53 20.09
9 2.70 16.92 19.02 21.67
10 3.25 18.31 20.48 23.21
11 3.82 19.68 21.92 24.73
12 4.40 21.03 23.34 26.22
13 5.01 22.36 24.74 27.69
14 5.63 23.68 26.12 29.14
15 6.26 25.00 27.49 30.58
16 6.91 26.30 28.85 32.00
17 7.56 27.59 30.19 33.41
18 8.23 28.87 31.53 34.81
19 8.91 30.14 32.85 36.19
20 9.59 31.41 34.17 37.57
25 13.12 37.65 40.65 44.31
30 16.79 43.77 46.98 50.89
40 24.43 55.76 59.34 63.69
50 32.36 67.50 71.42 76.15
100 74.22 124.34 129.56 135.81
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6.3 Vybrané kvantily Studentova t-rozděleńı

X ∼ tn, P (X < x(p)) = p

Tabulka 24: Kvantily Studentova rozděleńı

x(p)
n p = 0.9 p = 0.95 p = 0.975 p = 0.99 p = 0.995
1 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66
2 1.89 2.92 4.30 6.96 9.92
3 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84
4 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60
5 1.48 2.02 2.57 3.36 4.03
6 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71
7 1.41 1.89 2.36 3.00 3.50
8 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36
9 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25
10 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17
11 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11
12 1.36 1.78 2.18 2.68 3.05
13 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01
14 1.35 1.76 2.14 2.62 2.98
15 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95
16 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92
17 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90
18 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88
19 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86
20 1.33 1.72 2.09 2.53 2.85
25 1.32 1.71 2.06 2.49 2.79
30 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75
40 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70
50 1.30 1.68 2.01 2.40 2.68
70 1.29 1.67 1.99 2.38 2.65
100 1.29 1.66 1.98 2.36 2.63
500 1.28 1.65 1.96 2.33 2.59
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6.4 Vybrané kvantily Fischerova-Snedecorova F -rozděleńı

X ∼ Fm,n, P [X < x(0.95)] = 0.95

Tabulka 25: Kvantily Fischerova-Snedecorova rozděleńı

m
n 1 2 3 4 5 10 20 40
1 161.45 199.5 215.71 224.58 230.16 241.88 248.02 251.14
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.40 19.45 19.47
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.79 8.66 8.59
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 5.96 5.80 5.72
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.74 4.56 4.46
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.06 3.87 3.77
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.64 3.44 3.34
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.35 3.15 3.04
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.14 2.94 2.83
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 2.98 2.77 2.66
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 2.85 2.65 2.53
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 2.75 2.54 2.43
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.67 2.46 2.34
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.60 2.39 2.27
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.54 2.33 2.20
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.35 2.12 1.99
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.16 1.93 1.79
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.08 1.84 1.69
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 1.99 1.75 1.59
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 1.91 1.66 1.50
500 3.86 3.01 2.62 2.39 2.23 1.85 1.59 1.42
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