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1. Teoreticka informatika a jeji discipliny
Cil:

Ziskate zakladni ptehled o téchto otazkach:

e Co je teoretickd informatika a jaké jsou jeji discipliny

e jaky je tcel téchto disciplin

Vymezeni toho, co je teoretickd informatika miize byt slozity ukol. Pokud
budeme studovat riiznou literaturu, je mozné zafazovat do této oblasti i
témata a teorie, které spiSe spadaji do technickych disciplin jako je
kybernetika. Naptiklad knihy o kybernetice, se kromé specificky
kybernetickych témat dotykaji i nékterych oblasti teorie automatt a teorie
jazyka, které jsou typické pro teoretickou informatiku. Stejny fenomen se
pak tykéd i umélé inteligence (UI), kterd je dnes samostatnou a rozséhlou

disciplinou. Jako hlavni discipliny teoretické informatiky lze uvest:

1. Teorii formalnich jazyk( a automatu

2. Teorii vycislitelnosti a slozitosti (souhrnné oznacovanou jako
teorie algoritm()

3. Logiku (jeji informatickou ¢ast zaméfenou na problematiku
automatizovaného odvozovani)

1.1. Teorie formalnich jazykl a automatu

Tato disciplina zkouma vlastnosti jazykii resp. jejich matematickych
modelt. Snazi se formalizovat intuitivni pojmy abecedy, slova, jazyka.
Definuje model generatoru jazyka - gramatiky a jeho dudlniho pojmu
akceptoru jazyka — automatu [Ce92].

Gramatika je souborem pravidel, které umoziuji vytvaret spravné véty
(slova) jazyka a automat je algoritmem, ktery nam dava prostiedek pro
rozhodnuti o dané vété, zda patii do jazyka (je spravné utvoienou). Na

zaklad¢ ruzné slozitych (generativnich) gramatik a automatii se pak




Teoretickd informatika a jeji discipliny

rozliSuji tfidy jazykl od nejjednodussich - reguldrnich po nejslozitéjsi -
typu 0. Mezi témito pojmy v jednotlivych tfidach jazykl je dokdzano
logickymi a pochopitelnymi prosttedky mnoho vztahii. Pro praktické
vyuziti v informatikové profesi vSak maji nejvétsi vyznam dvé tiidy
nejjednodussich jazyka - regularnich a bezkontextovych.

Zaklady této discipliny poloZil v roce 1956 americky matematik Noam
Chomsky, ktery v souvislosti se studiem pfirozenych jazykll vytvofil
matematicky model gramatiky jazyka. Zacala se vSak vyvijet vlastni teorie
jazykd, kterd nyni obsahuje bohaté vysledky v podob&é matematicky
dokézanych tvrzeni teorémi. Tato teorie pracuje se dvéma dudlnimi
matematickymi entitami, s gramatikou a s automatem, piedstavujici
abstraktni matematicky stroj. Zatimco gramatika umoziluje popsat
strukturu vét formalniho jazyka, automat dovede tuto strukturu rozpoznat.
Poznatky teorie formalnich jazykli maji vyznam pro mnohd odvétvi

kybernetiky.

Teorie formalnich jazykl nasla doposud nejvétsi uplatnéni v oblasti
programovacich jazykt. Kratce po Chomského definici gramatiky
formalniho jazyka a klasifikaci formalnich jazykt (Chomského hierarchii
formalnich jazyku), Backus a Nauer pouzili zédkladnich objekti gramatiky
pro definici syntaxe programovaciho jazyka Algol 60 (ve tvaru
formalismu, jeZz se nazyva Backus-Nauerova forma). DalSi vyvoj pak
pfimocaie vedl k aplikacim teorie jazykli v oblasti piekladact
programovacich jazyka. Stanoveni principli syntaxi fizen¢ho ptekladu a

generatori prekladacti (programovacich systému, které na zéklade
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formalniho popisu syntaxe a sémantiky programovaciho jazyka vytvoii
jeho piekladac) predstavuje kvalitativni skok pfi konstrukci ptekladact
umoziujici automatizovat ndrocnou programatorskou praci spojenou
S implementaci programovacich jazyka.

Jak bylo feceno v ptedchozich odstavcich, maji poznatky TFJA vyznam
pro kybernetiku i umélou inteligenci, ovsem maji samoziejmé vyznam pro
obory informatiky, nebot’ s vyuZitim jejich poznatkli jsou vybudovany
aplikované produkty informatiky jako jsou vyvojové nastroje, databazove
dotazovaci jazyky, znaCkovaci jazyky jako je XML, HTML apod.
Zajimavéjsi pro samotnou TI jsou vSak predevs§im teoretické poznatky,
které TFJA objevila. Zakladnim poznatkem je zminény dudalni koncept
gramatiky-automatu a rozdéleni t¥id jazykti do Chomského hierarchie.
Chomského hierarchie obsahuje 4 tfidy jazykt, které lze generovat
generativnimi gramatikami. Jazyky, tedy mnoZiny slov v uréité abeced¢,
lze podle typu generujici gramatiky rozdélit. Samoziejmé, Ze s pouZitim
generativnich gramatik nelze vytvofit vSechny jazyky — tyto jazyky jsou
pak nad touto hierarchii. Pro teoretické vysledky teorie vyd¢islitelnosti je
dilezita tfida jazykd typy O a kontextové jazyky (typu 1). Jazyky
kontextové maji navic vyznam pro umélou inteligenci, konkrétné analyzu
ptirozeného jazyka. Pro aplikované oblasti informatiky maji vyznam
piredevsim jazyky bezkontextové (typu 2) a regularni (typu 3) a to pfi
definovani struktur programovacich a jinych jazykt pouzivanych v praxi.
Kromé gramatiky je dulezity zminény dudlni pojem automatu, ktery

rozpoznava slova jazyka.

11
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V Chomského hierarchii je mozné dale rozliSovat podttidy podle toho zda
jazyky lze analyzovat pomoci deterministického nebo nedeterministického
automatu. Zvlasté dilezité to je pro tfidu bezkontextovych jazykt, které
koresponduji s pouzivanymi programovacimi jazyky. Deterministické
jazyky (rozpoznatelné deterministickymi zasobnikovymi automaty) jsou
ve svych specidlnich formach jako LL nebo LR jazyky efektivné
analyzovatelné.

Vlastnosti jazykii a automatti a jejich vzdjemné vztahy jsou v TFJA
predmétem zkoumani a existuje mnoho zajimavych vysledkii ve formé
teorémt, které lze ve vétSing pripadd dokazovat pomérné jednoduse
s pomoci logickych a algoritmizovatelnych postupti.

Existuji 1 alternativni hierarchie jazyka zalozené na odliSnych pfistupech
ke generovani jazykd, z nichZ ziejmé nejznaméjsi jsou Lindenmayerovy
systémy vyuzivané napiiklad v biologii pro simulaci chovani Zivych
organismu. Teorie jazykl je dilezitou soucasti informatiky a jeji poznatky

se aplikuji nejen v informatice samotné.

1.2. Teorie vycislitelnosti a slozitosti

Teorie vycislitelnosti a slozitosti zkouma vlastnosti algoritmti a to v zasad¢
ze dvou hlavnich hledisek. Vycislitelnost se zabyva algoritmickou
feSitelnosti problémt a slozitost naroCnosti feSitelnych probléma. V roce
1936 Alan Turing, ktery je pro teoretickou informatiku kli¢ovou postavou,
formuloval svou ideu formalizace pojmu algoritmus ve formé Turingova

stroje (TS). Tato formalizace ma svij velmi jednoduchy princip
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mechanismu se vstupni potencialné¢ nekone¢nou paskou s danou abecedou
a Cteci hlavou, kterd muze zapisovat i Cist na pasce a pohybovat se po
jednom policku.

Tento velice jednoduchy formalismus s velkou vypocetni silou umoznil
formulovat pro informatiku klicové pojmy jako jsou rozhodnutelnost a
Casteéna rozhodnutelnost problému (ptip. Ize tyto pojmy aplikovat na
funkce, mnoziny ¢i jazyky). Podafilo se dokézat vlastnosti nékterych
probléml (nejznaméjSim nerozhodnutelnych problémem je problém
zastaveni). MySlenky dikazt téchto fakti jsou pomérné jednoduché, i
kdyZz netrivialni a lze je najit v literatufe [Ja97a],[Ch84],[Pa02]. Dalsimi
dilezitymi vysledky jsou vztahy mezi jazyky typu 0 a rekurzivné
spocetnymi jazyky, které spadaji také do TFJA.

Pro formalizaci algoritmu existuji dalSi alternativni notace se stejnou
vypocetni silou, napiiklad teorie rekurzivnich funkci, které je zaloZena na
n¢kolika zakladnich funkcich a operatorech, pomoci kterych Ize dospét ke
vSem rekurzivnim funkcim [Az71]. I kdyZ jde o méné pouzivanou
formalizaci, lze ji ve vyuce efektivné vyuzit. Pro technicky orientované
informatiky je vhodnad formalizace pomoci RAM stroju (resp. RASP
strojii) [Ch84], ktera je blizkéd funkénim prostfedkiim procesord. Pracuje se
sttadaci (registry) a instrukcemi, které manipuluji s témito registry —
vkladani a vybirani hodnot, s¢itani, podminénych skoki v programu apod.
Church-Turingova teze postuluje, Ze ke kazdému algoritmu Ize sestrojit
TS. Stejné tak jsou rizné formalizace algoritmi mezi sebou rovnocenné

(tj. navzajem simulovatelné).

13
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Druhou strankou je teorie slozitosti, ktera zkouma jakou naroc¢nost maji
feSitelné¢ problémy. Miuze pracovat sriznymi notacemi algoritmu, ale
zékladni myslenka spocivd ve stanoveni, za jaky Cas dava algoritmus
vysledek pfi stanoveni jednotky Casu naptiklad jako jednoho piechodu TS
(¢asova slozitost) nebo kolik prostoru spotiebuje algoritmus (prostorova
slozitost) [Ja97]. Zkouma se bud slozitost konkrétnich algoritmu
(konkrétni slozitost) nebo vlastnosti tiid (strukturalni slozitost). Dulezité je
rozliSovat slozitost konkrétniho vypoctu, slozitost algoritmu (funkci
velikosti vstupu na Cas €1 prostor) a tfidy slozitosti (mnoziny problému
fesitelné s urcitou slozitosti). Jsou definovany tiidy slozitosti s urcitym
odhadem (zanedbanim nevyznamnym faktort) jako je tfida zvladnutelnych
problémti (polynomidlni slozitosti) a velmi ndaro¢nych problémi s
exponencialni slozitosti apod.

Jsou k dispozici dikazy o vlastnostech tfid a vztazich mezi ¢asovou a
prostorovou slozitosti. TVS déale definuje pojem casov€é narocnych
problémi NP-uplnych (t€Zkych), které v praxi predstavuji piedevsim
optimalizacni ulohy jako je problém obchodniho cestujiciho nebo H-
batohu. Pomoci polynomidlni pteveditelnosti problémil 1ze dokazovat NP-
uplnost téchto problému. Pro praxi je duleZita hypotéza o P-NP problému,
ktera postuluje, Ze pro tyto NP-Uplné problémy neexistuje zvladnutelny

algoritmus (polynomialni). Toto tvrzeni vSak zatim nebylo dokazano.

Jelikoz je objem znalosti, které tato teorie piinasi piili§ velky, nebudu Vam
TVS v téchto textech predkladat. Vyhradim vSak jednu kapitolu, ve kterém

Vam encyklopedickym zpusobem zékladni problematiku podam. Bylo by
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zbytecné, abych se snazil pro tuto problematiku psat dalsi studijni oporu,
kdyz takovd opora pro distanéni studium v elektronické podobé¢ jiz
existuje. Proto Véas odkaZi na tento text [Pa02] a pouze Vam dam voditko,

které zakladni partie byste m¢li nastudovat.

1.3. Logika

Matematika pouziva logiku jako prostiedek vystavby svych teorii. I kdyz
JiZz v tficatych letech vznikly na pomezi logiky a teorie vycislitelnosti
mnohé vysledky o rozhodnutelnosti teorii (zejména diky K. Gddelovi),
vyznam axiomatickych systémt [Lu97] pro informatiku rostl od
Sedesatych let 20. stoleti diky umélé inteligenci. V roce 1965 Robinson
formuloval rezolu¢ni princip a oteviel tak cestu k automatizovanému
dokazovani vét, coz dalo podnét k vytvofeni mnoha systémd, které jsou
zaloZeny na matematické logice, resp. axiomatickych systémech logiky
[Lu95]. Bylo vytvoifeno mnoho formalizaci od ramct, sémantickych siti
pies konekcionistické pristupy neuronovych siti az k prostfedkim, které
vyuzivaji logiku v nejvétsi mife, jako je klauzularni logika. V knihach
Z obdobi Robinsonova objevu miizeme pozorovat velky optimismus
k t¢émto metodam, predpovida se automatické dokazovani védeckych teorii
S vyuzitim aparatu logiky. I pfestoze tomu prozatim tak neni a zfeym¢ ani
V dohledné dobé nebude, vyuziti napfiklad v robotice vedlo Kk tvorbé a
aplikaci mnoha funkénich systémt jako STRIPS, GPS nebo PLANNER.

JelikoZ Vase studium poskytuje velmi dobré zaklady matematické logiky i

vysSich partii z oblasti automatizované dedukce nebudeme se témito

15
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otazkami zabyvat. Pouze pro zajemce uvadim odkaz na existujici literaturu
a velmi kvalitni studijni opory Doc. Lukasové (jsou uvedeny v seznamu

literatury).
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2. Koneény automat
Cil:

Po prostudovani této kapitoly budete umét vysvétlit:

e intuitivni pojem jazyka a gramatiky, jejich vyznam v praxi a tim
ziskate motivaci pro studium

e intuitivni pojem automatu a vztah mezi jazykem, gramatikou a
automatem

Ziskate zakladni pfehled o téchto otazkach:

e teorie formalnich jazyka
e hierarchie jazyku, problém determinismu a nedeterminismu

Naucite se pouZivat:

e zakladni pojmy: abeceda, slovo, jazyk
e definice konecného automatu a budete umét podat jednoduché ptiklady

2.1. Intuitivni pojem jazyka a gramatiky

Jak jste jiz mohli ¢ist v Gvodu znate pojem jazyka a gramatiky z vlastni
zkuSenosti jiz od détstvi, 1 kdyz si to tieba neuvédomujete. Uvédomte si

nasledujici schéma:

17
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Reseny piiklad 1:

<Jednoducha ¢eska véta> ::= <Podmét><Ptisudek><Pifedmét>

<Podmét> ::= Jifi | Jan

<Pfisudek> ::= ma | idi

<Pfedmét> ::= auto | firmu

Toto schéma obsahuje pravidla, ktera vzdy polozky v lomenych zavorkach
prepisuji na posloupnosti (fetézce, uspotfadany vycet) bud stejnych
polozek v hranatych zavorkach nebo slov (symbolll). Jde vlastné o
gramatiku (soubor pravidel), jak polozky v hranatych zavorkach (muze fici
proménné) miizeme piepisovat postupné az na slova (symboly). Mlizeme

tedy timto postupem dostat naptiklad takovéto jednoduché ceské véty:

<Jednoducha ¢eska véta> -> <Podmét><Pfisudek><Predmét> -> Jifi
<Pfisudek><Piedmét>

-> Jifi fidi <Pfedmét> -> Jifi fidi firmu.

nebo

<Jednoducha deska véta> -> <Podmét><Prisudek><Pfedmét> -> Jan
<Pfisudek><Piedmét>

-> Jan m4 <Pfedmét> -> Jan m4 auto.

Tedy postupnym dosazovani za proménné podle pravidel dojdeme az na

posloupnosti, které uz neobsahuji Zadné proménné.
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Gramatika

Jazyk

Konecny automat

Priivodce studiem:

Odborné¢ se nefikd promeénné, ale netermindly (nejsou konecné -—
terminalni) a slova, ale terminaly (symboly, které se jiz nemohou dal
rozvijet). Pozor na zmateni v pojmech! Slovo je chapano v TFJA jako
véta, tedy jiz spravné utvoiena a symbol je chapén jako slovo. Napf. ,,Jan*
je zde v tomto pfipad¢ symbol a Jan tidi auto je slovo (véta)! Vidite, jak

dulezita je formalizace — jasna dohoda o pouZzivanych pojmech!

Gramatika je tedy laicky Feceno soubor vychozich symbolii, promennych a
pravidel pro vytvareni vet.

Jazykem jsou vsechny véty, které jsou vytvoreny v souladu s gramatikou.

ReSeny priklad 2:

Budeme-li uvazovat o tom, co je to jazyk, zkusme vyjit z gramatiky
zZ ptedchoziho ptikladu na jednoduchou ¢eskou vétu.

Jazyk L je pak mnozina:

L = { Jifi ma auto, Jifi ma firmu, Jifi fidi auto, Jifi fidi firmu, Jan ma auto,

Jan ma firmu, Jan fidi auto, Jan #idi firmu}
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Konecny automat

Jazyk ma tedy 8 prvkil (spravné utvoienych vét). Uvédomte si, Ze tento
priklad je velice jednoduchy. Jednoducha ceska véta se rozvinula na
posloupnost podmétu, piisudku a predmétu. Kazdd ztéchto tii
proménnych se mohla podle gramatiky rozvinout do dvou symbolt (slov).
To tedy dava 2° moznych vét. Jazyk je tedy v tomto piipadé kone¢ny,
nebot’ ma konecné mnoho prvka. Napiiklad véta Auto fidi Jan by podle
této gramatiky nepatfila do jazyka, protoze neni utvofena podle pravidel

(nedodrzuje slovosled dany prvnim pravidlem)!

V dal$im studiu se budeme zabyvat jeSt¢ mnohem jednodus$imi jazyky,
které budou sloZeny jen z primitivnich symbolt (napi. 0, 1), avSak tyto
jazyky budou casto i nekonecné, tedy budou mit nekonetné mnoho
riznych vét. Napiiklad jazyk L slozeny z vét, které obsahuji nejprve
jakykoliv (nenulovy) pocet nul a za nimi nésleduje stejny pocet jednicek je
nekonecny. Zapsano symbolicky je to mnozina: L = { 01, 0011, 000111,

...}, kde ... znaci dalSich nekonec¢né¢ mnoho moznosti.

Dalsi pojem, ktery Vam sice zatim nemohu objasnit podrobné a pfesn¢,
nebot’ pro néj zatim nemame vybudovan aparat, je automat. Automat ma
zjistovat, zda véta patii do urcitého jazyka. Napiiklad automat, ktery
zjistuje zda véta je jednoducha Ceska véta podle ptikladu 1, by pracoval
tak, ze by si vétu rozkouskoval do slov a pak zjistil zda prvni slovo je
podmét, druhé piisudek a tieti predmét. Pokud by to tak bylo, pak by

odpovédél, Ze slovo patii do jazyka.
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Konecny automat

Automat je postup (algoritmus, matematicka struktura), ktery k danému

Jjazyku rozlisuje, ktera slova do néj patri.

vvvvvv

pravidel) pro ¢esky jazyk nebo programovaci jazyk Pascal?

2.2. Zakladni pojmy teorie jazyku

Abychom mohli ve studiu TFJA pokracovat, zavedeme nejprve zakladni

definice, ze kterych budeme vychazet.

Z&kladni pojmy a definice

Abeceda

Definice 1:  Abeceda X je kone¢na mnoZina symbolii.

21
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(konkatenace)

Konecny automat

Retézec (slovo)

Definice 2:  Retézec (slovo) o prvkia z konefné mnoZiny X je
libovolna konetna posloupnost prvki této mnoZiny. Retézce
zpravidla oznacujeme Feckymi pismeny. Pocet prvki v Fetézci
udava jeho délku a oznatujeme ji |o|. Retézec, ktery neobsahuje
Zadny prvek, nazyvame prazdny ietézec a oznacujeme ho & nebo e
(nedojde-li k zaméné). Jeho délka je 0.

o = a1a2...ak18k aieX, 1 =1,2,...K; |a| =k

Pozn. Velmi dobfe znate fetézce z bézného Zivota — napt. VaSe jméno je

fetézec sloZzeny z pismen Ceské abecedy.

ReSeny priklad 3:
Méjme mnozinu ={0,1}. Retézce prvki této mnoziny jsou binarni &isla

bez znaménka. Napiiklad
o =001011 |o| =6
f=0000|B|=4

Konkatenace (zfetézeni), uzavéry mnoziny

Definice 3: Zretézeni (konkatenace) fetézed o=aiaz...ar a
B=Dbibz...bs je Fetézec af=aiaz...arbibz...bs.
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Pozn. Pro délku konkatenace ap dvou fetézcti o a B plati jap| = o] + |BI.
Dale pro konkatenaci libovolného fetézce a s prazdnym fetézcem ¢ plati

a-e=&a=ua

Konkatenace mize byt provedena také nékolikanasobné, potom
pouzivame nasledujici znaceni: o, pticemz oznaCuje konkatenaci fetézce

a. provedenou n-krat. Napiiklad (01)3 je fetézec 010101.

vvvvvv

Definice 4:  Pozitivnim uzdvérem X* konené mnoZiny prvki X
nazveme mnoZinu vSech Fetézci sestavenych z prvki mnoZiny X
bez prazdného retézce. (Uzavér Z* je spofetna mnoZina.)

Definice 5:  Uzavér £* mnoziny X navic obsahuje prazdny rFetézec &,
tj. jedefinovan £* ={eg } U X*

Pozn. Tyto uzéavéry jsou tedy vSechny mozné kombinace, jak néjakou
mnozinu mizeme prokombinovat spojenim jejich fetézct libovolné-krat za

sebou (viz priklad).

ReSeny priklad 4:
Necht mnozina prvkl je ¥ = { a,b,c } Jeji pozitivni uzavér a uzaver je

(pouze nékteré prvky — uvédomte si, ze je nekonecny!)
>*={a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,ch,cc,aaa,aab,... }

>*={e¢a,b,caaab,... }
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Jazyk

Definice 6: Necht’ je dana abeceda X, pak libovolna podmnoZina
uzavéru X* je formalnim jazykem nad abecedou X. Tedy formalni
jazyk L je definovan L < X* (pro jednoduchost budeme mluvit o
jazyce).

Specifické ptipady:

e Je-li L prdzdnd mnoZina (L = @), je to prazdny jazyk.
e Je-li L kone¢na podmnoZina, je to kone¢ny jazyk.
e Je-li L je nekone¢nd podmnozina, je to nekone¢ny jazyk.

Jazyk je tedy vybérem slov v urcité abeced¢ ze vSech moznych kombinaci
symbolii. Mlize samoziejm¢ obsahovat vSechny slova, zadné nebo nékter¢.

Je jasné, ze jazyk mize byt rizné slozity (jak jsme to jiz probiraly).

Reseny piiklad 5:
Necht’ abeceda je

>={+-012,..9}

Pak mnozina celych ¢isel je jazykem nad X.

Uvedena definice forméalniho jazyka je pro praktické pouziti ptili§ obecna.
Pouze definuje, co jazyk je, ale neposkytuje zadné prostiedky pro popis

struktury jazyka nebo zjisténi, zda urcity fetézec do jazyka patii.
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Pojmy, které jsme si pravé zavedli, Vas budou provézet celym studiem.
Pokuste se je nyni znovu projit a zkuste si pro kazdy z nich piedstavit
konkrétni piiklad, podobné jako jste je vidéli v mnou podanych piikladech.
Uvidite, Zze pokud si hned od =zacatku studia budete za kazdym
matematizovanym pojmem piedstavovat konkrétni piiklady ze Zivota,

bude pro Vas mnohem jednodus$i pracovat snimi ve slozit&jSich

kapitolach.

2.3. Koneény automat

Mluvime-li o jazyce jako mnozin¢ slov a gramatice jako o souboru
pravidel, ktera umoznuji generovat slova zjazyka, pak automat je
prostiedkem, jak zjistit, ktera slova do jazyka patfi a ktera ne.

Pokuste se predstavit si nasledujici stroj - automat. Ma péasku, na kterou
muzete zapisovat po symbolech slova, ktera chcete rozpoznat, zda patii do
jazyka nebo ne. Dale ma ftidici jednotku se stavy, které si miizete
predstavit jako zarovky, které se rozsviti, pokud je automat pravé v tom
konkrétnim stavu. Z pasky umi automat Cist pouze po jednotlivych
symbolech a nemliZze se vracet zpét na jiz piectené symboly. Je dilezité,
abyste si uvédomili, Ze automat si nemlze nic pamatovat. Vzdy vidi jen
jeden symbol ze zkoumaného slova. Déale automat vi, jak reagovat na
situaci pokud je v né¢jakém stavu a na pasce vidi urcity symbol. Vzdy je
pak vysledkem takové akce pfechod do néjakého stavu (miize jit i o stejny

stav). Nakonec ma automat k dispozici informaci, ve kterém stavu ma
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zaCit a ktery stav je koncovy (nebo vice stavll) a pokud se dostane do
takového stavu, pak je slovo z jazyka.

Podivejme se na piiklad:

010101...... Paska se zkoumanym slovem

Ridici jednotka mé kruhové symboly (stavy),
které se béhem prace automatu mohou stavat

aktivni (pfi zacatku Cteni slova je aktivni stav

dn ktardhn vetiiniiia &inka) knnernn7 ctav ie

A nyni si znazornéme automat v ¢innosti. Postupné nacteme slovo 0101 a

vzdy zvyraznime ten stav, ktery je pravé aktivni. Ve ¢teném sloveé pak




Konecny automat

bude zvyraznén ten symbol, ktery bude praveé precten.

Pocatecni situace — automat zacina svij vypocet a je praveé ve stavu qo a

chysté se predist ze slova 0101 prvni symbol.

Automat piecetl prvni symbol 0 ze

slova 0101 a podle definovaného

pfechodu se stal aktivni stav q1

Po ptecteni symbolu 1 ze slova se
> ql
\ automat dostal opét do stavu Qo.
Ve slové nyni nasleduje dalsi

symbol 0 - 0101
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Konecny automat

Automat je opét ve Stavu Q1 a
zbyva precist posledni symbol
slova 0101

V posledni fazi vypoctu jiz neni
=@ symbol, ktery by se dal z pasky
ptecist. Proto zbyva zjistit, zda se

automat dostal do stavu, ktery je
e. 01 koncovy — ma vystupni Sipku. Je

tomu tak, proto fikame, ze automat slovo 0101 rozpoznal — pfijal.

Jak vidite, princip tohoto typu automatu neni nijak slozity. Doufam, Ze jste
pochopili, jak se z pocate¢niho (vstupniho) stavu postupné dostava do
jinych pomoci ¢teni jednotlivych symbolti na pésce. Uvédomte si, Ze
automat precte celé slovo a pak je otdzka, zda skoncil ve stavu koncovém
nebo ne. Pokud ano, slovo patii do jazyka, ktery automat umi rozpoznavat.

Tedy miizeme hovofit o slovech, které automat rozpoznava (patii do
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Konecny automat

jazyka rozpoznatelného timto automatem) a které ne. Zkusme spolu

uvazovat o jaky jazyk v tomto konkrétnim piipadé jde.

Pokud se blize na automat podivate, pak uvidite, Ze pokud dostava na
pasku slova, ktera obsahuji pfesné za sebou sled symboli 01, pak se
pohybuje mezi stavy go a qi1. Pokud by vSak dostal po symbolu 0 dalSi
symbol nula, pak skoncil ve stavu qo, ze kterého by se uz pak nemohl
dostat jinam, protoze piechod na 0 i 1 ze stavu q2 vede opét do q2. Stejna
situace nastane, pokud se po symbolu 1 bude ¢ist dalsi symbol 1. Stav gz je
V podstaté jakasi ,,Cerna dira®, kterd se stard o situace, které nastanou ve
slovech, kterd nechceme pfijmout. TakZe tento automat piijima slova,
ktera jsou libovoln¢ krat zietézenym slovem 01. A vSimnéte si, Ze
rozpozna i slovo, které neobsahuje nic (tedy prazdné slovo), nebot
pocatecni stav qo je zadroven koncovym.

ZapiSme tedy jazyk, ktery automat rozpoznava do matematického zapisu.

L={ (01" n>0} (jinak feCeno, automat rozpoznava ta slova, ktera

obsahuji posloupnosti 01 v libovolném mnozstvi za sebou)

Uvédomme si, Ze automat také nemusi v ur¢itém kroku mit definovano, do
jakého stavu jit, nebo mlZze mit vice moznosti. Pak hovoiime o
nedeterministickém automatu. S pojmem nedeterministicky se budeme
setkdvat 1 u dalSich typt automatli. Nedeterministicky by se dalo volné
ptelozit jako takovy, ktery nemutze v ur¢itém okamziku jednoznacné ur€it,

co délat.
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Abychom nemluvili pouze o odtazitém piikladé se symboly nula a jedna,
zkuste si predstavit napiiklad automat na kavu. Asi jste s nim jiz vSichni
piisli do kontaktu a vhazovali do né& mince, az jste se dockali svého
oblibené¢ho napoje. Nedélali jste vlastné nic jiného nez Ze jste konecnému
automatu davali na vstupni pasku symboly — mince o ur¢ité hodnoté. Stavy
Vv tomto ptipadé urcuji, kolik jste jiz do automatu vhodili penéz (pocatecni
stav je 0 K¢, koncovy je cena napoje). Pokud bychom to ilustrovali jako na
predchozim (matematickém piiklad€), pak muzete sledovat popis takového

automatu na obrazku. Sipky mezi stavy reprezentuji prechodovou funkci

mezi nimi — tedy jakou minci jsme vhodili (miZete vhodit minci 1 K¢, 2
K¢ nebo 5 K¢).

Napoj
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Konecny automat

Jesté nez ukonc¢ime tuto kapitolu, zavedme si definici kone¢ného
automatu, se kterym jsme se nyni seznamili intuitivné. Vim, Ze
matematické definice pro Vas budou obtizné, ale pokuste se je prosim
pochopit. Nestudujte text dal (dalSi kapitoly), pokud si nebudete jisti, Ze se
V matematicky vyjadfené definici vyznate a chapete jeji smysl. Za
vlastnimi definicemi najdete také pomucku, jak docilit pochopeni téchto

formalnich pojmu.

Koneény automat (deterministicky) - KA

Definice 7:  (Deterministickym)  koneénym ___automatem  (DKA)
nazyvame kaZdou pétici A =(Q,X,8, qo, F), kde

- Q je konefna neprazdna mnoZzina (mnozina stavii, stavovy prostor )

- X Kkonefna neprazdna mnoZina (mmnoZina vstupnich symboli,
vstupni abeceda )

- & je zobrazeni Q xX — Q (pi‘echodovd funkce )

- Qo € Q (pocdtecni stav, inicidlni stav)

- F < Q (mnoZina koncovych stavii, cilova mnoZina ).

Prechodovou funkci 8:Q%X — Q kone¢ného automatu A =(Q,Z,5, qo, F)
rozsitime na zobecnénou pirechodovou funkci §:Qx=" — Q nasledovné:
§°(q.e)=q, vq € Q

5°(q,wa)=5(5"(qw),a), Vg e Q,w e X", a e .
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Pozn. Zobecnéna piechodova funkce neni opét nic slozitého — jde o
rozsifeni, které umoznuje zkoumat, kam se dostaneme z urcitého stavu na
slovo (tedy n¢kolik symbolii misto jednoho). Definici si lépe prectete,
pokud si vzpomenecte na funkci faktorial. Zfejmé jste v programovani
konstruovali algoritmus této funkce pomoci rekurze. Vite, Ze faktorial(n) =
n * faktorial(n-1) a faktorial(0) = 1. Pfesné toto fika definice pro tuto
zobecnénou funkci. Tedy, ze problém ptfechodu na slovo lze rozlozit na
problém piechodu na posledni symbol slova (coz umime podle obycejné
piechodové funkce) a pak jen staci zbytek slova fesit stejnym postupem, az
dojdeme na prazdné slovo. Prazdné slovo odkudkoliv nemiiZe zpiisobit nic

jiného, nez Ze se zustane ve Stejném stavu.

Jazykem _rozpozndvanym __koneénym _automatem A, pak nazveme

mnozinu L(A)={ wjw € =" A 8"(qo,w) € F }.

Rekneme, 7e jazyk L (nad abecedou X) je rozpoznatelny konelnym

automatem , jestlize existuje koneény automat A takovy, Ze L(A)=L.

Konec¢né automaty reprezentuji vyse uvedené mnoziny a zobrazeni. Kromé
prechodové funkce by mélo byt pro Vas pomérné jednoduché pochopit, co
jsou jednotlivé mnoziny. Piechodova funkce urcuje, do jakého stavu se
piechazi na dany symbol a aktualni stav. Proto ma strukturu danou
kartézskym soucinem v definici (osvézte si pojem kartézského soucinu

z teorie mnozin).
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RozliSujte prosim, co je jazyk rozpoznévany a rozpoznatelny!

Rozpoznavany je jazyk konkrétnim automatem — jde o slova, kterd ho
dostanou do koncového stavu. Tedy napiiklad u naseho automatu na kavu
jde o vSechny posloupnosti, jak 1ze do néj vhodit mince o celkové hodnote

5 K& (napt. posloupnost 1K¢, 2 K¢, 2 K¢, a dalsi)

Rozpoznatelny je jazyk tehdy, pokud k nému vibec lze sestrojit KA.
Rikali jsme, Ze jazyky jsou rtizné slozité. Napf. pro jazyk Pascal byste
nedokazali sestrojit takovy automat (jenz by skoncil v koncovém stavu pro
programy spravné napsané), protoze na to je jazyk pfili§ slozity. Jak
uvidime v pokrocilych kapitolach, je koneény automat piili§ ,,slaba“

formalizace na takovy jazyk jako je Pascal.

Moznosti reprezentace konecného automatu (zptisobu zapisu):

- zapis vyctu jednotlivych prvki pétice koneéného automatu
- tabulka

- stavovy diagram

- stavovy strom

Reseny piiklad 6:
M¢jme konecny automat A=(Q,%,5, qo, F)
Q={q0,91,92,0s}, £ = {0,1}

(00,0)=qo, 5(qo,1)=02
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Konecny automat

8(01,0)=01, 8(qs1,1)=03
8(02,0)=01, 8(q2,1)=03
8(03,0)=0s1, 8(qs,1)=0
F={91,02}

Tabulka
Reprezentace KA A tabulkou:
o\ 0 1
— 0o o 02
< |01 1 03
< 102 d1 03
(0F] 1 03
Stavovy Reprezentace KA A stavovym diagramem:
diaaram
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e i

qo
0 0
1 1
1 Y 1

Reprezentace KA A stavovym stromem:

do
O
() 1
i o (2
0 1
71 o 43
35
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Konec¢ny automat (nedeterministicky)

Definice 8:  Nedeterministickym __konecnym ___automatem  (NKA)

budeme nazyvat pétici A =(Q,X,5, I, F) , kde

Q a X jsou po Fadé neprazdné mnoZiny stavi a vstupnich symboli,
3:QxX > P(Q) je prechodova funkce (P(Q) je mnoZina vSech
podmnozin mnoziny Q).

I < Q je mnoZina pocatecnich stavii a F < Q je mnoZina koncovych
stavi.

Poznamka: O dosavadnim konecném automatu budeme hovofit jako o

deterministickém. V§imnéte si dvou zdkladnich rozdili:

NKA uz nemusi zacinat jen v jednom pocate¢nim stavu, ale mize jich
mit nékolik (muze si ,,vybrat* kde zacit)

pfechodové funkce je zobrazenim do potenéni mnoziny, tedy mnoziny
vSech podmnozin; ze stavu se na symbol miize jit nejen do jednoho
stavu, ale do libovolného poctu (podmnoziny) nebo i nikam (do
prazdné podmnoziny)

Reseny piiklad 7:
Pfiklad nedeterministického koneé¢ného automatu:
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a,b

o
/4 5 6

Nedeterministicky automat reprezentovany tabulkou:

o\* a b
-1 1,2 1
2 3 —
<«— B 3 3
—> 4 4,5
5 6 -
6 — 7
<«— |7 — —
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Neformalné: NKA pfijima slovo w pravé tehdy, kdyz existuje cesta z
néjakého z pocateCnich stavit do né&jakého koncového stavu, jejiz
ohodnoceni je rovno w. Vtom je potiz nedeterminismu — vy jako
informatici, pro které je zdkladnim mySlenkovym principem feSeni
problému algoritmus, budete mit spochopenim této véty problém.
Nedeterminismus totiz vyzaduje pouze, aby feSeni existovalo. Cest, pies
které¢ se NKA miize dostavat z pocatecniho stavu do koncového muze byt
mnoho. Je to jako pro Vas opét znamou hru Sachy. Vite, Ze v ni je
obrovské mnozstvi variant, jak hra mize probihat. V kazdém kroku mate
nékolik moznosti, kterou figurkou a kam tdhnout. Pfesto nevite, zda
zrovna tato Vase volba Vam nakonec zajisti vitézstvi. U automatu jde o
néco podobného. ,,Nezajima“ nas, jak si tuto hru automat rozehraje, ale
pokud Sance na vitézstvi existuje (slovo bude rozpoznano), pak nam to

sta¢i na tvrzeni, ze vyhrat lze.

Definice 9: Pro NKA A =(Q.X8, |, F) definujeme zobecnénou
pitechodovou__funkci 8 :P(Q)xZ" — P(Q) nasledujici rekurzivni
definici:

1. 8"(K,e)=K VK € P(Q) (tedy K c Q)

2. 8" (Kwa)=Ug e s kwd(g,a) VK e P(Q),w e 2", a € .

Slovo w € X7 je piijimdno NKA A, jestlize 8" (1,w)NF = &.

Pozn. Definice této funkce je v tomto piipad¢ slozitéjsi. Uvédomte si, Ze

vysledkem klasické ptechodové funkce je mnozina stavi, nikoliv jen jeden
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stav. Proto se musi prochazet vSechny a je nutna operace sjednoceni

vysledkd.

Jazyk L(A) rozpoznavany NKA A je mnoZina vSech slov pFijimanych
automatem A. (L(A)={w € 2" | &"(1,w) N F = J})

Jazyk L je rozpoznatelny NKA, pravé kdyzZ existuje NKA A takovy, Ze
L(A)=L.

Poznamka: Slovo w=a; az... an (ai € X) je tedy pfijimano NKA A pravé
tehdy, kdyz existuje posloupnost g1 Qz... On+1 stavll z Q takova, ze qu € |,
gn+1 € F, aprovsechnai € {1,2,...n} je gi+1 € 8(Qi,ai). Specialné e € L(A)
prave, kdyz InF = &.

Jazyk rozpoznavany konecnym automatem

Definice 10: Vstupni slovo w=XiXz...xmeX* je rozpoznavano
nedeterministickym nebo deterministickym koneénym automatem
A, jestliZe existuje posloupnost stavi qo,qi1,qi2,...,gim takova, Ze:

gik € &(Qik-1,Xk)

v pripadé nedeterministického automatu nebo
ik = 8(Qik-1,Xk)
v pripadé deterministického automatu a gimeF (stav, ve kterém

automat skoncil ¢innost, je koncovy stav).
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Mnozina vsech slov w €X’, jeZ jsou rozpoznavana (p¥ijata) automatem

A, tvori jazyk rozpoznavany automatem A. Oznacujeme ho L(A).

Jazyk rozpoznatelny kone¢nym automatem

Definice 11: Rekneme, Ze jazyk L (nad abecedou X) je rozpoznatelny
koneénym automatem , jestlize existuje kone¢ny automat A takovy,
Ze L(A)=L.

Reseny piiklad 8:

L={w e {a,b}"|w konéi ba nebo bab}

je jazyk rozpoznatelny kone¢nym automatem (3Az; L(A1)=L):

Automat Az1:
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Konecny automat

V matematickych definicich se nyni pokusime ud¢lat jasno. Vidite, ze
kone¢ny automat, ktery jsme poznali v jeho intuitivhi podobé, je ve
formalizované podob& matematickou strukturou — pétici, ktera ovSem
reprezentuje popsané slozky automatu, ktery jsme si piedstavovali jako
konkrétni stroj, ktery byste si tfeba sami mohli sestavit doma v diln¢. Ta
petice obsahuje stavy (zarovky), abecedu symbolil (pismena na vstupni
pasce), pocatecni stav (tedy oznaceni toho, od které¢ho se zacina vypocet
stroje, mnozinu koncovych stavi (tedy takovych, ve kterych pokud
automat skonci, pak ¢tené slovo je pfijato). Nejdilezitéjsi je prechodova
funkce, ktera ma jako argument aktudlni stav a cetny symbol a k nému
zobrazeni dadva novy stav (resp. celou mnozinu stavi u
nedeterministického automatu). Kartézsky soucin tedy udava co se

zobrazuje na co (stavy a symboly na stavy).

V daldi kapitole se budeme rozdilu mezi nedeterministickym a
deterministickym automatem zabyvat detailn¢. Pokuste se do dalsi lekce
promyslet, jak by vypadala a chovala se sada ,zarovek™ (stavil) u
nedeterministického automatu. Tedy napftiklad, co by se stalo, kdyby bylo
moZné se ze stavu qo do g1 a (2 zaroven (viz nasledujici obrazek popisujici

piechody automatu).
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Konecny automat

A 4

g1

Pokud budete chtit s automaty pracovat, pievadét je, upravovat, je vzdy
nutné mit presnou matematickou formulaci. Pfesto se snazte i za témito
formulacemi vidét konkrétni piiklady. Vzpomerite si na zndmou ulohu
z matematiky, kdy mate dva proti sobé jedouci vlaky, riznymi rychlostmi
a vy mate urcit, kde nebo kdy se stfetnou. Jisté vite, jak jednoduché je
tento problém vyftesit, pokud jej formulujete ve formé rovnic a feSite
naucenym zpusobem tyto rovnice jako manipulaci se symboly. Pfesné to je
i ptipad této formalizace. Jde o to, abyste problémy z ,realného Zivota“
uméli vyfeSit dokazatelnymi a piesné¢ formulovanymi (algoritmickymi
postupy). Zamyslete nad tim a pochopite, Ze formalizace neni tak

samoucelna, jak se mlze na prvni pohled zdat.

Kontrolni ukoly:

Ukol 1: Mé&me slova u=0010=0%1%0t, v=11000=120°%, u,v e {0,1}". uv=2,

vu=?, uw=?, =2, v}=2, v?=2, |v| =2, |u| = ?, V*| = 2, [u}| = ?

42
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Ukol 2: Mé&jme abecedu > = {0,1} a jazyky L1={0110,10}, Lo={e}, Ls=,
Ls={0"1"; n > 0}, Ls={a"01; n > 1}, Le={aa,a}, Ly={b%ac; k > 0}. Urdete,
zda jazyky L1, Lo, L3, L4, Ls, Ls, L7 jsou jazyky nad abecedou .

Ukol 3: Vezmé&me konecény automat:

0
N 0 Pl
g Fa== R 4
0 0
1 1
' 1 B

Vycislete pomoci zobecnéné prechodové funkce do jakého stavu se
automat dostane v nasledujicich ptfipadech:

8"(00,011001)=?

5(g2,011001)="
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ReSeni 1:

uv=001011000, vu=110000010, uvv=00101100011000,
u*=001000100010, v!=11000, v*=1100011000, |v| = 5, |u| = 4, |v?| = 10,
U3 =12.

Reseni 2:

L1={0110,10} je jazyk nad abecedou X (dvouprvkovy).

Lo={e} je jazyk nad abecedou ¥ obsahujici pouze prazdné slovo.

L= je prazdny jazyk nad abecedou X.

Ls={0"1"; n > 0} je jazyk nad abecedou X obsahujici slova sudé délky,
skladajici se ze dvou tusekil stejné délky, z nichZ prvni obsahuje pouze
symboly 0 a druhy pouze symboly 1.

Ls={a"01; n > 1} neni jazyk nad abecedou X (ale je jazykem nad abecedou
{a,0,1}).

Le={aa,a} neni jazyk nad abecedou X (ale je jazykem nad abecedou {a}).
L;={b%akc; k > 0} neni jazyk nad abecedou X (ale je jazykem nad
abecedou {a,b,c}).

ResSeni 3:

8"(00,011001) = 8(5(00,01100),1) = §(5(57(q0,0110),0),1)=
=5(8(8(8"(00,011),0),0),1) = 8(8(8(8(87(q0,01),1),0),0),1)=
=3(3(8(8(8(87(q0,0),1),1),0),0),1) = 3(8(8(8(5(8(8"(qo,€),0),1),1),0),0),1)=
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=3(8(8(8(8(8(q0,0),1),1),0),0),1) = 8(8(3(8(5(qo,1),1),0),0),1)=
=3(8(8(8(92,1),0),0),1) = 8(5(8(q3,0),0),1)=

=8(8(q1,0),1) = 8(q1,1)=03

87(02,011001) = §(57(q2,01100),1) = §(5(57(92,0110),0),1)=
=8(5(8(5"(q2,011),0),0),1) = 8(8(8(5(87(02,01),1),0),0),1)=
=8(5(8(5(8(87(02,0),1),1),0),0),1) = 8(8(3(8(5(8(8"(q2,€),0),1),1),0),0),1)=
=8(5(8(5(8(8(02,0),1),1),0),0),1) = 8(8(5(8(5(q1,1),1),0),0),1)=
=8(5(8(5(qs,1),0),0),1) = 8(8(5(qs,0),0),1)=

=8(8(q1,0),1) = 8(q1,1)=03

wewr

- JAZYK, GRAMATIKA, AUTOMAT

- slovo, abeceda, zietézeni, uzavéry mnoziny, formalni jazyk

- deterministicky kone¢ny automat

- nedeterministicky kone¢ny automat

- ptfechodova funkce, zobecnéna piechodova funkce

- jazyk rozpoznavany a jazyk rozpoznatelny kone¢nym automatem

- reprezentace KA: vycet matematické struktury, tabulka, stavovy
diagram, strom

Ukoly a otazky k textu:
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Je deterministicky kone¢ny automat specidlnim piipadem

nedeterministického nebo naopak?

Muzete pro konecny jazyk napsat vzdy kone¢ny automat?

Sestrojte a zapiSte vSemi zpusoby, které jste se naudili

kone¢ny automat reprezentujici automat na jizdenky

s nasledujicimi vlastnostmi:

- piijima mince v hodnoté 1 K¢, 2 K¢, 5 K¢

- vydava jizdenky, bud’ pro déti za 3 K¢ nebo za 7 K¢
pro dospélé



Deterministické a nedeterministické kone¢né automaty

3.Deterministické a nedeterministické
konecné automaty

Cil:

Po prostudovani této kapitoly si uvédomite:

e rozdil mezi DKA a NKA

Naucite se:

vytvaret automaty pro zadané jazyky

zjiStovat jaké jazyky automaty rozpoznavaji

prevadét NKA na DKA

vlastnosti jazykl rozpoznatelnych DKA a NKA a jejich dokazovani

V piedchozi kapitole jsme se sezndmili s kone¢nym automatem a jeho
deterministickou a nedeterministickou verzi. Vidéli jsme, ze rozdil mezi
nimi spociva predev§im v moznosti pfechazet z jednoho stavu do vice
stavii (nebo zadného) na symbol u NKA. Kazdy NKA lze ale pomoci
postupu, ktery se naucite, pievést na deterministicky. Pokud jste se
zamysleli nad tikolem na konci kapitoly, dospéli jste zfejmé k poznéni, Ze
»zarovky“ (jak jsme velmi zjednoduSené pojmenovali stavy) budou
Vv piipadé automatu z piikladu svitit soucasné. Co z toho ale vyplyva? Asi
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Vas také napadne, Ze bychom mohli nahradit n€kolik sviticich zarovek
jednou, ktera by svitila za urcitou rozsvicenou ¢ast zarovek — tim bychom
mohli odstranit vSechny moZzné kombinace rozsvicenych Zarovek
v piivodnim NKA a ziskat tim automat, ktery uz nebude obsahovat vice
sviticich zarovek najednou. Prosté¢ pokud mame jako v piikladé aktivni
stavy Qi i g2 , pak je nahradime v novém automatu stavem {qi,g-}, ktery
bude tuto situaci reprezentovat a ptitom bude novym jednim stavem — tedy
je to jakysi makrostav, ktery muze obsahovat vice moznych aktivnich

stavu z vychoziho NKA.

3.1. Konstrukce automati pro zadané jazyky

Zakladnim dkolem je pro Vas sestrojeni automatu, ktery rozpoznava jisty
jazyk. Samoziejmé jsou i jazyky, pro které to nelze provést, ale nyni se
soustfedme na jednoduché jazyky. Uvidite, Ze mnohdy je mnohem
jednodussi sestrojit NKA pro zadany jazyk nez DKA. U DKA totiZ musite
do vSech detaili promyslet, na jaky stav se ma piejit na vSechny symboly.
Zatimco u nedeterministického automatu se mtizete soustiedit jen na to ,,co
ma dé¢lat” a nemusite promyslet, co se ma stat, kdyz automat ,,déla néco co

dé¢lat nema*. Podivejme se na priklad, ktery to vysvétli:

ReSeny priklad 9:
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Mgéjme jazyk L={w e {a,b}’|w konéi symbolem a}. Navrhnéte koneény

automat, ktery rozpoznava jazyk L.

Pokusme se nejprve navrhnout deterministicky automat:

o
[S)
|
A\ 4

g1

A nyni nedeterministicky automat:

a

a,b
Vidite, Ze nedeterministicky automat je mnohem jednodussi. Ve stavu qo

nacita libovolny symbol a na konci slova ,,uhodne®, ze ma piejit do q1, jen
pokud je posledni symbol ,a‘. V tom spociva sila nedeterminismu, i kdyz
z algoritmického hlediska je tato situace nepiipustna. Naucime se vSak
prevadét jakykoliv nedeterministicky automat na deterministicky a diky
tomu budete schopni navrhovat automaty i pro velmi slozité problémy.
cykli symbol ,b‘, nebot’ slovo ma koncit na ,a‘. Pokud je nalezen symbol
,a‘, ptejde se do koncového stavu qi. Jenze co kdyz jesté nejde o posledni
symbol? Pak je tfeba se vratit bud’ se vratit do go, pokud pftisel symbol ,b‘
nebo setrvat v koncovém stavu, prisel-li symbol ,a“.
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Deterministické a nedeterministické kone¢né automaty

V této kapitole se pokusime rozebrat nékteré vybrané ulohy, se kterymi se
muzete potkat pii konstrukci automatu. Budeme je navrhovat jak
deterministicky, tak nedeterministicky. V piisti podkapitole si ukaZzeme,
jak se da kazdy NKA na DKA pievést. Kdyz na cvieni pracujeme se
studenty prezencniho studia na téchto prikladech, stava se, Ze néktefi
studenti jdou ,,cestou nejmensiho odporu“ a navrhnou si nejprve NKA,
ktery pak timto postupem pifevedou. Né&ktefi naopak nad problémem
dlouho uvazuji a navrhnou rovnou DKA (coz je t&éz§i). Nekteti to zkouseji
a nejde-li jim to, vydaji se jednodussi cestou. Nemohu Vam dat presny
recept, ktery zplsob pouzivat. Zalezi to na Vasem zplsobu myslent,
trpélivosti — je to spiSe psychologicka otazka. Mohu Vam fict, Ze ja sam
vétsinou jednoduché piiklady napisi pfimo jako DKA, ale ve slozitéjSim
piipadé se mi Casove 1épe osvédCuje navrhnou jednodusSeji NKA a ten si
ptevést. Opravdu zdlezi na konkrétnim ptipadé€. Na druhou stranu pokud se
pokousSim pfimo navrhnout DKA, je to velmi dobré mentéalni cviceni —
rozviji schopnost prozkoumat mozné situace, do kterych se dostane

automat a oSetiovat je.

Reseny piiklad 10:

Resme problém, jak sestrojit automat, ktery rozpoznava jazyk z abecedy

{0,1}, pticemz slova z jazyka obsahuji pocCet symboll 1, ktery je dé€litelny
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3 nebo 0. Tedy L = {¢, 0, 00, 000, ...., 010101, 111, 0111,001101, 111111

Takovy automat by mél vyjit z pocate¢niho stavu, ktery by mél byt
zaroven vystupni (slovo nemusi obsahovat Zadny symbol), také nés vSak
nezajima kolik je ve slové symbolu 0, takze v tomto stavu na symbol 0
muzeme zustavat. Pokud ptijde symbol 1, pak takové slovo uz neobsahuje
pocet delitelny 3. Proto musime piejit do stavu jiného (nekoncového). To
samé plati, i pokud se vyskytne dalsi 1. Pfijde-li vSak tfeti symbol 1, pak je
toto slovo opét zjazyka a automat by mél piejit do stavu koncového.
Jelikoz je vSak zbytecné toto feSit novym stavem (je to stejnd situace jako
na zacatku), vratime se do pocateCniho stavu a cely pribéh se muze
opakovat do nekonecna. Béhem celé cinnosti (vypoctu) automatu
»ignorujeme* symboly 0, protoze jejich pocet je nedilezity. Ignorovanim
se mysli, Ze se na n¢j nemeéni stav. A nyni jak se tato uvaha prakticky

realizuje:
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3.2. Algoritmus prevodu NKA na DKA -
stromovy algoritmus

Abychom mohli provadét pievody automatii, které vytvoiime jako

nedeterministické mame Kk dispozici ptesny postup, jak kterykoliv NKA

pfevést na DKA. Spociva pfesn€ na principu, ktery jsme jiz zminovali.

Tedy vytvafime z plivodniho automatu podmnoziny stavi, do kterych se
1ze dostat na urcity symbol. To znamend, Zze mame li automat, ktery se
dostane z qo, jak do Qo I 1, pak vytvofime na tento symbol podmnozinu
{Qo, q1}. Takto konstruujeme vlastné strom, jenZ nam pak reprezentuje
novy automat, ktery je jiz deterministicky. Pozor! Tento stromovy
algoritmus budeme pouZivat s mirnymi obménami i u dal$ich pfevodu,

jako je sjednoceni ¢i prunik automatd. Vénujte mu proto velkou pozornost.

Algoritmus (stromovy):

@ Na tento pfevod lze pouzit podmnozinovou stromovou konstrukci. Mame

nedeterministicky  automat =~ A:1=(Q,%Z,51,1,F1).  Chceme  sestrojit

Stromovy
algoritmus 52
NKA -> DKA
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deterministicky automat A>=(Q2,Z,52,00,F2), ktery bude pro kazdou dvojici

stav-symbol obsahovat pravé jeden piechod narozdil od As.

Proces prevodu:

1.

2.

Vytvofime mnozinu, kterd bude kofenem stromu a bude obsahovat
vSechny stavy z I (vSechny poc¢atecni stavy automatu Az).
Sestrojime vétev s oznaceni symbolu a uzel Ai, pro kazdy symbol
abecedy (tedy uzlii a vétvi bude tolik, kolik je symboll abecedy).
Obsah kazdého uzlu vytvoiime tak, ze vezmeme vSechny stavy
z nadfazené¢ho uzlu a zjistime, kam mohou na dany symbol
abecedy pirechazet. Vysledny uzel tedy bude opét podmnozina
vznikla sjednocenim vsech téchto piechodu.

Postup z bodu 2. aplikujeme na vSechny nové vzniklé uzly, které
bude povazovat za nadifazeny uzel (podobné jako ten z bodu 1.) a
vznikat tak bude vzdy novy podstrom celého stromu, ktery vychazi
zZ kotene. Vyjimkou jsou podmnoziny, které¢ se jiz nékde ve stromé
vyskytuji. Na tyto jiz se vyskytujici podmnoziny se nebude znova
aplikovat bod 2., ale tyto se stanou koncovymi uzly (listy stromu).
Pozn.: Pozor! Podmnozina je jednoznacné urCena pouze svymi

prvky, nikoliv jejich potadim. napf. {q1,03,05} a {03,q1,05} jsou
stejné mnozZiny!

Cely postup vytvafeni stromu je kone¢ny, protoZe mnoZina ma
kone¢né¢ mnoho prvkd (automat je kone¢ny!) a tedy i mnoZina
vSech podmnozin je konec¢nd. Vytvareni uzla podle bodu 2. skonci,
kdyzZ jiz nevznikne Zadna nova podmnozina.

Po wvytvofeni stromu ozna¢ime kazdou podmnozinu symboly
qu,...,0k, které budou stavy automatu A,. Oznaceni musi byt
jednoznacéné (tedy kazda unikatni podmnozina ma rizné oznaceni
nez vSechny ostatni). PocateCnim stavem Az bude podmnozina,
ktera je kofenem stromu. Koncovymi stavy A> budou ty
podmnoziny, které obsahuji n€ktery z koncovych stavii automatu
Ai.

Sestavime prechodovou funkci, takze ve stromu zjistime vSechny
mozné dvojice — nadfazena podmnozina g, vétev se symbolem a,
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K ni pfislusi podfizena podmnozina na dolnim konci vétve gj-.
Z téchto udaju sestrojime 62(Qic,a) = q-.

Pozn.: Pokud pfi tvorbé uzlu podle bodu 2. nenajdeme zadny piechod
na za&dny ze stavii v nadfazené podmnozin¢, pak vznikd prazdna
mnozina. Tato prazdna mnozina je stavem, ktery oSetiuje chybovou
situaci v automatu (,,zaseknuti“ nedeterministického automatu).
Z prazdné mnoziny se logicky piechazi na vSechny symboly abecedy

op¢t do prazdné mnoziny, kterd nemtize byt vystupni.

Reseny piiklad 11:

M¢jme NKA Aj, ktery rozpoznéva jazyk L = {(01)" , n> 0}.

A1 = ({01,902}, {0,1}, 6, go, {do}), kde

8(do, 0) = q1, 8(q1, 1) = o

Stavovy diagram NKA vypadé takto (nemé urceno kam jit na vSechny

om0

T

symboly a tudiZ neni deterministicky):
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<{qo}
7 I
A/{ou}\A {3}
{3} {a}

Ozna¢ime mnoziny takto: {qo} =ro, {q:i} =r1, { } =r2.
Pak qo = ro, F2 = {ro},
82: (ro, 0) =r1, (ro, 1) =12, (r1, 0) =12, (r1, 1) =ro, (r2, 0) =12, (r2, 1) =12

Vysledny deterministicky automat zapsany stavovym diagramem:

Reseny piiklad 12:

vvvvvv

nedeterministicky automat pro jazyk z abecedy {a,b}, ktery obsahuje slova

s vyskytem podslova aa nebo slova, kterd kon¢i na bab. Pro jednoduchost
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navrhu mizeme automat zapsat jakoby do dvou podautomatti, kde kazdy
z nich rozpoznava slova s aa a slova kon¢ici na bab. Nas celkovy automat
potom mé dva vstupni stavy — 1 a 4 a mize si nedeterministicky ,,vybrat® —
»uhadnout”, kterym podautomatem se ma vydat. Tento NKA je na

nasledujicim obrazku.

a.b a.b

a a Al

|
1 b a b

Nyni spomoci stromového algoritmu pievodu na DKA vytvofime

deterministickou verzi.
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Postupnym prochdzenim podmnozin jsme vytvoiili strom DKA. Nyni

{1‘/ I b a \\\* b
{1,2,3,4}{1,3.4, 5} {1,2,3,4} ({1,4,5,7}
/ Jh ”/d/'// &h

{1,2,3,4,6}{1,3.4,5 {1,2,4,6} {1,4,5}

mtizeme tento strom piepsat do libovolné reprezentace KA, napi. do

tabulky:

Oznacime podmnoziny nasledovné:
A={1,4}B={1,2,4},C={1,4,5},D={1,2,3,4},E={1,2,4,6},F={1,3,4,5},
G={1,45,7}H={1,2,3,4,6},1={1,3,4,5,7}

S7



Deterministické a nedeterministické kone¢né automaty

Vystupni stavy jsou ty, které obsahuji alespoii jeden vystupni stav

Z ptivodniho NKA: D,F,G,H,I

o\ a b
—IA IB C
(B D C
C E C
« D ID F
E D G
<— H F
— |G E C
— H ID [
— |l IH F

Ukol Kk textu: Piepiite tento DKA do formy stavového diagramu a
proved’te vypocet podle prechodové funkce pro slova — baaaa, abba, baba,
abab a zkontrolujte — zdivodnéte, ze automat opravdu rozpoznava stejny

jazyk jako NKA.
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wewrs

Nejdilezitéjsi probrané pojmy:

- stromovy algoritmus pfevodu NKA na DKA
- ekvivalence jazyki rozpoznatelnych NKA a DKA + diikaz Z

Kontrolni otadzka:

Miize existovat jazyk, ktery rozpoznava n¢jaky nedeterministicky konecny
automat, ke kterému bychom nemohli sestrojit deterministicky kone¢ny

automat?

ReSeni:

Takovy jazyk existovat nemiize, nebot’ zndme postup jak kazdy NKA J‘g—fl
pfevést na DKA.

Ukol k textu:

Sestrojte DKA rozpoznavajici jazyk L={w e {a,b}"|w konéi symbolem ,a*

nebo obsahuje ,bab‘}.
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Korespondenc¢ni tikol:

Cast 1:

Méjme jazyk L1, ktery je tvofen aritmetickymi vyrazy s operacemi
sCitani a nasobeni a jedinym moznym operandem, kterym je
symbol X. Jazyk L1 nepfipousti pouzivani zavorek tedy do jazyka
patfi napf. vyraz X*X+X do jazyka patfi a vyraz (X+X)+X do jazyka
nepatfi.

Dale méjme jazyk L2, ktery je tvofen aritmetickymi vyrazy s operaci
sCitani a jedinym operandem X. Jazyk L2 pfipousti pouzivani
zavorek. Napf. vyraz (X+X)+X patfi do jazyka a vyraz X+X*X
nepatfi.

a. popiste slovné, co je prunikem jazykd L1 a L2 (L1 n L2)

b. popiste slovné, co je sjednocenim jazykd L1 a L2 (L1 U L2)

c. patfi vSechny nasledujici vyrazy do L1 n L2 X+X+X,
XAX+(X+X), (X*X)+X?

d. nepatfi néktery znasledujicich vyrazd do L1 n L2: X+X,
X+(X+X)+X, X*X?

e. ktery z jazykl by se musel obohatit o jednu operaci a jakou, aby
vyraz X*X+X patfil do L1 n L2?

Cast 2:
Navrhnéte (jakymkoliv postupem) konecné automaty, které

rozpozndvaji nasledujici jazyky:
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a. L1 ={w; w e {0,1}, w obsahuje lichy pocet symboll 0 a zaroven
sudy (i nulovy) pocet symboll 1}
b. L2={w; w € {0,1}, w obsahuje posloupnost 011}

61



Regularni jazyky, vyrazy a aplikace

4. Regularni jazyky, vyrazy a aplikace

Cil:

Po prostudovani teto kapitoly pochopite:

e Co jsou regularni vyrazy a jak se vztahuji ke kone¢nym automatim
e Co jsou regularni jazyky

Naucite se:

e Vytvaret regularni vyrazy k regularnim jazykiim
e Prevadét regularni vyrazy na automaty

V kapitolach minulych jste se seznamovali sautomaty — tedy néastroji,
které rozpoznavaji jazyky (umoznuji Vam zjistit, zda slovo do jazyka
patii). Jinak fe¢eno jsme analyzovali konkrétni jazyk pomoci automatu. Je
vSak mozné se na tento problém podivat zjiného — syntetickeho —
hlediska. To znamend, Ze budeme chtit vytvaret (generovat) jazyk. K tomu
nam slouzi (krom¢ gramatik, které budeme studovat v druhé Ccasti)
regularni vyrazy, které generuji regularni jazyky. MiZete si je predstavit
jako jakysi ptedpis (Sablonu), podle které jsou slova ztohoto vyrazu
tvotena. Jelikoz jsme v kapitolach 1 — 4 pomémé solidné pokrodili
s vykladem a mnohé jsme jiz naznacili pevné véfim, ze Vam tato kapitola

nebude délat velké problémy. Pokusme se jiz nyni dat jednoduchy piiklad

takového vyrazu:
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Priklad:

Vyraz (a + b)*b generuje jazyk L slozeny ze slov, kterd obsahuji
libovolnou kombinaci symbold ,a“ a ,b‘ a kon¢i na symbol b. Vidite, Ze
zietézeno s ,b‘. Operace * je iteraci a + neznamena nic jiného nez variantu
—,a‘ nebo ,b*.

L = {b,ab,bb,aab,abb,bab,bbb,...}

Regularni vyrazy nejsou opét pouze teorii bez vyznamu pro praxi.
Uvédomte si, ze vmnoha prostiedcich, které pouzivate jsou
implementovany. Ve vstupech tabulkovych procesorti, databazi se setkate
se vstupnimi filtry, které umoznuji kontrolu, zda je naptiklad spravné
definovano datum v riznych tvarech (DD/MM/RRRR, RRMMDD, atd.).
Nebo napftiklad cislo s desetinnou c¢arkou lze definovat regularnim

vyrazem,
Priklad:
Jazyk L ¢isel s desetinnou teCkou Ize intuitivné definovat takto:

(O* +,1° +...4,99(,0" + ,1° +..4+ 9% .*(,0* +..+ ,9°) (,0* +..+ ,9°)*
tedy L={0.1, 0.23,123.456,.....}
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Regularni jazyky, vyrazy a aplikace

Tedy tento vyraz definuje Cislo sloZzené na zacatku alespon z jedné Cislice
(nebo vice), pak nasleduje desetinna tecka a pak opét alespon jedna Cislice

(nebo vice).

4.1. Reguléarni jazyky a vyrazy

Regularni jazyk je takovy, ktery je vytvofen ze zdkladnich symbolil
abecedy pouze s pomoci operaci sjednoceni, zfetézeni a iterace (postupnou
aplikaci v libovolném poctu a potadi). Citite asi, Ze to piesn¢ koresponduje
s operacemi, které se pouzivaji ve vysSe zminénych vyrazech. Proto
regularni vyrazy generuji pravé regularni jazyky. Definujme je nyni

exaktné:

Definice 12: T¥Fida RJ(X) reguldarnich jazykii v koneéné abecedé X je
nejmensi tiida jazyku v abecedé X, ktera obsahuje jazyky & a { a}
pro vsechna a € X, a je uzavi‘ena na tzv. regularni operace, tj.
operace U, -, * (U sjednoceni,- zietézeni,* iterace). Tedy pro lib.
L1, L2 plati

Li,L2 € RI(Z)= LiuL2 € RI(Z)

Li,L2 € RI(Z)= Li-L2 € RI(Z)
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L1 e RIZ)= L1" € RI(Z)

Regularni vyrazy slouzi k ptehlednéjsimu zapisu regularnich jazykda.

Priklad:

{e} € RI(Z)

Dtkaz:

D e RI(Z)

L e RIE)=L" e RIZ)

" =*{e}={e} @3

Definice 13: Ti#idu RV(X) reguldrnich vyrazit nad abecedou T = {
ai,a2,... an} definujeme jako nejmensi mnoZinu slov v abecedé {
ai,az,... and.e+,-*()}, 9e+,-*() ¢ X spliujici nasledujici
podminky:

@ e RV(Z), e e RV(X),a e RV(Z) provSechnaa €

o,B € RV(Z)=(a+p) € RV(Z)
o,B € RV(Z)=(a-B) € RV(Z)
op € RV(Z)=(a") € RV(Z)

Regularni vyrazy

Kazdy regularni vyraz oznacuje (reprezentuje) konkrétni regularni jazyk.
& oznacuje jazyk &
e oznacuje jazyk { e}

a oznacuje jazyk { a} pro libovolné a € X
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Jestlize reguléarni vyraz o oznacuje L1, a regularni vyraz  oznacuje Lo,

pak
(ot B) oznacuje jazyk LiULo
(o-B) oznacuje jazyk Li-Lo
o oznaduje jazyk (L1)"

Obecné budeme jazyk reprezentovany regularnim vyrazem o znacit [a].
Budeme vynechavat zbytecné zavorky (napt. vnéjsi par, zbytecné zavorky
vzhledem k asociativité¢ operaci U, -), tecky (-), dal§i zavorky mizeme
vynechdvat na zakladé priorit operaci. ~ ma vétsi prioritu nez - a ta ma

vetsi prioritu nez +.

Procvicte si pochopeni téchto pojml nyni na konstrukci vyrazli na téchto

feSenych piikladech:

ReSeny priklad 13:
L={w e {0,1}"|w obsahuje podslovo 101 nebo koné&i podslovem 00

piedchdzenym libovolnym poctem trojic 011}.
a = (0+1)" 101(0+1)" +(011)" 00
L=[o]

ReSeny priklad 14:
L={w e {0,1}"|w=uv, u obsahuje sudy pocet symbolii 0, v obsahuje slovo

11}).
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Regularni vyraz popisujici tento jazyk:
(1°01°01%)" (1+0)11(0+1)"
Vidite, ze tento vyraz rozdéluje slova na dvé ¢asti — prvni fesi sudy pocet

nul (1°01°01%)" a druha podslovo 11 (1+0)"11(0+1)".

ReSeny priklad 15:
L={w e {0,1}"|w=uv, u konéi symbolem 1, v obsahuje slovo 11}).

Regularni vyraz popisujici tento jazyk:
(1+0)"1(1+0)"11(0+1)"

Na ptikladech jste vidéli, Ze jsou velmi podobné konstrukci automatd.
V podstaté regularni vyraz je laicky feceno jen jinym zplisobem, jak
popisovat stejnou tfidu jazykt. Tento fakt je ale tfeba presné¢ exaktné
formulovat a dokézat. Uvidite, Ze to neni nijak slozité. Formulujeme si
vétu, ktera fika, ze ke kazdému vyrazu lze sestrojit automat a naopak, ze
automat rozpoznava jazyk, ktery je regularni. Jde o velmi zasadni vlastnost
Vv teorii formalnich jazykl, proto prosim vénujte jak tvrzeni (Kleeneho
véta), tak ditkazu patficnou pozornost. Dlikaz je opét konstruktivni a jeho
postup ndm umozni formulovat i algoritmus v dalSi podkapitole, diky
némuz budete schopni ke kazdému vyrazu sestrojit kone¢ny automat

naprosto automaticky. Tvrzeni se da rozd¢lit do dvou vét.

Véta 1: Kazdy regularni jazyk je rozpoznatelny konenym
automatem.
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Véta 2: Kazdy jazyk rozpoznatelny koneénym automatem je
regularni.

Diikaz:
Ob¢ tato tvrzeni pak dohromady tvofi Kleeneho vétu:

Véta 3: (Kleene ) Libovolny jazyk je regularni, pravé tehdy kdyz
je rozpoznatelny koneénym automatem.

4.2. Sestrojeni automatu (ZNKA) k regularnimu
vyrazu

Na sestrojeni automatu K regularnimu vyrazu mizete pouzit dva pfistupy.
Prvni spociva v postupné dekompozici vyrazu na mensi c¢asti podle
regularnich operaci a sestrojovani schémat (pfipominajicich automaty),
kterd nemusi mit ve svych pfechodech pouze symboly, ale celé c&asti
vyrazu. AZ pak dojdeme na symboly, méme Kk dispozici zobecnény
nedeterministicky automat, ktery jiz mizeme prevést na deterministicky

znamymi postupy.

Algoritmus konstrukce automatu k regulérniho vyrazu (rozklad):

1. M¢&jme zadan vyraz y
2. K vyrazu sestrojime schéma podle jeho struktury:
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- je-liy=(a+ B), pak

Konstrukce

(0
@ EQ ZNKA k vyrazu

- je-liy=(a- ), pak
a B
~-O—0—0-

- je-liy=(a)*, pak

3. Postup zbodu 2. aplikujeme na kazdou nové
dekomponovanou ¢ast vyrazu az jsou vSechny piechody ve
schématu pouze symboly abecedy

Reseny piiklad 16:
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M¢éjme vyraz (a + b)*b. Knému postupnou dekompozici sestrojime

: : (@a+h)* b
(a+b) b Q
—> — —>
€ €

a,b b Q
— . . —> —>

ZNKA:

Na zaklad¢ dikazu tvrzeni, ze ke kazdému regularnimu vyrazu existuje
automat mizeme sestavit algoritmus pro takovou konstrukci. Tento postup

je opaény k dekompozici podle algoritmu uvedeného vyse.

4.3. Regularni jazyky a konec¢né automaty
VvV praxi

Nejjednodussimi jazyky, které zkoumd teorie formdlnich jazyki,
jsou jazyky regularni (resp. jazyky rozpoznatelné konecnymi automaty). I
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kdyz tyto pojmy zni odtazité, podivejme se na jednu ulohu, kterou asi fesil

kazdy ¢tenaf tohoto ¢lanku a tou je vyhledavani v textu.
Intuitivni priklad:

V Internetovém prohlize¢i (napt. MSIE) realizujeme vyhledavani

@Dﬁ‘@ﬁ@@%@

Zastavit  Obnowit  Domi Hledat Oblibené  Histarie Podta Tisk  Realcom

.228.28.281 \havirovhuyvod hitm

H Bozligowat mald Nahow & Dol

avelka pismena

[ Pouze celd slova ’}Emé[i Storho |

UEH Havifov

leZl na jiznim okraji ostravsko-karvinské primyslové oblasti, asi v

poloviéni vzdalenosti mezi Ostravou a pohranicnim méstem Cesky TESn

MNa severu hranici s homickymi stredisky Petivaldem, Orlovol a

Karvinou, na zapadé s obcemi Senov a Vaclavovice.

Fovrch Uzemi mésta je mirné clenity, v nadmofské wice kolem 260

metrll & je rozbrazdén nékolika udolimi podél fitek a potokll. JiZni casti
slov zacCinajicich na ,,Havifov* na webové strance.

Algoritmy, které postupné nacitaji text a hledaji vyskyt slova,
pfipravené algoritmy porovnani fetézct apod. Presto pujdeme-li az na
jadro zplsobu nalezeni slova bez pouziti téchto pomticek, musi se Cist
postupné znaky textu a srovnavat — jde o prvni pismeno hledaného slova
,h*? Pokud ano, dale srovndvej zda souhlasi nasledujici pismena...

Z hlediska teorie formalnich jazykd, jde o vyhleddvani regularniho vyrazu,
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ktery muzeme realizovat pomoci konecného automatu. Podivejme se na

l_‘a,b,c, l_‘a, " Z
OnOnsmOnl

Pro na$ uvedeny pfiklad bychom mohli sestrojit automat na

ptiklad:

obrazku. Takovy automat by byl nedeterministicky, coz znamena, Ze by
nebylo jednoznaéné ur¢eno, do kterého stavu se ma jit z qo. Automat totiz
,nevi“ zda pii precteni pismena ,h‘ ma jit do q1 nebo mé zistat ve stejném
stavu. Pravé formalizace, kterou dava TFJA, vSak umoziiuje pouzivat
algoritmy, které by uvedeny nedeterminismus odstranily. Vznikl by
automat deterministicky — tedy takovy, ktery ma vzdy jednozna¢né urc¢eno,
do kterého stavu pfi ¢teni ur¢itého znaku z textu by piesel. Deterministicky
automat Ize simulovat v programovacim jazyce, coz je pravé ona
prakticka realizace teoretickych vysledkii TFJA.

Ptiklad, ktery jsme pravé prezentovali, je samoziejme velice
jednoduchy. Kone¢né automaty maji vétSi moznosti nez jen rozpoznavani
pevnych fetézcli. Regularni vyrazy, které k nim ptislusi, mohou nahrazovat

¢asti slov libovolnymi kombinacemi apod.

Nejdiilezitéjsi probrané pojmy:

- regularni jazyk, regularni vyraz
- ekvivalence regularnich jazyki a jazykt rozpoznatelnych konecnymi
automaty (Kleeneho véta + dikaz)
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- konstrukce ZNKA k regularnimu vyrazu

Ukoly a otazky k textu:

4.  Sestrojte regularni vyraz rozpoznavajici jazyk
L={w e {a,b}"|w kon¢i symbolem ,a‘ nebo obsahuje ,bab‘}.

5.  Pfeved'te vyraz z Ukolu 1 na DKA.
6.  Lze sestrojit regularni vyraz ke kazdému kone¢nému automatu?
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5.Bezkontextové gramatiky a
regularni gramatiky

Cil:

Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e CO je bezkontextova gramatika
e jak pojem gramatiky souvisi s jazykem
e vztah regularnich gramatik k regularnim jazykim

Naucite se:

e tvofit automaty pro jednoduché bezkontextové jazyky
e prevadét regularni gramatiky na automaty a naopak

jazyky,

Nyni se v naSem studiu dostavame do druhé ¢asti. V ptedchozim dile jsme

se zabyvali tfidou jazykll rozpoznatelnych koneénymi automaty resp.

regularnimi jazyky. Vidéli jste, Ze existuji 1 jazyky, které nejsou regularni.

Kone¢né automaty jsou pro né pirilis ,,slabé“, nedokazi je rozpoznavat a

regularni vyrazy je nemohou generovat. Proto by bylo rozumné se ptat,

zda neexistuji nastroje, které nam umozni tyto jazyky generovat a

analyzovat. Takové nastroje existuji a postupné se snimi i S jejich
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vlastnostmi seznamime a opct se naucite vytvaret k jazykim jejich
instance.

Témito nastroji jsou bezkontextova gramatika a z&sobnikovy automat.
Pojem gramatiky jsme si jiz ¢astecné objasnili na intuitivnim piikladu. Je
to prostiedek, jak na zdklad¢ pravidel lze generovat (terminalni) slova
Vjist¢é (termindlni) abeced¢ pomoci postupného dosazovani do
neterminalnich symbolli (proménnych). Obcerstvéte si tyto pojmy
V paméti. Zasobnikovy automat je konecny automat, ktery ma vSak navic
moznost pracovat s jistym druhem pamét'ového zafizeni — zasobnikem, na
ktery si mize ukladat symboly a vybirat je zpét. Nicméné mize tak Cinit
pouze ptistupem — posledni dovnitf, prvni ven (to znamena muze zapisovat
jen na vrchol zasobniku — struktura LIFO, jak ji znate z algoritmizace).
Naucite se tyto struktury pouzivat a také si ukdzeme jejich specidlni tvary.
Stejné jako u regularnich jazyku si pak ukézeme, ze jejich vypocetni sila —
tiida jazykl rozpoznatelnych zasobnikovymi automaty a bezkontextovych
jazyka generovanych bezkontextovymi gramatikami — je totoZna.
Podivejme se nejprve na piiklad, jak se s bezkontextovymi gramatikami
pracuje a pak si zavedeme jejich formalni definice. Uvadéli jsme si, ze
jazyk L={0"1"; n > 0} neni rozpoznatelny kone¢nym automatem. Existuje
vSak velice jednoducha bezkontextovad gramatika, kterd tento jazyk
generuje:

Tato gramatika ma vstupni abecedu (terminalnich symbolu) — {0,1},
abecedu proménnych (neterminalt) — {S}, neterminal, od kterého se
generovani (odvozovani) vzdy zacind urceny jako S a tato dvé pravidla,

urcujici moznosti ,,dosazeni* za proménné:
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Bezkontextové gramatiky a jazyky, regularni gramatiky

S— 0S1,S—> «.

Tato pravidla umoziuji bud’ dosadit za S fetézec 0S1 (obsahuje opct
V sobé S), nebo ukoncit toto generovani slovem prazdnym. Diky tomu, ze
vzdy ke kazdé nule na levé strané slova doddme jednicku na pravé strané
slova, mizeme si takto ,,napumpovat“ kolik chceme nul a jednicek, ovSem
jediné ve stejném poctu. Toto koneCny automat ani regularni vyraz
neumél. V gramatice pak muizeme provadét odvozeni termindlnich slov
(ktera budou vsSechna vytvéret jazyk), napf. takto

S = 0S1 = 00S11 = 0011

(v poslednim kroku jsme pouzili pravidlo na prazdné slovo, ¢imz jsme se

zbavili S a dostali slovo sloZené jen z termindlii).

5.1. Bezkontextova gramatika a bezkontextovy
jazyk

Jak uvidime, pojem gramatiky Ize zobecnit. Tim dosdhneme i daleko vétsi
sily nez poskytuje bezkontextova gramatika. Obecny pojem gramatiky:
Gramatika G je uréena kone¢nou mnozinou neterminalii (neterminélnich
symbolt - proménnych), koneénou mnozinou termindli, kterd nema
spolecné prvky s mnozinou neterminalli, pocdatecnim netermindlem a
kone¢nou soustavou (mnoZzinou) prepisovacich pravidel typu a—f, (o
piepisS na B), kde a,p jsou fetézece z neterminalt a terminalt, navic o €.
Gramatika, ozna¢me ji G, mize byt chapana jako ¢tvefice G=(I1,%,S,P)

IT je mnoZina neterminald,
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¥ je mnozina terminalt, [1NX = &
S € IT je pocatecni neterminal,

P je kone¢na mnozina piepisovacich pravidel.

Bezkontextova gramatika se od tohoto obecného pojmu odliSuje tim, Ze
ptipousti, aby pfepisovaci pravidlo mélo pouze tvar X—a, to znamena ze
pouze mizeme piepisovat vzdy jednu proménnou na fetézec promeénnych i

terminalu.

Definice 14: Bezkontextovad gramatika (BKG) je urfena kone¢nou
MNoZinou netermindlit (neterminalnich symboli - proménnych),
konenou mnoZinou termindlii, ktera nema spole¢né prvky s
mnoZinou neterminalli, pocdtecnim netermindlem a konecnou
soustavou (mnozinou) pFepisovacich pravidel typu X—a., (X prepis
na a), kde X je netermindl a o je Fetézec z neterminali a
terminali.

Bezkontextova gramatika, ozname ji G, miZe byt chapana jako

¢tverice G=(I1,.Z,S,P)

IT je mnoZina neterminali,

¥ je mnozZina terminald, IINE = &
S e I je poc¢ateéni neterminal,

P je kone¢na mnoZina prepisovacich pravidel.

V takto definované gramatice mizeme pak odvozovat slova, jak jsme

vid€li na prikladu.
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Definice 15: Necht G=(I1,Z,S,P) je bezkontextova gramatika a necht’
o,p e (TTUx)".
Rekneme, e o se piimo piepiSe na B podle pravidel gramatiky G,

oznacime o=c B (Nebo a=P, pokud je ziejmé o jakou G se jedna), prave
tehdy, kdyZ existuje y1,y2,6 € (ITUZ)" a X e IT takové, Ze:

o = y1 Xy2; B = y10y2; X—9 patti do P

Rekneme, Ze o se piepiSe na B, zna¢ime a=c" B (nebo a="p), jestlize
existuje posloupnost (*) yo,y1,y2...yn prvkia (ITUX)" (pro né&jaké n > 0)
takova, ze:

O = Y0=>G Y1=>G Y2=>G Y3=>G...=>G Yn-1=>G Yn = B

Posloupnost (*) nazveme odvozeni (derivace) slova 3 ze slova a.

Jazyk generovany gramatikou G, oznaéme jej L(G), je definovan
nasledovné:

L(G)={ ww € X" aS=c" W}

Stejné jako u kone€nych automatd, muzZeme definovat pojem
ekvivalentnich gramatik. Opét pujde o gramatiku, ktera generuje
stejny jazyk. Pfikladem budiz ekvivalentni gramatika ke gramatice
v prikladu:

S— ASB, S— g, A—> 0, B— 1 (pfidali jsme neterminaly A,B)

Definice 16: Bezkontextové gramatiky Gi,G2 nazveme ekvivalentni,
pravé kdyz L(G1)=L(G2).

Definice 17: Bezkontextovy jazyk (BKJ) je jazyk (jazyk L < X" pro
néjakou konecnou abecedu X) generovany néjakou bezkontextovou

78



Bezkontextové gramatiky a jazyky, regularni gramatiky

gramatikou (tedy L=L(G) pro néjakou bezkontextovou gramatiku
G).

Bezkontextovy jazyk tedy tvofi vSechna termindlni slova, kterd mizeme

odvodit z po¢atecniho neterminalu.

5.2. Regularni gramatiky, vztah k regularnim
jazykim

Bezkontextové jazyky lze dale omezit az na pfesné tfidu regularnich
jazykt (jinak fteceno za jistych podminek BKG generuji jazyky
rozpoznatelné KA). Sta¢i omezime-li pravidla BKG na takova, kterd
pfepisuji netermindl na slovo termindlli a za nim nésleduje maximalné
jeden netermindl. Takové formalizace odpovida tomu, co rozpoznavéa KA.
Uvidite, jak se da velmi jednoduSe ke KA sestrojit regularni gramatika a
naopak. Vychazi se ztoho, Ze¢ muzeme stavy kone¢ného automatu
povazovat za neterminaly, symboly u pfechodl za zacatek piepisovaného
slova a stav, do kterého se jde, za neterminal za terminalnim slovem. Je-li
stav vystupni, generovani slova muze skonlit a proto se tento stav

(neterminal) pfepiSe na €.

Definice 18: Bezkontextovd gramatika G=(I1,X,S,P) se nazyva
regularni gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je v jednom z tvari
X—>wY, X—>w, kde X,Y e IT, w € £".

Jazyk L nazveme regularni, jestlize je generovan néjakou regularni

gramatikou (tedy L=L(G) pro néjakou regularni gramatiku G).
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vvvvvv

Véta 4: Kazdy jazyk rozpoznatelny konenym automatem je
regularni (ve smyslu definice pomoci regularni gramatiky).
Pro nazornost uvedeme piiklad, kde A je zadan tabulkou:

P
ANyl 1 2
2 1 3
3 1 13

Budeme konstruovat gramatiku G.
Nejprve ozna¢me vSechny stavy automatu A napf. pismeny Ai,Az,... An,
kde n je pocet stavil.

V naSem ptikladu tedy:

o\* 0 1

< A1 A1 A2

Ao A1 A3
As A1 A3

Symboly Ai1,Az,... An budou tvofit mnoZinu neterminala gramatiky G.
Symbol oznaCujici pocateCni stav, bude pocateCnim neterminalem
gramatiky G, v naSem piikladu tedy Ai. Mnozina terminalii gramatiky G
bude totozna se vstupni abecedou automatu A ({ 0,1} v nasem piikladu).

Mnozinu piepisovacich pravidel konstruujeme néasledovné.
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Vezmeme symbol A;. Dale vezmeme néktery terminal, oznacme jej a a
zjistime stav, do kterého automat A piejde ze stavu A1 piectenim terminalu
a. Tento stav necht’ je oznacen Aj. Pak mezi pfepisovaci pravidla zahrneme

pravidlo Ai— aA;.

V piikladu tedy takto vytvoiime pravidla:

A1— 0A1, Ai— 1A, Ar— 0A1, Ax— 1A3, As— 0A1, As— 1As.

Nakonec piiddme pravidla, kterd umoznuji smazat, neboli pfepsat na
prazdné slovo, vSechny ty netermindly, které oznacuji koncové stavy
automatu A. V prikladu tedy ptfidame jen jedno pravidlo, a to A1— e.

Tim jsme vytvareni pfepisovacich pravidel, a tim i celé¢ gramatiky G
ukoncili.

Vsimnéme si, Ze kazdému "vypoctu" automatu A znazornénému
Ai—*1Ai1—%2Ai—%... = mAim

odpovida v gramatice G odvozeni

Aic= a1 A= a1 a2 Aip=...= a1 a2 as... am Aim

V ptikladu napft.

A% A1t Av>t Az

A= 0A1= 01 A= 011 Az

Kdyz si nyni uvédomime, Ze pocateni netermindl gramatiky G odpovida
pocateénimu stavu automatu A, a dale, Ze smazat lze jediné neterminaly
odpovidajici koncovym staviim, je ziejmé, ze kazdy piijimajici vypocet
automatu A (pro néjaké slovo, oznaéme ho w) odpovida odvozeni slova w

z pocatecniho neterminalu v gramatice G a naopak. Tim jsme se
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presveédcili, ze gramatika G skuteCné generuje jazyk L (rozpoznavany

automatem A).

Véta 5: Ke kazdé regularni gramatice existuje ekvivalentni
regularni gramatika, ktera ma pravidla pouze nasledujici typu:
X—=aY, X—>Y, X>e

Véta 6: Kazdy regularni jazyk (ve smyslu definice podle
regularni gramatiky) je rozpoznatelny kone¢nym automatem.

Diikaz:
Necht L=L(G) pro reguldrni gramatiku G=(I1,%,S,P). Podle ptedchozi
véty, lze predpokladat, Zze pravidla G jsou pouze typl

X—=aY, X—>Y, X>e

Sestrojme zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat A=(Q,%,5,1,F),
kde Q=IT; I={S}, F={ q/(g— e) € P} a Vq € Q(=II), Va € X je &(q,a)={
q'l(q > aq’) e P}ad(q.e)={ q'|(a —>q’) € P}.

Oveéteni L(G)=L(A) je podobné jako u ditkazu véty 54.
Tento reverzibilni postup nyni demonstrujeme na tomto kontrolnim tkolu:

Kontrolni Gkol:

M¢jme regularni gramatiku:
S— 01S, S— ¢, kterd rozpoznava jazyk L = {(01)" , n> 0}.
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Abychom mohli tuto gramatiku pfevést na automat, musime nejprve
postupem dle diikazu véty ji pfevést (na tvar X— a¥Y, X— Y, X— e).
S— 0A, A—> 1S, S— ¢,

Automat pak vypada takto:

E®

T

Z tohoto automatu pak muzeme zpétné zase dojit k této gramatice.
Vidéli jste, ze BKG muze mit jisté omezeni pravidel, které ovliviiuje
jazyky, které takova gramatiky generuji. Naptiklad jazyk L = { 0"1" , n >

0} logicky nemuzeme generovat regularni gramatikou, nebot neni

regularni.

b) G:S— ABC, A— bbA, A— ccB,B— bBb, B— a, C— aCa, C— bb.

ReSeni:

L(G)={w e {a,b,c}"; w=(bb)'ccblab’babka™bba™; i j,k,m > 0}

c) G:S— 001, S— 01S, S— 01S1.
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ReSeni:

L(G)={w e {0,1}" w=(01)i00L(1)"; i > 0:j > i}

vvvvvv

- bezkontextova gramatika, bezkontextovy jazyk
- odvozeni
- regularni gramatika, linearni gramatika

Ukoly k textu:

1. Sestrojte  DKA rozpoznavajici jazyk L={w e {ab}’|w konci
symbolem ,a‘ nebo obsahuje ,bab‘} a pfevedte ho na regularni
gramatiku.

2. Lze kazdy ZNKA ptevést na regularni gramatiku? Zdtvodnéte proc.

84



Zasobnikove automaty

6. Zasobnikové automaty
Cil:

Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e CO je zasobnikovy automat
e jaky jeho vztah k bezkontextovym jazykim
e O je pumping lemma (lemma o vkladani)

Naucite se:

e vytvaret zasobnikové automaty pro zadané jazyky

Zasobnikovy automat je stroj, ktery stejné¢ jako konecny automat ma
n¢jakou fidici jednotku, ktera je vzdy v n¢jakém ze svych stavi, a ktery cte
ze vstupni pasky slovo (nad néjakou abecedou) a po jeho precteni
rozhodne, zda slovo patii ¢i nepatii do jazyka, ktery zasobnikovy automat
rozpoznava. Avsak narozdil od kone¢nych automatti, zasobnikovy automat
vyuzivd navic zasobniku, neboli jakési paméti typu LIFO. Tedy muze
ukladat a vybirat symboly na vrchol zasobniku, ktery si lze ptedstavit jako

naskladané talife — nelze je brat odkudkoliv — pouze z vrcholu.
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000111...... Paska se zkoumanym slovem

vy (90,0,20) — (%o, X20), (q0,0,X) —> (do, XX),
(90,1, X) — (g, &), (41,1,X) — (a1, &),
(qo, &, 20) — (ar, €),(d, &, o) — (0, €),

Rozpoznava jazyk L={0"1"; n > 0}
h

fidici jednotka ma pfechody odlisné od KA.
Urcuji stav, symbol, vrchol zasobniku na stav

a novy vrchol zasobniku. Napt. prvni pravidlo

Idea zasobnikového automat se d& znazornit na nasledujicim obrazku.

6.1. Zasobnikovy automat a vztah k BKJ

Definice 19: Zasobnikovym automatem nazveme sedmici (Systém
urceny sedmi parametry)
M=(Q, Z, T, 8, qo,Zo,F), kde Q je konefna neprazdna mnoZina stavi,

Y je konefna neprazdna mnoZina vstupnich symboli (abeceda), T" je
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koneéna neprazdna mnoZina zasobnikovych symboli, qo € Q je
pocatecni stav, Zo € T" je pocatecni zasobnikovy symbol, F c Q je
mnoZina koncovych stavii a 8 je zobrazeni mnoziny Qx(Zw{ e})xI" do
mnoziny koneénych podmnoZin mnoZiny Q xI'" (pfechodova funkce).

(3:Qx(Zu{e})xI'> P(QxI™))

Z definice je patrné, Ze takto definovany zasobnikovy automat je

nedeterministicky.

Neformalné vyznam 9 (tj. pfedpisu chovani ZA M):

Je-li 6(g,a,X) = {(q1,01),(02, 02), ....,(An, an) }; g € Q, a € (X Ae}), gi €
Quiel”ied{l 2 ..n}

X e T, potom kdyZ M ma ¢teci hlavu na symbolu a, (konecna RJ) je ve
stavu q a na vrcholu zasobniku je symbol X, muze si M vybrat jedno i z
{1, 2, ..., n } a posunout ¢teci hlavu o jeden symbol vpravo, zménit stav
fidici jednotky na gi a symbol X v zdsobniku nahradit fetézcem ai.
Specialné je-li a=e, mize M proveést tzv. e-krok, pii kterém necéte a hlava
se tudiz neposunuje. Rikame také, ze M proved! instrukci (q,a,X) [( ) ||
(=1 (ai, 04).

Dulezita je i skute¢nost, Ze mohou existovat ¢ € Q, a € (Zuw{e}), X e I
tak, Ze 6(q,a,X)= (v jistych situacich tedy nemtze automat pokracovat ve
vypoctu). Pfi definici konkrétni prechodové funkce budeme definici

obrazu pro takovéto vzory ((q,a,X)) vynechavat.
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Definice 20: Méjme ZA M = (Q,X,I',8,90,Z0,F). Situaci (konfiguraci)
zasobnikového automatu M nazveme trojici (g, w, a), kde g € Q, w
e X aa eI qjestav RJ, w je slovo (ta &st slova) na vstupni
pasce, ktera zbyva preclist, o je obsah zasobniku. (Nejlevéjsi
symbol v a piedstavuje vrchol zasobniku). Jestlize (q', a) €
8(g,a,X), pak pro lib. w € X%, B € I'" vede situace (g, aw, XB)
bezprostiedné k situaci (q',w,af3), symbolicky znacime:

(@.aw,XB) = (q'.w,0f)

Necht’ E a E’ jsou situace ZA M, pak Fekneme, Ze E vede Kk situaci E’,
znadime E =" E', jestlize existuji situace Ei1, Ez,..., En tak, ze E=E1=
E2=...= En=FE'. Je-li potieba, znacime o jaky ZA se jedna:

ESVE=—"

Narozdil od kone¢ného automatu mlize ZA rozpoznavat slova nejen tim,
ze skonci v koncovém stavu, ale také tim, Ze vyprazdni cely svlij zasobnik.
Naptiklad ilustrace na pocatku kapitoly rozpoznava dany jazyk jak

prazdnym zasobnikem, tak i koncovym stavem.

Rozpoznéavani jazyka zasobnikovym automatem budeme definovat dvéma
zpusoby:

1) pfijiméni koncovym stavem: slovo w je piijato ZA, jestlize existuje
moznost, ze po zpracovani (pfeCteni) slova w se automat ocitne v
koncovém stavu.

2) prijimani prazdnym zasobnikem: slovo w je pfijato ZA, jestlize existuje
mozZnost, Ze po zpracovani slova w se ZA ocitne v situaci s prazdnym

zasobnikem.
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Definice 21: Méjme ZA M = (Q,X.I',8,q0,Zo,F). Definujme
Lks(M )={w e Z'|(qo, W, Zo) =>m'(q,e,a) pro néjaké q € Faa. € T}

Lrz(M )={w € Z|(qo, W, Zo) =m'(q,e,€) pro libovolné q € Q}.

Definice 22: ZA M = (Q,XZ.I'8,q0,Z0,F) nazveme deterministicky
(DZA), jestlize plati nasledujici dvé podminky:
1. (g, a, X) je nejvySe jednoprvkovd mnozZina pro lib. g € Q, a €

(ZA{e}), X eT.
2. Jestlize 8(qg,e,X) # D pro néj. q € Q, X e I', pak 8(q,a,X)=@ pro lib.

ael.

Definice 23: Jazyky rozpoznatelné DZA koncovym stavem nazveme
deterministické (tfidu téchto jazyki ozna¢ime Det). Jazyky
rozpoznatelné DZA prazdnym zasobnikem nazveme bezprefixové
deterministické (tfidu téchto jazykii ozna¢ime BDet).

Poznamka: D4 se ukazat, ze Det je vlastni podtiida tiidy bezkontextovych

jazykt.

(Napt. jazyk {wwRw e {a,b}"} neni deterministicky.)
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(Srovnejte se situaci u kone¢nych automatt).
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Reseny piiklad 17:
Sestrojte zasobnikovy automat, ktery rozpoznava jazyk L={w(w)R; w

€ {0,1}} (prazdnym zasobnikem).

Hledany automat M=({p,q},{0,1}{A,B,C},6,p,A,J) ma piechodovou
funkci & definovanu takto:
5(p,0,A)={(p.BA)},
5(p,1,A)={(p.CA)},
5(p,0,B)={(p.BB).(a.8)},
5(p,0,C)={(p.BC)},
5(p.1,B)={(p.CB)},
5(p,1,C)={(p,CC),(a.8)},
5(9,0,B)={(a.e)}.
5(0,1,C)={(a.e)},
5(p.e,A)={(a.e)},
5(q.e,A)={(a.e)}-

Automat pracuje tak, ze za kazdy symbol ze slova w pifidd na zasobnik
zastupce, ktery pak porovna v zrcadlovém slové. Jelikoz zasobnik odebira
z vrcholu symboly rovnéz zrcadlové, rozpozna pravé slova z jazyk. Ale
naptiklad jazyk L={ww; w e {0,1}'} (zdvojené slovo) uZ neni mozné

rozpoznat ZAl!
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ReSeny priklad 18:

Sestrojte zasobnikovy automat, ktery rozpoznava jazyk L={wc(w)}; w e

{0,1}"} (prazdnym zasobnikem).

Hledany automat M=({p,q},{0,1}.{A,B,C}0,p,A,d) ma ptechodovou
funkci & definovanu takto:

3(p,0,A)={(p.BA)},

3(p,1.A)={(p.CA)},

5(p.0,B)={(p.BB)},

3(p,0,C)={(p.BC)}

8(p,1,B)={(p.CB)},

8(p,1,C)={(p.CC)},

8(p.c.A)={(a.e)},

3(p.c,B)={(a.B)},

3(p.c,C)={(a.C)},

5(0,0,B)={(q.6)},

5(9,1,C)={(a.6)},

5(q.e,A)={(0.6)}-

Poznamka: Tento automat je deterministicky. Toto je ptiklad jazyka, ke
kterému lze sestrojit DZA. Nicméné jsou i jazyky, ke kterym nelze DZA

sestrojit (viz ptiklad pfedchozi).

92



Zasobnikove automaty

Nasledujici véta nam tikd, ze rozpoznavani KS a PZ jsou dv¢ ekvivalentni
podminky. Ke kazdému ZA KS lze sestrojit ekvivalentni ZA PZ a naopak.
U PZ stac¢i doplnit instrukci, ktera pii prazdném zasobniku automat
dostane do koncového stavu. U KS je tfeba doplnit vice instrukci, které
Vv koncovém stavu (ktery zménime na nekoncovy), vyprazdni postupné

cely zasobnik.

Véta 7: Méjme libovolny jazyk L. Pak L=Lks(Mi) pro néjaky
ZA M1, pravé kdyz
L=Lpz(M2) pro néjaky ZA M.

Definice 24: ZA M = (Q,X.I',8,9q0,Z0,F) nazveme deterministicky
(DZA), jestlize plati nasledujici dvé podminky:
1. 8(g, a, X) je nejvyse jednoprvkova mnozina pro lib. g € Q, a e

(Zu{e}), X eT.
2. Jestlize 8(g,e,X) # D pro néj. q € Q, X e I', pak 6(q,a,X)=@ pro lib.

aezx.

Definice 25: Jazyky rozpoznatelné DZA koncovym stavem nazveme
deterministické (tfidu téchto jazyki ozna¢ime Det). Jazyky
rozpoznatelné DZA prazdnym zéasobnikem nazveme bezprefixové
deterministické (tFidu téchto jazyki oznacime BDet).

Poznamka: Da se ukazat, ze Det je vlastni podtiida tfidy bezkontextovych

jazykt.
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(Napft. jazyk {wwRw e {a,b}"} neni deterministicky.)

(Srovnejte se situaci u konecnych automati).
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Reseny piiklad 19:
Sestrojte zasobnikovy automat, ktery rozpoznava jazyk L={w(w)R; w

€ {0,1}} (prazdnym zasobnikem).

Hledany automat M=({p,q},{0,1}{A,B,C},6,p,A,J) ma piechodovou
funkci & definovanu takto:
5(p,0,A)={(p.BA)},
5(p,1,A)={(p.CA)},
5(p,0,B)={(p.BB).(a.8)},
5(p,0,C)={(p.BC)},
5(p.1,B)={(p.CB)},
5(p,1,C)={(p,CC),(a.8)},
5(9,0,B)={(a.e)}.
5(0,1,C)={(a.e)},
5(p.e,A)={(a.e)},
5(q.e,A)={(a.e)}-

Automat pracuje tak, ze za kazdy symbol ze slova w pifidd na zasobnik
zastupce, ktery pak porovna v zrcadlovém slové. Jelikoz zasobnik odebira
z vrcholu symboly rovnéz zrcadlové, rozpozna pravé slova z jazyk. Ale
naptiklad jazyk L={ww; w e {0,1}'} (zdvojené slovo) uZ neni mozné

rozpoznat ZAl!
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ReSeny priklad 20:

Sestrojte zasobnikovy automat, ktery rozpoznava jazyk L={wc(w)}; w e

{0,1}"} (prazdnym zasobnikem).

Hledany automat M=({p,q},{0,1}.{A,B,C}06,p,A,d) ma ptechodovou
funkci & definovanu takto:

3(p,0,A)={(p.BA)},

3(p,1.A)={(p.CA)},

5(p.0,B)={(p.BB)},

3(p,0,C)={(p.BC)}

8(p,1,B)={(p.CB)},

8(p,1,C)={(p.CC)},

8(p.c.A)={(a.e)},

3(p.c,B)={(a.B)},

3(p.c,C)={(a.C)},

5(0,0,B)={(q.6)},

5(9,1,C)={(a.6)},

5(q.e,A)={(0.6)}-

Poznamka: Tento automat je deterministicky. Toto je ptiklad jazyka, ke
kterému lze sestrojit DZA. Nicmén¢ jsou i jazyky, ke kterym nelze DZA
sestrojit (viz ptiklad pfedchozi).
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Nasledujici véta nam tikd, ze rozpoznavani KS a PZ jsou dv¢ ekvivalentni
podminky. Ke kazdému ZA KS lze sestrojit ekvivalentni ZA PZ a naopak.
U PZ sta¢i doplnit instrukci, kterd pii prazdném zasobniku automat
dostane do koncového stavu. U KS je tfeba doplnit vice instrukci, které
Vv koncovém stavu (ktery zménime na nekoncovy), vyprazdni postupné

cely zasobnik.

Véta 8: Méjme libovolny jazyk L. Pak L=Lks(Mi) pro néjaky
ZA M1, pravé kdyz
L=Lpz(M2) pro néjaky ZA M.

Nyni formulujeme velmi dtlezité tvrzeni, ze jazyky rozpoznavané ZA jsou
pravé jazyky bezkontextové. Jde o stejny typ tvrzeni jako, kdyZ jazyky
generované regularnimi gramatikami byly pravé rozpoznatelné konecnymi
automaty.

Lze také jednoduSe sestrojit ke kazdé gramatice ZA, ktery bude
rozpoznavat generovany jazyk a to pomoci simulace odvozeni v gramatice
na zasobniku. Zpétn¢ lze kazdy automat reprezentovat pomoci BKG —

slozitéji pomoci postupné simulace prechodl mezi stavy ZA

Véta 9: Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje ZA M
takovy, ze L=Lpz(M). Navic M ma jediny stav.
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Vztah jazyki
rozpoznatelnych
ZA a BKJ
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Disledky

vztahd mezi

Zasobnikové automaty

Véta 10: K libovolnému ZA M s jednim stavem, Ize zkonstruovat
bezkontextovou gramatiku G tak, ze Lpz(M)=L(G).

Véta 11: K libovolnému ZA M lze zkonstruovat ZA M’ s jednim
stavem takovy, Ze Lpz(M)=Lpz(M’).

Véta 12: (disledek) Pro libovolny jazyk L jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:
1) L je bezkontextovy

2) L je rozpoznatelny ZA koncovym stavem
3) L je rozpoznatelny ZA prazdnym zasobnikem

4) L je rozpoznatelny ZA s jednim stavem prazdnym zasobnikem

wewrs

- zasobnikovy automat

- jazyky rozpoznatelné ZA

- vztah k bezkontextovym jazyktim
- disledky téchto vztahii

Kontrolni otazka:
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Existuji jazyky rozpoznatelné ZA, které nejsou rozpoznatelné
deterministickym ZA?

ReSeni:

Takovy jazyk existuje (uvedeny v piedchozim textu).

Korespondenc¢ni tikol:
Cast 1:

Vyberte si dva bezkontextové jazyky, ke kterym nebyl vtomto textu

sestrojen ZA a sestrojte jej. Pokud to jde, sestrojte DZA.
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7.Chomského hierarchie
Cil:

Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e Hierarchizaci jazyku v jejich obecnosti

o Které jazyky jsou slozit&jsi nez regularni a bezkontextové
e Jak pracuji automaty pro slozitéjsi jazyky

Naucite se:

e Kilasifikovat jazyky z hlediska Chomského hierarchie

Béhem vaseho studia teorie formalnich jazykt jste se seznamili prfedevSim
se dvémi tfidami jazykd — reguldrnimi a bezkontextovymi. Existuji ale
samoziejmée¢ 1 vyssi tfidy jazykl (slozitéjsi). Vzpomernte si na obecny
pojem gramatiky. Pravé tyto obecné gramatiky generuji nejvyssi tiidu
jazyka (tzv. jazyky typu 0) podle Chomského hierachie. Pravé podle jiz
zminovaného Noama Chomského se tato klasifikace jazykl, podle toho
jaké typy gramatik je generuji, nazyva.

Na obrazku muizete toto rozdéleni vidét. Chomského hierarchie obsahuje 4
tiidy jazyki, které 1ze generovat generativnimi gramatikami. Samoziejmé,
Ze s pouzitim generativnich gramatik nelze vytvofit vSechny jazyky — tyto
jazyky jsou pak nad touto hierarchii. Pro teoretické vysledky teorie

vycislitelnosti je dilezita tfida jazyka typy 0 a kontextové jazyky (typu 1).
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Jazyky kontextové maji navic vyznam pro umélou inteligenci, konkrétné
analyzu pfirozeného jazyka. Pro aplikované oblasti informatiky maji
vyznam piedev§im jazyky bezkontextové (typu 2) a regularni (typu 3) a to
pii definovani struktur programovacich a jinych jazykt pouzivanych
v praxi. Kromé gramatiky je dilezity zminény dualni pojem automatu,
ktery rozpoznava slova jazyka. Na obrdzku jsou také ke kazdé tiide
ptipojeny pfislusné dualni pojmy gramatiky - automatu.

V Chomského hierarchii je mozné dale rozliSovat podttidy podle toho zda
jazyky lze analyzovat pomoci deterministického nebo nedeterministického
automatu. Zvlasté dilezité to je pro tfidu bezkontextovych jazykt, které
koresponduji s pouZivanymi programovacimi jazyky. Deterministické
jazyky (rozpoznatelné deterministickymi zasobnikovymi automaty) jsou
ve svych specidlnich formach jako LL nebo LR jazyky efektivné
analyzovatelné. Existuji i alternativni hierarchie jazykd zalozené na
odlisnych piistupech ke generovani jazykl, z nichz ziejmé nejznamé;jsi
jsou Lindenmayerovy systémy vyuzivané naptiklad v biologii pro simulaci
chovani zivych organismii. Teorie jazykt je dillezitou soucasti informatiky

a jeji poznatky se aplikuji nejen v informatice samotné.

7.1. Obecna generativni gramatika a
Chomského hierarchie
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Obecnad generativni gramatika Qﬂ
Turingtiv stroj

Chomského
Kontextové gramatika hierarchie

Kontextové jazyky Linearn¢ omezeny autom.

Bezkontextové \ Bezkontextova gramatika

Zasobnikovy automat

Y

jazyky

Regularni Regularni gramatika

jazyky

Konecny automat

¢

Definice 26: Generativni gramatika je ¢tvefice G=ILX,S,P), kde
vSechny parametry maji tentyz vyznam jako u bezkontextovych  Generativni
gramatik s tim, Ze prepisovaci pravidla jsou obecné tvaru a—,
kde a,p € (ITUZX)", pFi¢emZ o obsahuje alespoii jeden neterminal.
Rekneme, Ze y se pfimo p¥epiSe na § a znatime y=58(y,8 e (ITUX)"),

gramatika

jestlize lze psat y = yiayz2, & = y1By2, kde (a—p) € P.
Relace =" je reflexivni a tranzitivni uzavér relace =.

Jazyk generovany gramatikou G je L(G)={w e X"|S=" w}.
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Nejstar§i a nejznaméjsi hierarchie gramatik podle tvarG pifepisovacich

pravidel je tzv. Chomského hierarchie.

Definice 27: Generativni gramatika G=(I1,Z,S,P) je
0) typu 0, jestliZze na pravidla neklademe Zadna omezeni

1) typu 1, neboli kontextova gramatika, jestlize vSechna pravidla jsou
ve tvaru aXp—ayB, kde |y| = 1, a,B,y € (IIUZ)", X e II. Jedinou
vyjimkou je pravidlo typu S— e, které se v gramatice objevit miZe, v

tom pripadé se ale S nesmi objevit na pravé strané Zadného pravidla.

vvvvvv

vvvvvv

Véta 13: Necht’ Li oznacuje tiidu jazyki typui. Pak Ls c L2 c L1
c Lo.

Diikaz:

Ls L2, L1 c Lo trivialng plati.

L2 < L1 fesi se pomoci nevypoustéjicich bezkontextovych gramatik.
VSechny inkluze jsou vlastni.

Napf. {a"b"} e (L2—L3).

Déle {a"b"c"} e (L1—L2). (viz nasledujici piiklad).

Inkluzi L1 c Lo nyni fesit nebudeme.
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Ttida kontextovych jazyku, jak ji vidite v definici obsahuje také jazyk, o
kterém jsme diive dokézali, Ze neni bezkontextovy. Kontextové gramatiky
prepisuji neterminaly také v kontextu dalSich slov. Nejlépe je to vidét na

gramatice pro zminény jazyk.

ReSeny priklad 21:

Piiklad: Gramatika pro L={a"b"c"}

G:

S— aSBC

S—>e

CB - BC

aB — ab

bB — bb

bC — bc

cC —>cc

Neni t&zké ovéfit, ze L(G)=L=({a"b"c"}).

G se da prevést na ekvivalentni kontextovou gramatiku G':
pravidlo CB— BC se nahradi trojici pravidel
CB— CB’

CB'— BB’

BB'—BC.
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7.2. Turinguv stroj

Na trovni nejvyssi tedy u jazykt typu O je akceptorem takového jazyka
Turingliv stroj. Budete se jim detailné zabyvat v teorii vycislitelnosti a
slozZitosti. Nyni si ho ukazme pouze jako ideu. V roce 1936 Alan Turing,
ktery je pro teoretickou informatiku kli¢ovou postavou, formuloval svou
ideu formalizace pojmu algoritmus ve form¢ Turingova stroje (TS). Tato
formalizace ma sviij velmi jednoduchy princip mechanismu se vstupni
potencialné¢ nekonecnou paskou s danou abecedou a Cteci hlavou, kterd
muZe zapisovat i ¢ist na pasce a pohybovat se po jednom policku. Schéma
tohoto stroje 1ze vidét na obrazku. Linedrné omezeny automat se 1iSi jen
Vv tom, ze paska pro néj neni nekonecna, ale je omezena na k — nasobek
velikosti vstupniho slova. Pravé to pak zpisobi, ze neni schopen

rozpoznavat jazyky typu O.

01011...

\ fidici jednotka urcujici

pfepis na pasce podle

aktualniho stavu a ¢teného

Tento velice jednoduchy formalismus s velkou vypocetni silou umoznil
formulovat pro informatiku klicové pojmy jako jsou rozhodnutelnost a
¢astecnd rozhodnutelnost problémt (pfip. lze tyto pojmy aplikovat na

funkce, mnoziny ¢i jazyky). Podafilo se dokéazat vlastnosti nékterych
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probléml (nejznaméjSim nerozhodnutelnych problémem je problém
zastaveni). MySlenky dikazl téchto fakti jsou pomérné jednoduché, i
kdyZz netrividlni a lze je najit v literatufe [Ja97a] a [Ch84]. DalSimi
dalezitymi vysledky jsou vztahy mezi jazyky typu 0 a rekurzivné
spocetnymi jazyky, které spadaji také do TFJA. Pro zajemce lze doporucit
distan¢ni studijni oporu pro tento kurz [Pa02].

vvvvvv

Chomskeho hierarchie
Generativni gramatika
Turingiiv stroj

Ukol k textu:

Sestrojte ke kazdé t¥id€ jazykti Chomského hierarchie pét jazykd, které do
ni patii (s vyjimkou typu 0).
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8. Aplikace v programatorskych ulohach
Cil:

Po prostudovani teto kapitoly pochopite:

e jednoduchy piiklad, jak s pomoci KA vyloZit netrivialni algoritmus
vyhledavani

8.1. Regularni jazyky a konec¢né automaty
VvV praxi

Nejjednodussimi jazyky, které zkouma teorie formalnich jazykd,
jsou jazyky regularni (resp. jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty). I
kdyz tyto pojmy zni odtazité, podivejme se na jednu lohu, kterou asi fesil
kazdy Ctenaf tohoto ¢lanku a tou je vyhledavani v textu. Hned poté si
ukazeme, jak mozné takovou myslenku ilustrativné vysvétlit pomoci
pojmu kone¢ného automatu. Pro tuto ulohu existuji rizné efektivni a
slozité algoritmy. Pokusme se rozebrat nejprve ten nejjednodussi, ktery

nas zfejmé napadne (jde o algoritmus brute-force - brutalni sila).

Intuitivni priklad: Vezméme si slovo ,,totozné“. Jak bychom realizovaly

jeho vyhledavani naptiklad v textu ,,tojetotozné*.
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tojetotoine tojetotozne tojetotoZne =elhani

totoZné totoFné ™ toto¥né ™)

tojetotoZne =elhani

totoing Bt ottt

...dalsi nedispésne

meakroky...

tojetotoZné tojetotoEnd ...lal% vsp éné tojetotofneé Uspéch-
totoing totoZng _.'1101‘01‘111'1??'!111.. totoine nalezeno

Algoritmy, které postupné nacitaji text a hledaji vyskyt slova, samoziejmé
vyuzivaji knihoven funkci. Tyto knihovny jisté obsahuji jiz ptipravené
algoritmy porovnani fetézcu apod. Piesto piijdeme-li az na jadro zplisobu
nalezeni slova bez pouziti téchto pomucek, musi se €ist postupné znaky
textu a srovnavat — jde o prvni pismeno hledaného slova ,t*? Pokud ano,
dale srovnavej zda souhlasi nasledujici pismena... Pokud projdeme celé
slovo totozny, aniZ by se v pravé nacitaném tseku textu néco lisilo, pak
mizeme skondit a Fict, Ze ,,totozny* se v textu vyskytuje a pokud ne, pak
se vratime na dalSi pismeno textu a cely postup opakujeme. Toto je zhruba
feCeno algoritmus brutalni sily. Jeho postup probihd zkracené takto

(srovnavani textu a slova):

Vidite, ze uvedeny algoritmus je skute¢n¢ ,,brutdlni“. Nevyzaduje sice
pfili§ mnoho uvazovani, ale na druhou stranu je pomérné ,hloupy®,
protoZe se vzdy vraci v textu na nasledujici symbol a viibec nevyuziva
informaci o tom, co jiz v hledaném slové Gspé$né srovnal. Proto by bylo
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rozumné zkusit navrhnout algoritmus, ktery by se jiz nemusel nikdy vracet
v textu na symboly, které jiz srovnaval. Pokusme se tuto myslenku

ilustrovat pomoci pojmu teorie formalnich jazykd.

Z hlediska teorie formalnich jazyka, jde o vyhledavani regularniho vyrazu
(mimochodem velice strukturalné jednoduchého — tyto vyrazy maji obecné
mnohem véEtsi silu nez pro nd$ ilustrativni piiklad), ktery miizeme

realizovat pomoci konecného automatu. Pokusme se tento automat

,,fotozné*

vystup

fidici jednotka méa kruhové symboly (stavy — uréuji
zde, jaka ¢ast hledaného slova je jiz nalezena), které se

béhem prace automatu mohou stavat aktivni (pfi
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reprezentovat s pomoci stavového diagramu (jde o automat zobecnény s e-
pfechody — pieruSovanymi ¢arami, coz nesniZuje obecnost):

Co nam tento diagram tika? Stavy vyjadiuji, jakou ¢ast hledaného slova
jsme jiz uspésné nacetli. Na pocatku po vstupu do automatu nejprve

¢ekame na symbol ,t°, kterym slovo za¢ina (to je ona smycka X-{t}). Po

tojetotoZne tojetotoine tojetotoZne togetotoine tojetotoine

totoZne totoZne totofne totoZne totoZne

tojetotoine tojetotoEne ..dalsidaspéimé | tojetotoine fTspEch—
toto¥né [™ totofné [™porovnavani.. ™| toto¥né [ ™ nalezeno

[3

nacteni ,t° se dostdvame do pfislusného stavu. Pokud piijde ,o
pokracujeme v uspé$ném porovnavani, ale pokud ne, pak se musime
rozhodnout, kam se vrétit, abychom sice nic z textu znovu zbyte¢né
necetli, ale zarovent abychom tak neopominuli jiz nactenou UspéSnou cast
slova. V tomto pfipad¢ se muzeme vratit az na pocatek. VSechny situace
s ¢ernou prerusovanou ¢arou jsou tyto ,,standardni navraty®. Podivejme se
ale, co se d¢je, jsme-li jiz ve stavu ,tot*. V tom piipadé se nemizeme
vratit Uplné na pocatek, protoze bychom tak ignorovali, ze jsme jiz
uspésné nacetli symbol ,t*. Musime se tedy do pfislusného stavu nastavit,
abychom tak neporusili potencialni moznost vyhledani slova v textu.
Stejna ,,nestandardni* situace nastadva ve stavu ,toto“. Musime vzit

Mee

V tivahu, Ze 1 pfes neuspéch pro ,,totoz* jsme se jiz dostali do stavu, kdy je
nacteno ,,to* a miize potencialné piijit ,,tot“! Naznacme schématicky, jak

pracuje tento vylepSeny algoritmus.
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Tento automat nam vlastné poskytuje jakési ,,know-how*, diky némuz se
zbavime zakladniho nedostatku (z hlediska efektivity algoritmu) a to je
nutnost vracet se v textu vzdy na dalsi symbol. Pfi tomto postupu nikdy jiz
¢teny symbol v textu nemusime znovu naéitat. To jist¢ v rozsahlych
textech zrychli hledani. Cena za to je nutnost zjistit si, kam se musim vratit
vV automatu pii selhdni. Jelikoz to vSak ¢inime jen jednou na pocatku, u
rozsahlych textl se to vyplati. Popsany postup je vlastné teoreticky
popsanym algoritmem znadmym jako Knuth-Morris-Prattiv algoritmus.
Lze jej naprogramovat a navic pomérné jednoduse — je pouze tieba
zkonstruovat postup vytvafeni ,,automatu® — jinak feceno tabulky, ktera
popisuje kam se vratit z jednotlivych stavi - jako algoritmus (neni to
sloZité — v podstaté jde o problém prohledavani slova v sobé samém a tim
zjisténi — kolik symboli v jednotlivych ¢astech slova se shoduje s jeho

zaCatkem).

Ptiklad, ktery jsme pravé prezentovali, je samoziejmé velice jednoduchy.
Kone¢né automaty maji vétSi moznosti nez jen rozpoznavani pevnych
fetézcl. Regularni vyrazy, které k nim piislusi, mohou nahrazovat ¢asti
slov libovolnymi kombinacemi apod. Naptiklad 1ze sestrojit automat, ktery
by vyhledaval text se slovem, které za¢ina na ,,to* a kon¢i na ,,né“- tedy
napf. totozné, toporné, topné apod. Takovy automat by vypadal

nasledovné.
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l vystup

DalSim typickym ptikladem vyuziti konecnych automatl je vyhledavani
nékolika rtznych slov Vv textu najednou nebo naopak, slov ktera spliuji
vice podminek najednou. Pravé zde se dostavame opét jiz k diskutované
formalizaci. Pokud pochopite, jak automat pracuje a jak je sestrojovat,
muizete po dikladnéjSim studiu teorie formalnich jazykti a automatt
pouZivat jeji formalni aparat — tedy napiiklad algoritmy na sestrojovani
sjednoceni, praniku automatii apod. Pokud Vas zaujal tento ilustrativni
ptiklad, poznali jste, jak mize byt pro studenta zajimavé pouzivat tento
formalismus napftiklad v algoritmizaci pfi vyuce vyhledavacich algoritmu.
Vétime, Ze tato teorie piimo vybizi k hledani dalSich zajimavych uloh, na
kterych se mohou studenti seznamit s pochopitelnymi a efektivnimi
programatorskymi technikami a zaroven tak poznat svét teoretické
informatiky. Lze Kktomu vyuzit jiz zminované ucebnice, at jiz
Vv elektronické nebo fyzické podobé. Také Internet je velkym zdrojem

inspirace pro dalsi didaktickou praci s koneénymi automaty a regularnimi
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vyrazy. V dalsi kapitole pouze naznacCime, k ¢emu sméfuje dalsi daleZitd
formalizace. Bylo by nad ramec tohoto omezeného Clanku ji rozebirat
blize, povazujte ji proto za inspiraci, jak ve vyuce nastinit studentlim téma

bezkontextovych gramatik a syntaktické analyzy.

8.2. Bezkontextové gramatiky a syntakticka
analyza

Ttidou jazykl bezprostfedné nasledujici v hierarchii jsou bezkontextové
jazyky. Jejich vyznam v praxi lezi pro informatika pfedevSim v oblasti
umélych jazykli — programovacich, dotazovacich apod. Studenti, ktefi se
seznamuji se zAklady algoritmizace a programuji v konkrétnim
programovacim jazyce, by méli hned od zacitku pracovat s jasné
definovanymi (syntaktickymi) konstrukcemi jazyka. U nasledujiciho
piikladu je pro jednoduchost zvolena konstrukce na trovni reguldrnich
jazykd. Nicméné syntaktické diagramy lze vyuzit pfedevSim u struktur na
urovni bezkontextovych jazykd.

Intuitivni priklad:

V programovacim jazyce Pascal se vyuzivaji ¢isla bez znaménka. Mlzeme
je povazovat za syntaktickou strukturu, kterou lze velmi ilustrativné

zobrazit nasledujicim zplsobem.
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Tato je pro studenty velmi vhodna a nazorna, umoziuje sledovat v tomto

konkrétnim piipade€, ze Cislice je jedna z moznych deseti a ¢islo se pak
skladad ze sledu cislic (alespon jedné), dale muize nésledovat desetinna
tecka a za ni opét sled Cislic (ovSem tento element je nepovinny — mize
byt pteskocen). Nasleduje (opét nepovinng) znak ,e‘ (exponent), ktery se
sklada ze sledu ¢islic, které mohou a nemusi byt uvozeny znaménkem.

Tyto konstrukce mohou byt zapsany pro cely jazyk Pascal v ptesné notaci
bezkontextové gramatiky (nebo v bohatSi Backus-Nauerové formé viz
skripta [Ce92]). K takovému zépisu je pak mozné sestrojit LL(1)
gramatiku, ze které lze nazornym postupem sestrojit a implementovat
analyzator (algoritmus, ktery zjistuje zda program v Pascalu neobsahuje
chyby v syntaxi). To Ize udélat na zakladé rtiznych formalnich metod
teorie formalnich jazykl a automati. Nejilustrativngjsi z nich je pak
metoda rekurzivniho sestupu [Dv92],[Le02] nebo [Ka02], ktera umoziuje
pfimocafe ke gramatice napsat kod v libovolném strukturovaném

programovacim jazyce.
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V kvalitni ucebnici jazyka Pascal [Ji88], kterd je 1 dnes hojné¢ vyuzivana
nejen pro vyuku Pascalu, ale i principt algoritmizace a programovani, je
mozné nalézt pomoci syntaktickych diagramti i Backus-Nauerovy formy
celou gramatiku jazyka. Pro studenta je velice dulezité, aby si pfi
pouzivani programovaciho jazyka uvédomoval, Ze program neni jen
posloupné zapsanou sekvenci piikazl, ale Ze program ma sva pevna
syntakticka pravidla, na kterych musi byt sestaven.
Nasledujici kod v jazyce Pascal ukazuje zpracovany fragment analyzatoru
pro typ ¢islo, podle syntaktickych diagramii.
procedure Number;
var point : boolean;
begin
point := false;
while ch 1In numeric do
begin
ident := i1dent+ch; GetCharl;
if ch in ["e", "E", DecimalSeparator] then

begin
point := true;
ident := ident+ch; GetCharl;

if ch in ["+7, "-"] then
begin
ident := i1dent+ch; GetCharl;
end;
end;
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end;
ifT ch in 1gnore then GetChar;
ifT point then
AssignTerms(TReal .Create(ident), 0)
else AssignTerms(TInteger.Create(ident), 0);
ident = "";

end;

Procedura GetChar (resp. GetCharl) zabezpecuje nacitani jednotlivych
znaki z Cisla. Vidime, Zze procedura odpovidd zépisu syntaktického
diagramu. Situaci, kdy se néjaky element jazyka podle syntaktického
diagramu opakuje pfesné simulujeme pomoci piikazu cyklu ,,while* a
podminény vyskyt Ize algoritmicky vyjadfit pomoci podminéného piikazu
L.V navaznosti na strukturu celého jazyka Pascal by bylo mozné
vytvofit systém navzajem se rekurzivné volajicich procedur, které by
zjistovaly spravnost kodu (syntakticky analyzator) a generovaly vystupni
formu (zde napiiklad funkce AssignTerms vytvaieji objekty reprezentujici
bud’ celé nebo redlné ¢islo). Uvedeny fragment je vynat z programu, ktery
realizuje automatizovanou dedukci a pouZiva syntakticky analyzator pro
formule predikatové logiky [Ha99].

wewr

algoritmy vyhledavani
syntaktické diagramy
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Ukol k textu:
Vyhledejte (napf. na Internetu) popis algoritmu vyhledavani Aho-

Corasickové a pokuste se interpretovat jeho funkci na ptikladu pomoci

koneéného automatu.
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9. Vyd islitelnost a slozitost

N a4

zékladni partii teoretické informatiky. Zatimco teorie formalnich jazyki
pracuje s pomérné jednoduchymi modely automatii, gramatik a jazyka u
vy¢islitelnosti je mnoho téZko pochopitelnych vlastnosti a zejména jejich
dikazy a formdlni pojeti je narocné. Vycislitelnost také do zna¢né miry
souvisi s vyS§imi tfidami jazykli nez jsou regularni nebo bezkontextové. I
piesto lze fici, ze smysl 1 zdkladni pojmy této teorie jsou opét velice blizké
selskému rozumu” a informatice v praxi.

Algoritmus je dnes pojmem, ktery pouZivaji nejen informatici. S jistym
zjednoduSenim bychom mohli fici, Ze algoritmy jsou jadrem informatiky.
Cim by byla dnes informatika, kdyby se nesnaZila najit postup feseni
mnoha problémt od cisté matematickych jako je feSeni rovnic k ryze
praktickym jako jsou algoritmy implementované v informacnich sys-
témech, které¢ pouzivame kazdodenné (textové editory, tabulkové
procesory, databazové prostredky a dalsi).

Abychom v8ak mohli prakticky implementovat, je nutné mit aparat pro
jejich zapis, implementaci a pouzivani automatizovanymi prostfedky
(pocitaci). Samoziejme, ze algoritmem muze byt chapan 1 naptiklad postup

pro pfipravu jidla, ale takovy vagni popis mize nc¢kdy stézi zpracovat
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¢lovek, natoz stroj bez inteligence. Proto je snaha vytvaret umélé jazyky s
pevné danou syntaxi a sémantikou, které by popis a implementaci algo-
ritmu umoznily exaktné a jednoznacné. Takovych prostiedki existuje v
informatice velké mnoZstvi -nepieberné mnozstvi programovacich jazyku
vhodnych pro razné ucely, strojové jazyky ¢i abstraktni a grafické
prostiedky, pouzivané spiSe v teoretickém navrhu nebo vyuce.

Pijdeme-li ale jesté dale nez k praktickému pouziti, zacnou nas napadat
otazky tohoto typu:

Jaké problémy mohu vlastn€ pomoci algoritmu vytesit a jaké jiz ne?
Umim napftiklad pomoci jazyka Pascal zapsat feSeni vSech problému jako
strojovym jazykem procesoru pocitace a naopak?

» Jak mohu rozpoznat, ktery algoritmus (program) napsany pro FeSeni
stejného pro

blému je lepsi (napf. rychlejsi)?

Lze na takovéto otazky viibec odpovédet exaktné nebo jen “hypoteticky’.

Pravé na tyto otazky hleda (a jiz na mnohé nasla) odpovéd teorie
vycislitelnosti a slozitosti. Aby mély tyto vysledky vérohodnost, je nutné
prikrocit opét k jisté mife formalizace a pouzivani matematiky, ale v tomto

¢lanku se pokusime ukazat, ze zédklady Ize vylozit i ndzorné.

9.1. Algoritmy, problémy a jejich reSitelnost

Pokud bychom chtéli najit specifickou ¢innost, kterou provadi informatik,

pak by ziejmé Slo o hleddni algoritmického feSeni né&jakého problému.
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Toto feSeni ma tedy splilovat vlastnosti determinismu, obecnosti feseni a
rezultativnosti. A pravé ’problém” je zakladnim teoretickym vychodiskem
vyCislitelnosti a slozitosti. Problémem se zde v uz$im smyslu mysli otazka
a instance (objekt, u kterého tuto otazku zkoumame). Napiiklad miizeme
uvazovat problém feSeni kvadratické rovnice. Instanci je v tomto piipadé
kvadraticka rovnice zadana kupiikladu ve tvaru ax + bx + ¢ = 0 a otazkou -
jaké jsou koteny této rovnice. Pro na$ piipad bychom nasli velice
jednoduchy algoritmus, ktery by kotfeny vypocital. Takovyto problém je
tedy ALGORITMICKY RESITELNY. Pravé algoritmicka feSitelnost je
klicovym pojmem zkoumanym exaktné na bazi matematické formalizace.
Aby bylo mozné se teSitelnosti efektivné zabyvat vcetné ditkazu vlastnosti
jsou v zasadé¢ tfeba dva kroky:

1. Musime se omezit na specialni p¥ipady problémi -tzv. PROBLEMY
TYPU ANO/NE. Jde o problémy, které maji otazku formulovanou tak, Ze
na ni lze odpovédét bud ANO nebo NE. Napi. vySe zminény problém
feseni kvadratické rovnice by nebyl tohoto typu, nebot’ odpovéd’ na otazku
je slozitéjsi objekt (dve cisla). Pokud bychom chtéli dostat problém typu
ANO/NE, museli bychom ho pieformulovat napiiklad na otdzku, zda
existuje realny kotfen. U naSeho piikladu bychom pak mohli konstatovat,
Ze jde o problém ROZHODNUTELNY -tedy takovy, pro ktery mame
algoritmus, jenz nam vzdy da spravnou odpovéd’ ANO nebo NE. Existuji
v8ak i problémy, pro které existuji pouze algoritmy davajici odpovéd’
ANO avsak nemuseji spolehlivé davat odpovéd v ptipadech NE. Takovéto
problémy pak jsou NEROZHODNUTELNE, a zaroveii jsou CASTECNE
ROZHODNUTELNE. O téchto rozhodnutelnych, nerozhodnutelnych a
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¢astecné¢ rozhodnutelnych problémech se pak daji dokazovat rizné
vlastnosti, nicméné je nutné podotknout, ze tyto diikkazy jsou jiz Casto
pomérné tézké na pochopeni a pouzivaji v mnoha piipadech principu
nepfimého dikazu, nikoliv jasné a pifimé konstrukce. Pro ucely tohoto
popularizujiciho ¢lanku se zminime alespon o jedné lehce pochopitelné a
dokazatelne vlastnosti.

Jde o tvrzeni znamé jako Postova véta. Tvrdi, Ze pokud mame problém A a
jeho doplikovy problém A (tedy takovy, ktery ma otazku formulovanou
opatn¢ -negovang) a plati, Ze oba jsou castecné rozhodnutelné, pak
problém A musi byt rozhodnutelny. Predstavte si tuto situaci, kterd by
nastala pfi praktickém programovani. Mé&li byste tedy program A, ktery
dava spolehlivé odpovéd ANO pro instance, pro které ma byt odpoveéd
ano, ale pro instance ostatni nemusi (muize se tieba zacyklit v nekonecné
smycce pii pokusu odpovédeét na otazku). Déale mate program A, ktery
odpovida spolehlivé na opacnou otdzku opét pouze pro "ANO”. Jak
muzeme tvrdit, Zze problém A je rozhodnutelny, tedy Zze pro néj existuje
program, ktery dava spolehlivé ”ANO” 1 "NE”? Velmi jednoduse, pokud
si predstavime program, ktery by po krocich paraleln¢ provadeél instrukce
vzdy programu A a pak programu A (je dulezité, aby se vzdy provedla jen
jedna instrukce). JelikoZ moznosti odpovédi jsou jen dvé (ANO, NE), pak
mame zaruceno, ze bud’ ndm po urcitém poctu krokii skonci program A
nebo A, pokud to bude prvni z nich, pak vratime odpovéd’ ANO, protoze
na otazku A je tato odpovéd spravna. Pokud vSak skon¢i program pro
opacnou otazku je odpovéd’ na ni ANO a tedy odpovéd’ na otazku A je NE

a tu tedy vratime. Takovyto algoritmus vzdy skonci, vrati spravnou
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odpovéd’ a je tedy rozhodnutelny. Kdyby vSak provadéni pivodnich
programil nebylo paralelni, pak by tento postup nemusel fungovat jeden z
programu by se mohl zacyklit a jiz bychom nedostali odpovéd'.

Vidite, Ze otazky, které si klade teorie vycislitelnosti a slozitosti, nejsou
jen odtazitou matematickou latkou, jez studentim informatiky d¢la
obecné vlastnosti algoritmi a pokud si dokaze promitnout jejich vyznam
pro praktické programovani, miize to i velmi pozitivné¢ ovlivnit jeho
nahled na prakticky feSené problémy.

2. Druhym krokem pro exaktni zkoumani vlastnosti algoritmi je ptesna
definice pojmu algoritmus. Jiz jsme se dotkli problému, ze pod pojmem
algoritmus si kazdy ctenar muiize predstavit jiny zplusob jeho zépisu. Na
tomto misté se pokusime jednoduse a na piikladu ukazat elegantni a
ptitom velmi jednoduchy zptsob -tzv. Turingtv stroj (TS). Jeho genialni a
presto prostd myslenka ma sviij ptivod jiz ve 30. letech 20. stoleti, kdy jej
formuloval Alan Turing (klicova postava teoretické informatiky). Jde
vlastn¢ o automat (viz ¢lanek Formalni jazyky a automaty uvefejnény v
MFI diive), ktery vSak mé narozdil od automatu kone¢ného podstatnou
schopnost ¢teni 1 zapisu na vstupni pasce, spolu s moznosti vracet se po
potencialné nekoneéné pasce na libovolné misto na ni. Jde tedy opét stroj,
ktery na vstup dostane slovo v urcité abecedé, ale narozdil od kone¢ného
automatu muize nejen skoncit v koncovém stavu z pocatecniho, ale také
muze slovo modifikovat a vydat tuto modifikaci jako vysledek. Dulezita je
pro jeho funkci spravné sestavend prechodova funkce, jenz je formalné

zobrazenim stavil a symboll na novy stav, novy zapsany symbol a ptiznak
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posunu ¢teci hlavy na pasce (hlava se muze posouvat doleva a doprava,
pfipadné zlstat na mist¢). Takovyto Turinglv stroj pak miizeme chapat
jako prosttedek, ktery realizuje zobrazeni, stejné jako jej muze realizovat
program v Pascalu ¢i strojovy jazyk procesoru. Mozna se to zda jako
neuvéfitelné, ale 1 takto jednoduchy formalismus ma stejnou vypocetni silu
jako vySe zminéné zpusoby zapisu algoritmu. Je sice jasné, ze mnoho
postupll je v téchto “vyssich” prostiedcich jiz zabudovano a mizeme s
nimi pracovat, ale 1 pfesto dokaze TS realizovat jakoukoliv funkci jako
”vys$si” prosttedky. TS predstavuje tedy jakési programovani na extrémné
nizké urovni. Vyhodou v8ak je, ze tato jednoduchost je pfeduréena pro
matematické dokazovani vlastnosti algoritmi. Je totiz velice jednoduchou
algebraickou strukturou, kde nejslozitéjsi je piechodovd funkce,
predstavujici ptislusny ”program”.

Priklad 1:

Uvazujme pomérné jednoduchy problém, kterym je inkrementace Cisel v
binarni soustavé (tedy zvyseni hodnoty ¢islax o 1 nax + 1).

Napt. 1011 (dekadicky 11) ma byt inkrementovan na 1100 (dekadicky 12).
I v tak jednoduchém prosttedkl jako je strojovy jazyk procesoru existuje
prostiedek, ktery nam piimo spocitd soucet dvou cisel a tim padem i
dokéze jednou instrukci inkrementovat hodnotu. V TS vSak musime
uvazovat na mnohem primitivnéjsi arovni. Binarni ¢islo je pro nas slovem
v abeced¢ slozené ze symbolll 0 a 1. Umime pouze definovat stavy TS a
pfechody (instrukce), které fikaji jak mame zmeénit aktudlni stav, jaky

symbol médme na aktudlni misto na pasce zapsat misto ptivodniho a kam se
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mame presunout. Musime tedy uvazovat o jednotlivych akcich, které je
tieba pro inkrementaci provést. M¢lo by jit

o tyto ¢innosti:

Piesunout Cteci hlavu na konec slova, nebot’ tam budeme ménit Cislice s

Cv v

TN

cwv v

fad, ktery ma ¢islici 0, kterou pak miizeme zménit na 1 a tim skoncit.

Podivejte se na sled téchto akci na ptikladu: 1011, 1011, 1010, 1100

Nyni nam zbyva zkonstruovat TS:

Stavy -q1 -PRESUN (pocateéni stav), qz -INKREMENTACE, gz -KONEC
(koncovy stav)

Abeceda -0,1

Piechodova funkce (instrukce): 1.(q1, 0) — (q1, O,P ), 2.(q1, 1) — (q1, 1,P
), 3.(q1,&) — (g2, &, L) -tyto instrukce piedstavuji pfesun na konec slova -¢
reprezentuje prazdné slovo, tedy symboly za a pted slovem, P je pfesun
hlavy doprava, L pfesun doleva a N kdyz hlava zustava na misté 4.(qz, 0)
— (g3, 1,N), 5.(g2, 1) — (g2, O,L), 6.(g2,6) — (g3, 1,N) -postupna inkre-

mentace az nedojde k preteceni

Mame-li sestrojeny TS, muzeme jej aplikovat postupnym vypoctem na

slovo (napf.
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1011). Vypocet je posloupnost konfiguraci TS od pocatecni do koncove,
kde konfigurace reprezentuje slovo na pasce, v némz je na misté Cteci
hlavy symbol aktualniho stavu a znak hireprezentuje pouZiti i-té instrukce:
011011 h2 101011 h1 100111 h2 101011 h2 101101 hs 101921 hs 100210 hs
1g2000 hs 13100

9.2. Formalizace pojmu algoritmu

Turingliv stroj je nejen jednoduchou a pfitom zcela exaktni formalizaci
pojmu algoritmus, ale na druhé strané je i lehce pochopitelny ”selskym
rozumem”. Je mozné si jej opét jako konecny automat predstavit 1 jako
fyzicky stroj vykondvajici instrukce (program). Lze pomoci ng& i
nahlédnout na zajimavé obecné vlastnosti programt. Jednim z nich je totiz
existence tzv. UNIVERZALNIHO TURINGOVA STROJE (UTS). Tento
UTS dokaze simulovat libovolny jiny Turingtv stroj (pokud se omezime
na jednoduchou abecedu, coz ale nesniZzuje obecnost). Pokud si opét misto
TS piedstavime napiiklad program v Pascalu, pak ndm to dava tvrzeni, Ze
existuje univerzalni pascalovsky program, ktery dokaze simulovat viechny
napsané programy v Pascalu. Simulaci se zde mysli, Ze takovy univerzalni
program dostane na vstup kod simulovaného programu, provede ho presné
jako by byl program proveden sdm a vrati vystupy totozné ocekavanym
vystuptim programu. Sestrojit takovy univerzalni pascalovsky program je
samoziejm¢ pomeérné slozité (i kdyz je to jen otazka Casu a usili), ale prave

jednoduchost formalizace TS umoziiuje sestrojit takovy UTS pomérné
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rychle a snadno (dokonce to byva tiloha, kterou vysokoskolsti studenti fesi
jako samostatny domaci ukol?).

Pojem algoritmu je samoziejm¢é mozno formalizovat i jinymi prostiedky.
jako PRIMITIVNE (OBECNE) REKURZIVNI FUNKCE (PRF/ORF).
Tato formalizace bude mit pravdépodobné plivab pro ty Ctenafre, kteti jsou
vice orientovani na algebraické pojeti vycislitelnosti funkci na mnoziné
ptirozenych ¢isel. Jejich idea se opira o dvé zakladni definice (pro zacatek
budeme mluvit pouze o primitivné rekurzivnich funkcich a pozdgji
pfidame pojem obecné rekurzivni funkce):

1. Za zakladni povaZzujeme tyto funkce:

*0:N — N, Vx: 0(x)=0 (funkce, ktera vraci pro jakykoliv argument O -
identicka nula)

*s:N — N, Vx:s(x)=x +1 (funkce, kterd vraci pro jakykoliv argument

jeho nasledujici hodnotu -naslednik)
(n)(n)
2 N'— N, ¥X1,X2, ..., Xn: | (X1,X2, ..., Xn)= Xi (funkce, ktera vraci i-ty argu-

ment -vyber -je nutnd pro tvorbu funkci vice promeénnych)

2. DalSi funkce mtiizeme skladat pomoci operatorti:
Operatory substituce Snm: f= Snm(g, hi, ..., hm), kde plati f(x1,x2, ..., Xn)=
g(hi(xy, ..., Xn), ..., hm(X1, ..., Xn)) (operator, ktery umoziuje skladat funkce)

Operatory primitivni rekurze R f = R'(g, h), kde plati f(0,x2, ..., xn)= g(x2,
.y Xn)a f(k+1,x2, ..., xn)= h(k, f(k, x2, ..., Xn),X2, ..., Xn) (Operator, ktery
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definuje rekurzivni funkci na zakladé funkce g -zarazka rekurze pro k = 0,

h -nasledujici krok rekurze pro k + 1 definovany pomoci k)

Z téchto zékladnich funkci mizeme pomoci postupné aplikace operatora

vvvvvv

Priklad 2:

Zkusme se podivat na ptiklad funkce f(x1,X2)= X1 + x2. Podobn¢ jako
Turingliv stroj je tento formalismus pomérné primitivni, takze 1 takto
jednoduchou funkci zde musime sestavit. MySlenka spociva v tom, Ze
pouZijeme rekurzi (kterd& nam nahrazuje cyklus) a pomoci rekurze vzdy
vytvofime néslednika hodnoty az k nule, kdy dosadime hodnotu druhého
argumentu.

Sekvence vypada nasledovné:

fi=s fo= | fa=S (s, | )fa= | f=R(f4f3)

pricemz jednotlivé funkce vyjadiuji:

f -je funkce, kterou jsme chtéli vytvorit (s¢itani dvou argumenti), pficemz
jsme museli aplikovat rekurzi nasledujicim zpusobem; f(0,x2)=
x2,f(k+1,x2)= f(k, x2)+1; coz znamena, Ze x1 -krat zvySime hodnotu x2 0
jedna a pouzijeme k tomu upravenou funkci naslednika

fa -je funkci vybéru prvniho argumentu z jednoho, kterou potiebujeme,
abychom spravné nadefinovali zarazku rekurze funkce f

f3 -je upravena funkce naslednika pro druhy argument ze tii (pouzije se v
rekurzi dle formalni definice operatoru); f3(X1,X2,X3)= X2 +1

f2 -je potiebna pro vytvoreni naslednika druhého argument v 3; jde o vybér

druhého argumentu ze tii f2(X1,X2,X3)= X2
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f1-je zakladni funkci naslednik pro jednu proménnou (fi(x1)= X1+ 1)

Na tomto jednoduchém piikladé jste vidéli, Ze notace primitivné
rekurzivnich funkci umoziiuje moznd ponckud slozité, ale zejména
exaktné symbolicky odvodit jakoukoliv funkci. I kdyz je tato konstrukce
zna¢né odlisnad od formalizace algoritmické vy¢islitelnosti pomoci TS, v
kone¢ném disledku mizeme realizovat pfesné Turingovsky vycislitelné
funkce pouze pokud k definici primitivné rekurzivnich funkci ptiddme
jeden operator tzv. operator minimalizace, ¢imz dostaneme obecné
omezime se na jeho vysvétleni laické. Jde o operator, ktery umoziiuje
vytvorit funkci, kterd vraci nejmensi hodnotu prvniho argumentu, kdy je
funk¢ni hodnota 0. Napftiklad, kdybychom potiebovali pti vystavbé urcité
funkce znat nejmensi hodnotu funkce f(x1)=5 — x1 aplikovali bychom
operator minimalizace, ktery by vytvofil funkci vracejici vzdy 5.
Samoziejmé by to asi v takto jednoduchém ptikladé¢ nedavalo smysl, ale
tento operator Ize definovat pro libovolny pocet proménnych a libovolnou
slozitost formule.

Dalsi velice zajimavou formalizaci pojmu algoritmu jsou takzvané PL-
programy. Zminiujeme se 0 nich ihned po rekurzivnich funkcich nikoliv
nahodou. Jak uvidite, i kdyZ jde opét

o formalizaci z naprosto jiného pohledu, Ize jednoduSe ukazat, Ze jejich
vypocetni sila je totozna. PL-programy (jak jiZ nazev napovida) jsou
formalizaci, kterou ziejmé oceni spiSe programatorsky orientovani ctenafi.

PL-program je sekvence ptikazii, které mohou obsahovat identifikatory
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(proménné). Jazyk je opét velmi jednoduchy, v zasadé mame pouze tyto
piikazy a elementy:

Ptitazovaci piikaz X := 0 (Ize pfifadit nulu libovolnému identifikatoru)
Ptikaz inkrementace INC X (X =X + 1)

Piikaz cyklu LOOP X [seznam ptikazii] ENDLOOP (provede seznam
ptikaza X-kréat)

Navesti L, které urcuje bod programu

Ptikaz skoku GOTO L (provede v programu skok do bodu L)

Specifikace vstupt a vystupu INPUT X1,X2, OUTPUT Y

Priklad 3:

Naptiklad funkci f(x1,X2)= X1+ X2 Ize zapsat nasledujicim PL-programem:
{INPUT X1, X2} Y := 0; LOOP X1 INC Y; ENDLOOP LOOP X2 INC
Y; ENDLOOP {OUTPUT Y}

Pravdépodobné se Vam zd4a, ze tento zplsob zapisu ma podobné prvky
jako rekurzivni funkce. Zamyslite-li se na jednotlivymi elementy, zjistite
naptiklad Zze:

Ptitazovaci piikaz je v podstaté identickd nula

Ptikaz inkrementace je vlastné funkci naslednika

Ptikaz cyklu mize beze zbytku nahradit rekurzi

Také lze ukazat, Zze bez piikazu GOTO budou PL-programy mit stejnou
vypocetni silu jako PRF, jinak jsou ekvivalentni ORF. Dale Ize jednodusSe
simulovat libovolny PL-program pomoci Turingova stroje. Vlastné

bychom jen na pasce TS vyhradili misto pro hodnoty proménnych a
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postupné naprogramovali v TS vSechny ptikazy (viz ukazka TS -
naslednik).

VSechny tyto vlastnosti nejsou jen matematickou teorii, ktera zastfeSuje
pojmy a metody, které vyuzivame v informatice. Studium téchto
formalizaci vam umozni pochopit, ze zptisobl zapisu algoritmu je mnoho
a 1 pres jejich riznorodost mohou mit stejnou vyjadiovaci/vypocetni silu.
Je to podobné jako, kdyZ jeden programator rad piSe své programy v
jazyce Pascal a jiny v jazyce C. | kdyZ techniky v jednotlivych jazycich se
mohou lisit, oba programatofi mohou vytvofit plnohodnotné programy,
které se budou chovat identicky. Také diky objevovani téchto teoretickych
otazek miizeme hloubéji pochopit pro¢ rekurze a cyklus jsou dva navzajem
zaménitelné nastroje algoritmického feSeni problému. Dilezité je, Ze tyto
notace jsou pomérn¢ pochopitelné a Ize si k nim vytvafet mnoho
zpisoby formalizace a tim vytvaret lepsi Uroven “informatického
mysleni”. Pod timto pojmem si pfedstavujeme schopnost navrhovat
efektivni algoritmické feSeni problémt, coz je uvazovani, které by mélo

byt specifickym rysem kazdého informatika.

9.3 Slozitost FeSeni problému

Kdyz uz mluvime o efektivnim feSeni problémt musime se alespoii kratce

zminit o druhé strance oboru, kterym se zabyva tento ¢lanek. Je ji takzvana
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slozitost, ¢imz mizeme chépat predev§im dveé odlisné vlastnosti algoritmt
-bud’ casovou slozitost nebo prostorovou slozitost. Piedstavte si, Ze
nékolik studentli dostane za tkol samostatné vyiesit jisty algoritmicky
ukol. Budeme-li piedpokladat, ze vSichni jej vyieSi spravné a sestavi
funk¢ni algoritmy (programy) je pravdépodobné, ze kazdy navrhne trochu
jiny zpusob feSeni. U téchto programi pak lze polozit otdzku, ktery je
vlastné nejlepsi. A pravé na tuto otazku lze (mimo jiné) nahliZzet ze dvou
hledisek:

ktery program da v praméru nejrychleji vysledek?

ktery program spotitebuje ke svému spravnému chodu nejméné pameéti

(prostoru)?

Jisté je odpoveéd’ na tyto otazky dulezitd. Vzdyt’ aby nam vibec vypocetni
technika v naSem Zivoté byla uzite¢na, musi pracovat rozumné dlouho a na
strojich s kapacitou, které

mame v dané dob¢ k dispozici. Aby bylo mozné zadefinovat exaktné tyto
pojmy pouZiva

se op¢t exaktni pojem algoritmu. Pro naSe Gcely zvolme Turinglv stroj. U
néj mizeme rozliSovat tyto zékladni charakteristiky:

Slozitost (Casova) vypoctu TS na uréity vstup -jde o pocet vykonanych
instrukci TS na tento vstup (je to tedy prosté ptfirozené Cislo); napt. v
prikladu 1 v tomto textu byl uveden vypocet Turingova stroje na slovo
1101, pocet vykonanych instrukci nez se stroj zastavil je 8.

Slozitost (¢asova) TS (obecné) -zde jde jiz o funkci, kde argument je

velikost slova a funk¢ni hodnota je pocet instrukci na slovo o této velikosti
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v nejhor§im moZném piipadé (je jasné, ze ruznych slov o urc€ité velikosti je
mnoho -viz priklad 1); pro nas$ ptiklad 1 bychom opét mohli pfemyslet,
jaka funkce to je. Stroj funguje tak, Ze vzdy dojede na konec slova (coz je
n instrukci), dale v nejhorSim piipadé projde celé¢ binarni ¢islo (slovo)
pozpatku az na zacatek pted prvni symbol a skon¢i v koncovém stavu(n +
2 krokur). Slozitost toho TS je tedy f(n)=n + n +2=2n +2

Odhad (Casové) slozitosti TS je zjednodusenim funkce slozitosti TS.
VétSinou nas totiz nezajima presna funkce jako ve vysSe uvedeném piipadé,
ale sta¢i nam jen ta nejdulezitéjsi ¢ast funkce (kterou oznac¢ime O(f)), ktera
roste nejrychleji, vzhledem k velikosti vstupniho slova. VétSinou se za tyto
funkce berou f(n)=n, f(n)=n’, ... atd. Tedy u naseho piikladu by odhad byl
O(n).

Ttida (Casové) slozitosti je mnozina téch problémi, které jsou vycislovany
néjakym TS, se slozitosti O(f). VéEtSinou se obecné vymezuji tiidy linearni
slozitosti (T (n)), logaritmicko-linedrni (T (n - log(n))), kvadratické (T
(n)), kubické (T (n")), ..., polynomialni (T (n‘)) (PTIME), exponencialni (T
(2") (EXPTIME). Napiiklad do tfidy (T (n)) patii nas§ problém

inkrementace binarniho ¢isla.

Druhé¢ hledisko tedy prostorova slozitost mtize byt definovana v podstaté
totozn¢, pokud slozitost vypoctu TS deklarujeme jako pocet symboli
pasky, které béhem vypoctu projde TS neZ se zastavi. Tiidy prostorové
slozitosti se pak oznacuji podobné¢ s piiponou SPACE-PSPACE,
EXPSPACE. Ttidy Casové slozitosti a prostorové slozitosti pak mizeme

uspofadat a intuitivné¢ dokazat nékteré vlastnosti. Napiiklad je jasné, ze
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kdyz n¢jaky problém patii do urcité tiidy Casové slozitosti, pak urcité patii
do pfislusné tiidy prostorové slozitosti (napt. PTIME < PSPACE). Pro¢
tomu tak je? Vysvétleni je jednoduché. Turinglv stroj nemiiZze za
“polynomialné¢ mnoho” cCasu projit vice nez “polynomialné¢ mnoho”
symboli, nebot’ se muze pti jedné instrukci s hlavou posunout o vice nez
jeden symbol.

V informatice je na casové sloZzitosti zalozen jeden vyznamny problém,
ktery je jen zdanlivé pouze teoreticky. Ve skutecnosti je vSak vice “ze
zivota” nez si uvédomujeme. Jde

0 takzvany P-NP PROBLEM. TS ma podobné jako koneény automat také
svou nedeterministickou verzi. Nedeterminismus spodiva ve vice
moznostech pii prechodu z urcité kombinace -stav, symbol, coz je situace
béznému algoritmickému mysleni cizi, nicméné z hlediska slozitosti
umoziuje piislusnost do efektivnéjsi tiidy nedeterministické slozitosti.
Vezméme si piiklad problému obchodniho cestujiciho. Spociva v hledani
nejefektivngjs$i (nejkratsi) cesty mezi nckolika mésty, pficemz chceme
navstivit vSechna mésta pravé jednou a vratit se do vychoziho. Jediné
“klasické deterministické” feSeni, které je mozné, spociva v zasad¢ vzdy
ve zkouSeni vSech moznych posloupnosti (existuji i vylepSeni, ktera
castecné zlepSuji slozitost, nikoliv ale v principu). Tedy takové algoritmy
patii do tfidy (EXPTIME). Nicméné s pomoci nedeterministického TS
muzeme tento problém feSit ve tfidé NPTIME (nedeterministicka
polynomialni slozitost). Teoreticky trik (byt v praxi prozatim nic
nepiinasejici) je v tom, ze takovy nedeterministicky stroj by prosté mohl z

kazdého meésta zvolit jakoukoliv moznost a jelikoz nds nezajima, jak
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dokdZe TS tuto nejlepSi moznost najit, je jeho sloZitost linearni (tu
spravnou moznost TS prosté uhodne).

Pro¢ je to pro praxi dilezité? Kdyby se podafilo dokazat, ze tfida PTIME =
NPTIME (jinak feCeno by pro kazdy problém, ktery Ilze feSit
nedeterministicky, existoval i deterministicky polynomialni algoritmus),
pak bychom nasli polynomidlni deterministicky algoritmus pro feSeni
optimalizacnich problémi. Tyto problémy se v kazdodennim zivoté fesi
casto (kuptikladu sestaveni rozvrhu hodinu na skole). Jelikoz je vsSak
umime feSit pouze v exponencialni Case, jsou pii velkém rozsahu
nezvladnutelné. Sestavime jinak feceno algoritmus, ktery pro maly pocet
vstupnich prvka (tfeba mést u problému obchodniho cestujiciho) funguje,
ale existuje jistd mez, kdy algoritmus bude trvat neunosné¢ dlouho a
nepomtiize nam ani zvyseni vykonu stroje, ktery algoritmus realizuje. Na
viné je totiZ ona exponencialni funkce slozitosti, kdy rlst této funkce je

vzdy od urcité hodnoty pftili$ strmy.
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ZkuSenost nam fika, Ze tentyz kol (problém) lze fesit riznymi metodami
(algoritmy), které maji riznou slozitost. Navic je intuitivné také ziejmé, ze
kazdy problém ma urcitou ‘vnitini slozitost” (odpovidajici, zhruba feceno,
slozitosti toho nejoptimalnéjSiho algoritmu feSiciho dany problém) a
rovnéz

problémy Ize tedy urcitym zplsobem porovnavat podle jejich (vnitini)
slozitosti. Rovnéz uz asi mame zkusenost s tim, ze nékteré problémy jsou

sice algoritmicky fesitelné, ale v praxi nezvladnutelné.

Z téchto intuitivnich uvah lze jiz odvodit zékladni tkoly teorie slozitosti:

precizovat pojmy sloZitost algoritmu, sloZitost problému a pokud mozno
vymezit tiidu (prakticky) zvladnutelnych problémii. To vSe lze ud¢lat
riznymi zplsoby, jde ovSem o to, aby zvoleny zplsob déaval rozumné
vysledky pro praxi a aby pfitom zvolené pojmy byly dostate¢né

jednoduché a ‘prtihledné’.

Zacneme u pojmu slozitosti algoritmu; roli algoritm@ budou pro nés, ve
svétle predchézejici Casti, hrat Turingovy stroje (misto Turingovych stroji
si muzete piedstavovat programy ve vaSem oblibeném programovacim
jazyce a vSe nize uvedené si patfi€né ‘piekladat’); v této souvislosti je

ovSem dulezitd poznamka, kterd je uvedena na zavér textu.

Slozitost Turingova stroje
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Co si predstavovat pod pojmem slozitost Turingova stroje (programu)
stroje neni jednoznacné. V jistém kontextu to miize byt napi. pocet
instrukei, hloubka ‘vnotenych cykli’ apod. Nam zde ovSem hlavné ptijde o
casovou (pfipadné¢ pamétovou) narocnost vypocti daného stroje.
Poznamenejme hned, Ze v piipadé nekone¢nych vypoctd sloZitost
nedefinujeme — to v dal$im textu nebudeme uvadét (implicitné budeme
predpokladat, Ze relevantni vypocty jsou konecné, tj. Ze dojde k zastaveni

Turingova stroje).

Definice Casova slozitost vypoétu Turingova stroje M nad slovem w se
definuje jako pocet elementarnich krokti (instrukci), které M nad w

vykona, neZ se zastavi.

Casova slozitost stroje M by se ted’ dala chapat jako funkce typu * — N
(kde X je abeceda stroje a N je mnozina pfirozenych cisel). Tento pojem je
ale pfrili§ detailni a navic se explicitné odkazuje k abecedé¢ daného stroje.

Lépe se osvédCuje nasledujici definice:

Definice: Casovou slozitosti Turingova stroje M rozumime funkci TM : N
— N, kde TM (n) znamené casovou slozitost vypoctu M nad vstupem
délky n v nejhorsim pfipade (tj. TM (n) = max{k | k je Casova slozitost

vypoctu M nad w, kde |[w| =n}).

Odhady slozitosti
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Pti analyze Casové slozitosti konkrétniho Turingova stroje (¢i programu,
chcete-li) M nadm v praxi vétSinou nejde o piesny popis funkce TM , ale
jen o jeji odhad. Navic se vétSinou zanedbavaji konstantni faktory, coz

vede k nasledujicimu znaceni:

Neostry horni odhad

. Znacenim f € O(g), nebo f (n) € O(g(n)), rozumime, Ze ex. k a no
tz.

Vn>no: f(n)<keg)

Ostry horni odhad

. f € 0(g), nebo f (n) € o(g(n)), znamend, Ze pro kazde (redlné) k > 0

ex.no tZ.vn>n0: f(n) <k e g(n).

Asymptoticka rovnost

. f € ©(g), nebo f (n) € O(g(n)), znamena, ze f € O(g) a zaroven
g € Off).

Dolni odhad

. f € Q«(g), nebo f (n) € Qoo(g(n)), znamena, ze ex. k > 0 a

nekone¢né¢  dolni odhad mnoho n tz. f (n) >k * g(n).
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Nejbéznéjsi funkce vyskytujici se v odhadech jsou funkce log n, n, nelog n,
n2, n® 2" apod. (log se vétsinou chape se zakladem 2; uvédomte si, Ze diky

zanedbavani konst. faktoru na tom nezélezi).

Ted uz je napi. jasné, co to znamena, ze Casova slozitost n¢jakého
Turingova stroje je v O(n?), ¢i v O(n * log n) apod. Vsimnéme si, ze O
hraje roli (neostrého) horniho odhadu, o roli ostrého horniho odhadu, Q-
predstavuje urcity dolni odhad a ® je vlastné horni 1 dolni odhad zaroven
(slozitost je v tom piipadé ‘piesné¢’ urCena — samoziejmé¢ az na

zanedbavané faktory).

Ukoly k zamysleni:

Na rozdil od sloZitosti algoritmu (Turingova stroje), je pojem sloZitosti

problému hiie definovatelny (zamyslete se nad tim!).

SloZitost problému

Definice: Tridou (Casové) slozitosti T (f ) pro funkci f : N — N
rozumime tiidu téch problémt, které jsou rozhodovany (vycislovany)
Turingovymi stroji s ¢asovou slozitosti v O(f).

Vsimnéme si, Ze urcité plati napf.

TMcST(elognN T M) T M) T2

139




Vyc¢islitelnost a sloZitost

(Z hlubsich vysledkti teorie slozitosti, které zde nebudeme zminovat,

plyne, Ze kazda z uvedenych inkluzi je vlastni.)

Cast teorie, ktera se nékdy nazyva konkrétni sloZitost, studuje slozitost
konkrétnich problému (a algoritmil), resp. piislusné horni a dolni odhady.
My se zde dotkneme spiSe tzv. strukturalni sloZitosti, jez ma za ukol
zkoumat strukturu tfid slozitosti problému. Podotknéme ovSem, Ze obé
zminéné partie se samoziejm¢ prolinaji a ovliviiyji. Jednim z
charakterizovat tfidu zvladnutelnych problému (tj. tfidu problémd, pro

které existuji ‘dostatecné rychlé’ algoritmy).

Jako nejrozumnéjsi aproximace tfidy zvladnutelnych problémi se (zatim)
ukdzala tfida oznacovand P T IM E, nebo jen P (ze slova ‘Polynomial’),

definovana nasledovné
PTIME = [ ] T(n")
k=0

To znamena, ze pojem ‘rychly algoritmus’ je ztotoziiovan s pojem
‘polynomidlni algoritmus’ (tj. algoritmus s polynomialni c¢asovou
slozitosti). To neni samoziejmé idedlni (napf. algoritmus s Casovou

slozitosti zhruba n'%%% tg7ko 1ze povazovat za rychly), zatim je viak tato
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charakterizace shledavana jako vyhovujici (poznamenejme, Ze se ukazuje,
Ze existuje-li pro problém “z praxe’ polynomidlni algoritmus, pak exponent

v polynomu je velmi maly — feknéme mensi nez 5).

Nepochybuji 0o tom, Ze jisté znate spoustu zvladnutelnych problému
(prvkt P T IM E), pozdéji ukazeme (rozhodnutelné) problémy, o kterych
je dokézano, Ze zvladnutelné nejsou (jsou mimo P T IM E).

Podobnou roli jako algoritmicka pteveditelnost pro (ne)rozhodnutelnost
problémil ptfindsi tzv. polynomidlni pfeveditelnost pro (ne)zvladnutelnost
problémii (definice je v podstaté¢ stejnd, jen u algoritmu pievodu je
vyZzadovana

polynomialni ¢asova sloZitost — tzn. sloZitost v O(n*) pro n&jaké k € N ):

Slozitost nedeterministickych Turingovych stroji

Definice:  Dany problém  (typu ANO/NE) je rozhodovan
nedeterministickym Turingovym strojem M , jestlize vSechny vypoéty M
jsou kone¢né a vydavaji ANO nebo NE, pticemz pro libovolnou instanci I
dané¢ho problému existuje (alespoit jeden) vypocet M nad I vydavajici

ANO prave kdyz (spravnd) odpovéd na I je ANO.

Slozitost takového nedeterministického Turingova stroje M pro slovo w je

pak definovana jako délka nejkratS§tho mozného vypoctu nad w
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vydavajiciho ANO — pokud takovy existuje; v opaéném piipadé lze vzit

délku nejkratsiho vypoctu (vydavajiciho NE).

Nedeterministicka polynomialni ¢asova sloZitost

Dalsi definice lze jiz standardné doplnit, takze by mélo byt jasné, co se
mysli tfidou (problémi typu ANO/NE) oznacovanou NPTIME, nebo
nekdy jen NP (N ze slova ‘nondeterministic’).

Da se celkem snadno ukazat, ze

PTIME € NPTIME € PSPACE.

Takto jsme se dostali k velmi znamé dosud oteviené otazce, zda

PTIME=NPTIME (dan¢ otazce se Casto fika P — N P problém).

Poznamenejme, ze podobné 1ze dodefinovat tftidu NPSPACE apod. Savitch
ukazal elegantni dikaz rovnosti PSPACE = NPSPACE.

O spousté¢ praktickych problémit (jednim z nich je tzv. ‘problém
obchodniho cestujiciho’, dale se jes$té zminime o problému splnitelnosti
booleovskych formuli) se snadno ukaze, ze jsou v NP , ale nikdo pro né

neznd (deterministicky) polynomialni algoritmus. Tyto problémy jsou

224
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Definice: M¢jme ttidu slozitosti C. O problému P fekneme, Ze je C-tézky,
jestlize pro libovolny P” € C plati P"A P . Je-li navic P € C, ikame, Ze P
je C-Uplny.

Specialné pro téidu NP dostaneme, Ze problém P je NP-Uplny, pokud je ve

ttid¢ NP a pokud plati, ze libovolny problém z této tfidy je na n¢j

preveditelny.

9.4. NP-Uuplné problémy

Podle definice 1ze (vcelku piimocare, 1 kdyz pomérné pracn¢) dokazat tzv.

Cookovu vétu:

Véta: (Cook) Problém splnitelnosti booleovskych formuli je NP-Upiny.

Problém SAT (Splnitelnost booleovskych formuli)

Instance: Booleovska formule [obvykle pfedpokladdme v konjunktivni

normalni formé].

Otazka: Existuje ohodnoceni proménnych, pfi némz je formule pravdiva?

DalSi NP-UplIné problémy
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Mezi dalSi NP-tplné problémy se fadi naptiklad tyto nasledujici

. Problém 3-SAT

Instance: Booleovska formule v konjunktivni normalni formé, jejiz

vSechny klauzule maji pravé tii literaly.

Otazka: Existuje ohodnoceni proménnych, pii némz je formule pravdiva?

. Problém CLI (Klika v grafu)

Instance: Neorientovany graf G, Cislo k.

Otazka: Existuje k-klika v G (Gplny podgraf velikosti k) ?

. Problém IS (Nezavisld mnoZina v grafu)

Instance: Neorientovany graf G, ¢islo k.

Otazka: Existuje nezavisla mnozina vrchol v G velikosti k? (v ne- zavislé

mnozin¢ nesmi existovat hrana mezi zadnymi dvémi vr- choly z této

mnoziny)
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. Problém 3-COL (Barveni grafu)

Instance: Neorientovany graf G.

Otézka: Je mozno obarvit vrcholy grafu G tfemi barvami tak, aby zadné
dva vrcholy, které jsou spojené hranou nebyly obarveny stejnou barvou?

. Problém SALESMAN (Problém obchodniho cestujiciho)
Instance: Neorientovany ohodnoceny graf G pfedstavujici mnozinu meést

propojenych cestami zadané délky a povolena delka cesty d.

Otazka: Existuje zpusob, jak navstivit pravé jednou vSechna mésta, jestlize
ma cesta skoncit ve stejném meésté jako zacala a celkové vzdalenost nema

prevysit d?

Jestlize prokdZzeme NP-uplnost n¢jakého problému, znamena to pro nas, ze
je prakticky nezvladnutelny (tzn. napiSeme-li program, ktery dany problém
ptesné rozhoduje, budeme ho moci skuteéné¢ pouzit jen na velmi mala
vstupni data) — teoreticky ovSem poiad jest¢ moznost rychlého algoritmu
existuje. Podobn¢ to plati i pro PSPACE-tplné problémy (jako je tfeba

problém, zda dané dva regularni vyrazy jsou ekvivalentni [tj. pfedstavuji

145



Vyc¢islitelnost a sloZitost

tentyZ jazyk]). Je-li ovSem né&jaky problém napt. EXPSPACE-Uplny, je uz
urcit¢ (dokazateln¢) nezvladnutelny; piikladem je problém ekvivalence

reguldrnich vyrazd s mocnénim (je moZno psét (a)> misto a « a).

v vy

Mezi né patii naptiklad problém rozhodovani Presburgerovy aritmetiky

(rozhodovani pravdivosti formuli teorie s¢itani).

Ukoly k zamysleni:

Zamysleme se nyni nad robustnosti uvedenych pojmu a vysledk — nejsou
nahodou zavislé na nami zvoleném modelu algoritm, tj. na Turingovych
strojich? Uvahy tohoto typu jsou uréité opravnéné: ackoli se nam napf.
nepodaii navrhnout stroj pro rozpoznavani slov typu ww® se slozitosti
mensi nez fadové n?, v pfipadé modelu Turingova stroje s dvéma hlavami
je slozitost dan¢ho problému ziejmé linearni. Oba modely se ovSem
vzajemné simuluji s polynomidlni ztratou, takze definice tiid P, NP atd.
jsou pro n¢ stejné. Zakonceme vse konstatovanim, ze vSechny ‘rozumné’
(realistick¢) modely algoritmii jsou polynomialné¢ ekvivalentni
Turingovym strojim (vzajemné se simuluji s polynomialni ztratou). Pro né
jsou tedy vySe uvedené Uvahy (tykajici se napf. NP-Oplnosti apod.)

totozné.
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Shrnuti:

- Hlavni otazkou teorie slozitosti je, jak naro¢né je vycislovani
fesitelnych

problémii. Neni naprosto jednozna¢né urCit kritéria, podle kterych se
obtiznost konkrétnich problémit ma urCovat. Pro praxi se vSak jevi jako
nejpiinosnéjsi tiidéni problémt podle jejich cCasovych a prostorovych

naroku.

- V souvislosti se sloZitosti problému uvazujeme o jeho tzv. vnitini
slozitosti, ktera by se dala charakterizovat jako sloZitost toho
nejoptimalngjsitho algoritmu, ktery dany problém ftesi. Slozitost
konkrétniho algoritmu malokdy potfebujeme znat presné definovanou jako
funkci v zavislosti na vstupnich hodnotach, ale mnohdy se bohaté
spokojime s tzv. odhady O, o, O, resp. Q funkce urcujici slozitost v

zavislosti na velikosti vstupu.

- Hlavnim tkolem, ktery si teorie vycislitelnosti klade je najit téidu
prakticky zvladnutelnych problémt. V praxi se ukazuje, Zze onou tiidou je
pravé tiida P T IM E, tedy skupina obsahujici problémy s polynomidlni

¢asovou slozitosti.
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- Podobné¢ jako jsme méli zavedeny pojem algoritmické
preveditelnosti problému, zavadime pojem polynomidlni preveditelnosti s
tim, Ze od algoritmu transformujiciho instanci problému se poZaduje, aby
byl polynomidlni. Kdyz jsme schopni néjaky zaruCené tézky problém
prevést na jiny problém, tak mame zaruceno, ze i ten bude pfinejmensim
tak ndro¢ny. Naopak, kdyz néjaky problém dokaZzeme pievést na néco
jednoduchého, tak tim vlastné mame nalezeno jednoduché feseni pro dany

problém.

- Casto diskutovanou skupinou problémi je tiida NPTIME
rozhodovana v polynomidlnim c¢ase pomoci nedeterministickych
Turingovych strojii. Specialni podmnozinu problémt, které jsou jistym
zname rychlé (polynomidlni) nedeterministické fteSeni, ale zatim se
nikomu nepodafilo najit polynomidlni algoritmus, ktery by alespon jeden z
nich rozhodoval deterministicky. Na druhou stranu se je$té nepodafilo
dokazat, ze takovy algoritmus neexistuje. Je to stale otevieny a zndmy P —

N P problém.

Kontrolni otazky:

1. Vysvétlete pojem vnitini slozitosti problému.
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2. Objasnéte zakladni ukoly teorie sloZitosti.
3. Vysvétlete vztah mezi konkrétni a strukturalni sloZitosti.
4. Co to znamena, Z¢ je néjaky problém N P -Uplny?
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10. Slozitost v praxi
Cil:

Seznamite se:

e s metodami pro fazeni
e jejich casovou slozitosti

Radici algoritmy jsou algoritmy, které sefadi prvky v kontejneru, nebo
jeho ¢asti. Radicim algoritmiim se Gasto ¥ika tiidici algoritmy. Neni to ale
piesné oznaceni, protoze pod pojmem tfidici algoritmus by jsme si méli

predstavit spiSe néco, co rozdéluje objekty podle toho, jakeé jsou ttidy.

Na tiidicim algoritmu muze zaleZet rychlost celého vysledného programu.

A pravé proto musime zvolit takovy, ktery je dostatecné rychly a stabilni.

Ttidénim rozumime usporadani prvkl vzestupné ¢i sestupne.

Pro vzestupné sefazenou posloupnost musi platit:

i-ty prvek < i+l prvek
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Pro sestupné sefazenou posloupnost musi platit :

i-ty prvek > i+1 prvek

KIi¢ - poloZka zdznamu, podle které¢ se zdznamy fadi

Tridéni (sorting, sort) - rozdélovani 1daji na skupiny se stejnymi
vlastnostmi.
Usporadani podle kli¢u (collating) - sefazeni udaji podle prvka (klich)

linedrné uspotradané mnoziny.

Razeni (sequencing) - uspofadani udaji podle relace linearniho

usporadani.

Sluc¢ovani (coalescing) - vytvareni souboru sjednocenim nékolika soubort.

Setfidéni (zakladani, merging) - vytvafeni souboru sjednocenim nékolika
souborll, jejichz Udaje jsou sefazeny podle téze relace usporadani se

zachovanim této relace.

Ve smyslu téchto definic budeme algoritmy tradicné nazyvané "tridici
algoritmy" nazyvat "fadici algoritmy" a fazeni budeme chépat jako
zvlastni piipad obecnéj$iho pojmu tiidéni.

Ptirozenost
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Pfirozenost fazeni je vlastnost algoritmu, kterd vyjadiuje, ze doba potiebna
k fazeni jiz sefazené mnoziny udajii je men$i nez doba pro sefazeni
nahodné uspotfddané mnoziny a ta je mensi nez doba pro sefazeni opacné
sefazené mnoziny udaju.

Stabilita

Stabilita ftazeni je vlastnost tazeni, kterd vyjadiuje, ze algoritmus
zachovava vzdjemné poradi idaji se shodnymi klici.

Stabilita je nutnd tam, kde se vyzaduje, aby se pfi fazeni udajt podle klice
s vys§i prioritou neporusilo pofadi udaji se shodnymi kli¢i vyssi priority,
ziskané predchdzejicim fazenim mnoziny podle kli¢t s nizsi prioritou.
Rychlost

Rychlost je funkci doby tfidéni v zavislosti na poctu fazenych prvkd.

Pozadavky na hardware

Tedy pfesnéji feceno ,,pozadavky na pamét’.*
U kvalitniho algoritmu nepfekro¢ime naroky na pamét’ vice, nez zabira

seznam nesetiidénych udaju.

Podle typu paméti v niz je fazend struktura ulozena

e vnitini (interni) metody fazeni (metody fazeni poli) predpoklada;ji
uloZeni sefazované struktury v operacni paméti a ptimy (nesekvencni)

ptistup k polozkam struktury.

o vnéjSi (externi) fazeni (metody fazeni souboril) ptredpokladaji

sekvenéni pfistup k polozkam setazované struktury.
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Podle fadu slozitosti

Od O(n logy n) do O(n2)

Podle metody
e primé metody - pfirozené postupy fazeni, slozitost n2

e neprimé metody - zaloZene na specialnich metodach.

Podle zakladniho principu fazeni

e metody zaloZené na principu vybéru (selection) - postupny piesun
nejvetsiho (nejmensiho) prvku do sefazené vystupni struktury

o metody zaloZzené na principu vkladani (insertion) - postupné
zafazovani prvku na spravné misto ve vystupni struktute

e metody zaloZené na principu rozdélovani (partition) - rozdélovani
fazené mnoziny na dv¢ Casti tak, ze prvky jedné jsou mensi nez prvky

druhé
o metody zaloZzené na principu setfidéni (merging) - sdruZovani
sefazenych podmnozin do vétSich celki

o metody zaloZené na jinych principech - nesouroda skupina ostatnich

metod nebo kombinaci metod
Nejznamé;jsi tiidici algoritmy

o Bubble Sort
o Select Sort
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e Insert Sort
e Binary Insert Sort

e Shell Sort

o Shaker Sort
e Heap Sort

o Radix Sort
e Merge Sort
e Quick Sort

10.1. Bubble-Sort

Je nejprimitivnéj$im, ale také ale také nejpomalejSim tiidicim algoritmem.
Bublinkové tazeni (angl. Bubblesort) se chova tak, ze porovnava kazdy
prvek se svym naslednikem, a je-li tento vétsi, pak je zaméni. Toto
provede pro celou posloupnost n prvki. Cely postup (n porovnani a
zamén) musime aplikovat n-krat, abychom si byli jisti, Ze prvky jsou
sefazeny. Nejvétsi prvky tak ,,probublaji® na konec seznamu, odtud nazev

algoritmu.

wry e

metoda jedna z nejrychlejSich ! Tohoto mizeme vyuzit, pokud chceme

napf. zjistit, zda je pole jiz sefazené.
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Analyza algoritmu Bubble-Sort

Algoritmus bublinové tazeni nemd nejhors$i a nejlepsi ptipad. Pocet

porovnani a pfesunli nezavisi na pocatecnich hodnotach prvka.

procedure BubbleSort(var pole:TPole; N:word);
var i,jJ, pom: integer;
begin

for J:=1 to N-1 doO {probublavani provadime pro n-1 prvku}

for 1:=1 to N-1 do {postupne pro vsechny prvky pred
poslednim}

it pole[i]>pole[i+1l] then {pokud je prvek mensi nez
nasledujici}

begin {prehod prvky => probublavani vetsiho prvku polem}

pom:Z=po le [ i +1] > {prvky snadno prohodime pomoci pomocne
promenne pom}
pole[i+1]:=pole[i];
pole[1]:=pom
end

end;

Princip algoritmu Bubble-Sort
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Cyklicky se prochazi pole a porovnavaji se sousedni prvky. Je-li prvek
vpravo mensi nez vlevo, pak se vzijemné prohodi. Razeni konéi

pruchodem, ve kterém se nic neprohodilo.

Prvni prachod:

for jJ:=1 to N-1 do
for 1:=1 to N-1 do
it pole[l1l]>pole[2] then
{dale nic nedé&lam podminka neni splné&na}
begin

pom:=pole[1+1];
pole[1+1]:=pole[i];
pole[1]:=pom;

end;
end;
ReSeny priklad 22:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0. 2 4 8 6 5 7 9 1 3 10

for jJ:=1 to N-1 do
for 1:=1 to N-1 do
1T pole[3]>pole[4] then {podminka splné&na}

begin {doch&zi k prehozeni prvkt}
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pom:=pole[4]; {do pom se ulozi hodnota 6}
pole[4]:=pole[3];
{do pole[4] se ulozi hodnota 8 z pole[3]}
pole[3]:=pom;
{do pole[3] se ulozi pom coz je 6}
end;

end;

for jJ:=1 to N-1 do
for 1:=1 to N-1 do
iT pole[4]>pole[5] then {podminka splné&na}
begin

{doch&azi k pfehozeni prvki}
pom:=pole[5];

{do pom se ulozi hodnota 5}
pole[5]:=pole[4];

{do pole[5] se ulozi hodnota 8 z pole[4]}
pole[4] :=pom;

{do pole[4] se ulozi pom coz je 5}

end;
end;
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1 2 3 4 5 6 7 8 10
2 2 4 6 5 8 7 9 1 10
for jJ:=1 to N-1 do
for 1:=1 to N-1 do
1T pole[5]>pole[6] then {podminka splnéna}
begin
{dochazi k pfehozeni prvki}
pom:=pole[6];
{do pom se ulozi hodnota 7}
pole[6]:=pole[5];
{do pole[6] se ulozi hodnota 8 z pole[5]}
pole[5] :=pom;
{do pole[5] se ulozi pom coz je 7}
end;
end;
1 2 3 4 5 6 7 8 10
3 2 4 6 5 7 8 9 1 10

for jJ:=1 to N-1 do
for 1:=1 to N-1 do
it pole[6]>pole[7] then
{dale nic nedé&lam podminka neni splnéna}
begin
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pom:=pole[i1+1];
pole[1+1]:=pole[i];
pole[i1]:=pom;

for j:=1 to N-1 do
for 1:=1 to N-1 do
it pole[7]>pole[8] then {podminka spln&na}
begin

{doch&zi k prehozeni prvka}
pom:=pole[8];

{do pom se ulozi hodnota 1}
pole[8]:=pole[7];

{do pole[8] se ulozi hodnota 9 z pole[7]}
pole[7]:=pom;

{do pole[7] se ulozi pom coz je 1}

end;

end;
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for jJ:=1 to N-1 do
for 1:=1 to N-1 do
iIT pole[8]>pole[9] then {podminka splné&na}
begin

{dochazi k pfehozeni prvku)}
pom:=pole[9];

{do pom se ulozi hodnota 3}
pole[9]:=pole[8];

{do pole[9] se ulozi hodnota 9 z pole[8]}
pole[8]:=pom;

{do pole[8] se ulozi pom coz je 3}

end;
end;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 2 4 6 5 7 8 1 3 9 10
Druhv pruchod:

- zacina se prochazet od zacatku pole stejnym zptisobem jako v prvnim

- pruchodu

Atd.

Varianty Bubble-Sort
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o Ripple-Sort - pamatuje si, kde doslo v minulém prachodu k prvni

vyméné a za¢ina az z tohoto mista

o Shaker-Sort - prochazi obéma sméry a "vysouva" nejmensi na zacatek

a nejvetsi na konec

o Shuttle-Sort - dojde-li k vymén¢, algoritmus se vraci s prvkem zpét,
pokud dochazi k vyménam. Pak se vrati do mista, odkud se vracel a

pokracuje

Upraveny algoritmus Bubble-Sort

a) Zjistujeme, zda pii priachodu pole doslo alespon k jedné zaméné
prvki. Algoritmus konéi, kdyZ projdeme n-prvkoveé pole n-1 krat nebo
kdyz pfi prichodu nedoslo k zaméng.

Takto upraveny algoritmus dokéaze rozpoznat sefazené pole.

procedure BubbleSort(var pole:TPole; N:word);
var i,jJ, pom: integer;
konec: boolean;
begin
for j:=1 to N-1 do
begin {probublavani provadime pro n-1 prvku}

konec:=true;
{pred zacatkem vnitrniho cyklu nastavime konec na true}
for 1:=1 to N-1 do
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{postupne pro vsechny prvky pred poslednim}
if pole[i]>pole[i+1] then
{pokud je prvek mensi nez nasledujici}
begin {prehod prvky => probublavani vetsiho prvku polem}
pom:=pole[i+1];
pole[i+1]:=pole[i];
pole[1]:=pom;
konec:=false {s prvkem se provedla vymena}
end;
iT konec then Break

{pokud nebyl ani jeden prvek v cyklu vymenen,
tj - vsechny prvky byly uz na svem miste,

ukoncime trideni (bylo by zbytecne setridene prvky dale prochazet}

end
end;

b) Pii prichodu polem si pamatujeme misto, kdy doslo k posledni zaméné
prvki. Dale doprava je jiz pole sefazeno. Pii dalSim priichodu
porovnavame pouze prvky pied posledni zdménou.

Takto upraveny algoritmus dokadZe rozpoznat sefazené pole.

Procedure BubbleSort(var a:pole;n:integer);
var
i,j,r,pom:integer;
begin
J:=0;
r:=n-1;
repeat
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J:=1;

for 1:=1 to r do

ifT a[1]>a[1+1] then begin
pom:=a[i];
afi]:=a[i+1];
a[i+1]:=pom;

J:i=i;
end;
r:=j-1;
until r=0;
end;

10.2. Select-Sort

Tato metoda pracuje tak, Ze vyhleda nejmensi prvek v nesetiidéné casti a
zatadi ho na konec jiz setfidéné ¢asti. Tzn. Ze musime projit celé pole, najit
nejmensi prvek a zaradit ho na prvni misto. Poté znova musi projit pole od
druhého prvku pole (protoze prvni prvek ma jiz svou kone¢nou pozici) a
vyhledé opét nejmensi prvek. Ten zaradi na druhou pozici. Tato ¢innost se

opakuje tak dlouho, dokud neprojde celou posloupnost a nesettidi ji.

Tato metoda také pracuje tak, ze vyhledava nejvétsi prvek v nesetfidéné
Casti a zafadi ho na konec nesetfidéné Casti. Tzn. ze musime projit celé
pole, najit nejvetsi prvek a zaradit ho na posledni misto. Poté znova musi
projit pole od ptedposledniho prvku pole (protoze posledni prvek ma jiz

svou konecnou pozici) a vyhledd opét nejvetsi prvek. Ten zarfadi na
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piedposledni pozici. Tato ¢innost se opakuje tak dlouho, dokud neprojde

celou posloupnost a nesetridi ji.

Procedura hledani maxima

procedure SelectSort(var a:pole;n:integer);
var 1,].k,max:integer;

begin
for 1:=n downto 2 do
begin
max:=a[i];
k:=1;

for jJ:=1 to i do
1T a[j] > max then begin

max:=a[j];
k:=j;
end;
a[k]:-=a[i];
a[i1]:=max;
end;

end;

Procedura hledani minima

procedure SelectSort(var a:pole;n:integer);
var i,j,k,min : integer; { posledni minimum }

begin
for 1:=1 to n-1 do
begin

k:=1;

min :-=a[k];

for j:=1+1 to n do { hledani minima }

iIT a[j] < min then begin

min:=a[j]l;
k:=J;
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end;
a[1]:=a[k]; { vyména prvku }
end; end;
ReSeny priklad 23:

Princip algoritmu Select Sort

- hledani maxima

for 1:=n downto 2 do {zleva do prava i1 je 10}
begin
max:=a[i]; {do max ulozim posledni hodnotu 10}
k:=1; {do k ulozim i coz je 10}
for jJ:=1 to 10 do {od zacatku pole do konce}
iT a[j] > max then begin {jestlize hodnota je
vetsi nez max —
podminka neni splné&na}
max:=al[j]l;
K:=j;
end;
alk]:=a[1]; {a[10]:=a[10]}
a[i]:=max; {max je stale 10}
end;
end;
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for 1:=n downto 2 do {zmensuji i na 9}
begin

max:=a[i];
{do max ulozim predposledni hodnotu 8}

k:=1; {do k ulozim i coz je 9}

for j:=1 to 9 do {prohledavam od zacatku}

iIT a[j] > max then begin
{jestlize hodnota je vetsi nez max

— podminka splné&na}

max:=a[j];
{do max ulozim a[8]=9}
k:=j; {k=8}
end;
a[k]:=a[1]; {pfehodim prvky a[8]:=a[9]}
a[i]:=max; {max je 9}
end;
end;

3.

for 1:=n downto 2 do {zmensuji i na 8}
begin
max:=a[i];
{do max ulozim predposledni hodnotu 8}

k:=1; {do k ulozim i coz je 8}
for j:=1 to 8 do {prohledavam od zacatku}
iIT a[j] > max then begin {jestlize hodnota je

vetsi nez max
— neni splnéna}
max:=a[j];
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k:=j;
end;
a[k]:=a[1]; {nechavam stejne}
afi]:=max; {max je 8}
end;
end;

for 1:=n downto 2 do {zmensuji i na 7}

begin
max:=a[1]; {do max ulozim hodnotu 4}
k:=1; {do k ulozim i coz je 7}

for jJ:=1 to 7 do {prohledavam od zacatku,
postupne prochazim}
ifT a[j] > max then begin {jestlize hodnota je
vetsi nez max
— neni splnéna}
max:=al[j]l;
K:=j;
end;
a[k]:=a[1]; {prehozeni prvku}
a[i]:=max; {pri poslednim pruchodu je max 7}
end;
end;
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8 9 10

3 7
/) N\
4-21 4l 3 NF | 71 2]11[8] 8] 9| 10

8 9 10

.
N\
4-31 4 | 3| 5 2 1% 8] 9|10

Zde jsme nasli dal$i maximum coz je 7 a pokracujeme cyklem od zacatku!

for 1:=n downto 2 do {zmensuji i na 6}

begin
max:=a[i]; {do max ulozim hodnotu 1}
k:=1; {do k ulozim i coz je 6}

for J:=1 to 6 do {prohledavam od zacatku,
postupne prochazim}
1T a[j] > max then begin {jestlize hodnota je
vetsi nez max
— neni splnéna}
max:=al[j];
K:=j;
end;
a[k]:=a[1]; {prehozeni prvku}
a[i]:=max; {pri poslednim pruchodu je max 6}

end;
end;

O-
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1 2 4 5 6 7 8 9 10
/A

5-2 1 3| ] 6 2 | ] 7 8 9 | 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
O\ N\

5-3] 1 3 4 |&/| 2 | &/ 7 8 9 | 10

for 1:=n downto 2 do {zmensuji i na 5}

begin
max:=a[i]; {do max ulozim hodnotu 2}
k:=1; {do k ulozim i coz je 5}

for j:=1 to 5 do {prohledavam od zacatku,
postupne prochazim}
ifT a[j] > max then begin {jestlize hodnota je
vetsi nez max
— neni splnéna}
max:=al[j]l;
k:=j;
end;
a[k]:=a[1]; {prehozeni prvku}
a[i]:=max; {pri poslednim pruchodu je max 5}

end;

end;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N\ /R

6-11 1 |/l 4 | 5|8/l 6| 7| 8] 9|10
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5
/)
5 | 6 7] 8| 910

5
/)
5/

6-3123@

Tim jsme ziskali sefazenou posloupnost!

10.3. Insert-Sort

Algoritmus Insert Sort pracuje tak, Ze vyhledava index, kam se mé prvek
zaradit a zaroven zbyvajici prvky posune o jednu pozici smérem ke konci

pole.

procedure Insert _Sort(var a:pole; n:integer);
var 1,]j:integer;
pom: integer;

begin for 1:=2 to n do
begin
pom:=a[i];
J:-=1-1;
a[0] :=pom; ... hastaveni zarazky
while (pom<al[j]) do
begin
alj+l]l:=aljl; ... nalezeni a uvolnéni
mista
J:=1-1;
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end;

a[j+1]:=pom; ... vlozeni prvku

end;
end;

Princip algoritmu Insert Sort

Pole je rozdéleno na sefazenou a nesefazenou cast. V sefazené Casti se

nalezne pozice, na kterou piijde vlozit prvni prvek z nesetazené ¢asti a od

této pozice az do konce sefazené Casti se prvky odsunou. Na zacatku ma

sefazena ¢ast délku jedna.

Reseny piiklad 24:

=

begin

for 1:=2 to n do

begin
pom:=a[i];

{do pom se ptitadi hodnota a[2] ¢ili 3}
J:-=1-1; {j se prifadi 1}
a[0] :=pom;

. nastaveni zardzky {a[0Olse ulozi &islo 3}
while (pom<al[j]) do
begin
afg+1]:=alil:

. nalezeni a uvolnéni mista

{do a[2] se ulozi hodnota a[l] ¢ili 5}

J:=j-1; {sniZeni indexu j ¢ili O}
end;
a[j+1]:=pom; ... vlozeni prvku do a[1]
end;
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end;

begin
for 1:=3 to n do
begin
pom:=a[i];
{do pom se ptifadi hodnota a[3] ¢ili 6}
J:-=1-1; {j se ptiradi 2}
a[0] :=pom; ... nastaveni zarazky
while (pom<al[j]) do {podminka neplati}
begin
apj+1]:=alil:
1:=3-1;
end;
a[j+1]:=pom; ... vlozeni prvku do a[3]
end;
end;
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3.
begin
for 1:=4 to n do
begin
pom:=a[i]; {do pom se ptrifadi hodnota a[4] &ili
7}
Jo=i-1; {j se prifadi 3}
a[0] :=pom; ... nastaveni zarazky
while (pom<a[j]) do {podminka neplati}
begin
apy+1l:=alil;
1:=1-1;
end;
a[j+1]:=pom; ... vlozeni prvku do a[4]
end;
end;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 3|56 | 7]12]|]1|4]18]9]10
4,
begin
for 1:=5 to n do
begin
pom:=a[i];
{do pom se ptifadi hodnota a[5] ¢ili 2}
J:-=1-1; {jJ se pritadi 4}
a[0] :=pom; ... nastaveni zarazky
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while (pom<al[j]) do
begin
a[j+1]:=al[il; ... nalezeni a uvolnéni mista

{do a[5] se ulozi hodnota a[4] c¢ili 7}

J:-=3-1; {snizeni indexu j ¢ili 3}
end;
a[j+1]:=pom; ... vlozeni prvku do a[4]
end;

end;

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4. 213|516} 7]1]|4]8]9]10

Dochazi k postupnému posunuti prvka v pofadi jak jdou za sebou!

while (pom<a[j]) do

begin
alj+1]:=aljl:
1:=1-1;
end;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 | 3|5|6|7]|1]|4]|8]9]10
5.
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begin
for 1:=6 to n do
begin

pom:=a[i];
{do pom se ptrifadi hodnota a[6] ¢ili 1}

J:-=1-1; {j se pritadi 5}

a[0] :=pom; ... nastaveni zarazky

while (pom<a[j]) do

begin

afj+1]:=alil: ... nalezeni a uvolnéni mista

{do a[6] se ulozi hodnota a[5] ¢ili 7}

J:=3-1; {snizeni indexu j ¢ili 4}
end;
a[j+1]:=pom; ... vlozeni prvku do a[5]
end;

end;

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
S. 112 |13 |56 7|4]|]8]9]10

Dochazi k postupnému posunuti prvkt v potadi jak jdou za sebou!

while (pom<a[j]) do
begin
afj+1]:=aljl:
J-=j-1;
end;
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begin
for 1:=7 to n do
begin

pom:=a[i];
{do pom se prifadi hodnota a[7] &ili 4}

J:-=1-1; {j se ptiradi 6}

a[0] :=pom; ... nastaveni zarazky

while (pom<al[j]) do

begin

a[j+1]:=al[il; ... nalezeni a uvolnéni mista

{do a[7] se ulozi hodnota a[6] c¢ili 7}

J:-=3-1; {snizZeni indexu j ¢ili 5}
end;
a[j+1]:=pom; ... vlozeni prvku do a[6]
end;

end;

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6. 1123|456 78] 9]10

Dochazi k postupnému posunuti prvka v porfadi jak jdou za sebou!

while (pom<al[j]) do
begin
apj+1]:=alil:
1:=1-1;
end;
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10.4. Heap-Sort

Jednd se o nejuniverzalnéj§i tiidici algoritmus. Je to nejrychlejsi
nerekurzivni algoritmus z dosud vyctenych. Pracuje na principu kontroly
platnosti binarniho stromu. Binarni strom, je struktura prvki, kde kazdy

uzel miize mit maximalné dva potomky.

Vezmeme-li naS nesetfidény seznam prvka jako bindrni strom, mizeme
prvek na prvni pozici pokladat jako jeho koten, prvek na druhé pozici bude
levym potomkem kofene, prvek na tfeti pozici bude pravym potomkem
kotene, prvek na c¢tvrté pozici bude levym potomkem levého potomka
kofene, prvek na paté pozici bude pravym potomkem levého potomka
kofene atd. Obecné plati, ze pro prvek na i-té pozici najdeme levého

potomka na pozici 2*i a pravého potomka na pozici 2*i +1.

177

¢

Princip haldy




Slozitost v praxi

v v

Podminka platnosti binarniho stromu zni: potomek musi byt vzdy nizsi nez
rodicovsky prvek. Pii kontrole podminky vlastné zjistujeme, zda je vétsi
potomek levy nebo pravy, a ten pak zaménime s rodi¢ovskym. Pro prvni
prvek najdeme oba potomky, a zjistime platnost podminky. To opakujeme
pro druhy, tieti atd. Strom bude mit platnou podminku (tedy Ze seznam
bude setizeny) tehdy, jestlize zkontrolujeme podminky pro prvni polovinu
seznamu. Vezmeme-li totiz prostiedni prvek seznamu, vime, Ze jsme
vybrali zaroven posledni prvek stromu, ktery ma jest¢ alespon jednoho
potomka. Dale uz jsou pouze koncové prvky stromu (ty bez potomkii) jimz

se fika listy, a pro néZ nemusi jiz zaddna podminka platit.

Postup pfidani nové hodnoty do haldy (vytvoieni haldy):

Vytvotime jeden novy uzel, ten ptfipojime do posledni hladiny co nejvice
vlevo, aby byl zachovan tvar haldy. Do nového uzlu vloZime hodnotu a
zajistime spravné uspofddani hodnot v haldé. Zkontrolujeme, zda nova
hodnota je vétsi nez hodnota piedchiidce. Pokud ano, je halda v potfadku a
nic nemusime dé€lat. V opacném piipad¢ je nutné vymenit data ulozena v
téchto dvou uzlech. Stejnym zplsobem postupujeme v haldé vyse.
Formovani haldy kon¢i v okamziku, kdyz se nové ptidana hodnota dostane
postupnymi vyménami bud’ do uzlu, jehoz ptedchidce jiz obsahuje
hodnotu mensi, nebo az do kofene.

Postup vypusténi minimélni hodnoty z haldy:

Minimalni hodnotu ulozenou v kofeni smazeme (odebereme). Haldu nyni
chceme zmensSit o jeden uzel. Musi to byt uzel umistény v posledni hlading

co nejvice vpravo, aby zustal spravny tvar haldy. Hodnotu z tohoto uzlu
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umistime do kotfene haldy. Tim jsme ziskali strom o spravném poctu uzla,
se spravnou mnozinou ulozenych udaji a se spravnym tvarem haldy.
Zbyva pouze zajistit spravné uspotfadani hodnot(regulérnost haldy)
vzdjemnymi vymeénami. Zacneme od kofene stromu a postupujeme
smérem k listim. Hodnotu H v kofeni porovname s hodnotami obou jeho
naslednikd. Je-li men$i nez oba néslednici, halda je v potadku a jsme
hotovi. Jinak zaménime hodnotu H z kofene s mensi z hodnot naslednikd.
Tim jsou nerovnosti mezi uzly prvni a druhé hladiny napraveny a
pokracujeme stejnym zptisobem o hladinu nize od uzlu, do kterého se
pravé presunula hodnota H. Postupné vymény hodnot uzli konéi ve chvili,
kdy se hodnota H dostane do mista, kde je mensi nez hodnoty naslednikd,

nebo az do listu.

Postupnym rozebiranim haldy dostaneme sefazenou posloupnost

hodnot.

Realizace v programu:

V programech uklddame haldu do pole, coZz neni pro binarni stromy
obvyklé, ale v ptipadé tfidéni je to efektivni co do rychlosti i pamétovych
naroki.

Uzly haldy si oc¢islujeme po hladinach zleva doprava ¢isly od 1 do N.
Kofen ma ¢islo 1, jeho naslednici 2 a 3, atd. Tato ¢isla slouzi jako indexy
pro ulozeni uzll v poli. Zvolené ocislovani mé jednu velmi dulezitou

vlastnost: naslednici uzlu s ¢islem i maji ¢isla 2*i a 2*i+1
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Reseny piiklad 25:

Napf.

Reprezentace stromu v paméti:

1. 2. 3. 4. S. 6. 7. 8. 9. 10.

3 10 5 12 20 7 11 30 18 41

Prvni prvek pole obsahuje hodnotu z kofene stromu.
Naslednici uzlu, ktery lezi na i_té pozici, se v poli nachazeji na pozici 2*i

(levy) a 2*i + 1 (pravy).

10.5. Quick-Sort
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Je asi nejrychlejSim algoritmem ze vSech, ale ma obrovskou nevyhodu — je
rekurzivni. Rekurzivni algoritmy jsou takové, které pii svém prubchu
volaji samy sebe. Problematika rekurze je naplni mnohych knih a je nad

ramec tohoto ¢lanku ji ptiblizit.

Zjednodusené¢ se da fict, ze najdeme v seznamu median (prvek na
prostiedni pozici) a vSechny mensi prvky zafadime vlevo a veétsi prvky
vpravo. Pro kazdy tento rozptlleny interval se znovu zavold quicksort, az

do okamziku, kdy bude median jedinym clenem v intervalu.

Nevyhoda je zfejma — pro velka pole se mize stat, ze se algoritmus tak
vnofi do sebe, Ze picteCe systémovy zasobnik, do kterého se zaznamenava

pocet volani, a tfidéni se zhrouti.

Analyza algoritmu Quick Sort

Zakladni mySlenka:

Zvolime cislo X a prvky pole pferovname v poli tak, aby v levé ¢asti pole
byly pouze prvky mensi nebo rovné X a v pravé ¢asti prvky vétsi nebo
rovné X. Po tomto rozdé€leni plati, Ze prvky lezici v levé casti pole tam
zlstanou 1 po uplném setiidéni celého pole. Totéz plati i pravou cast pole.
Pak sta¢i samostatné setiidit levy a pravy usek pole, jedna se dvé dilci
mensi Ulohy naprosto stejného typu, jako byla tloha puvodni - feSime

naprosto stejnym zptisobem. Pole postupné délime tak dlouho, dokud
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neziskdme useky délky 1 (ty jsou samy o sob¢ jiz setfazené a nemusime s

nimi nic délat).

Volba hodnoty X:

Na vhodné volbé X zavisi rychlost algoritmu. Pokud bychom za X zvolili
pokazdé nejmensi (nejvetsi) prvek zpracovavaného useku, rozdéli se pole
v prvnim kroku na Gseky délky 1 a N-1, ve druhém kroku by se vétsi z
nich opét délil na useky délek 1 a N-2 atd. Casové sloZitost by v tomto
piipadé byla O(N?).

Nejlepsi by bylo zvolit za ¢&islo X pokazdé tzv. median prave
zpracovavaného useku. Median je Cislo s prostfedni hodnotou ze vSech
¢isel useku, napt. median z dvaceti Cisel je desaté nejvétsi Cislo z nich.
Piesné vyhledavani medianu je dosti pracné a v quicksortu se nepouziva.
Nejjednodussi je vzit za X vzdy prvni prvek Useku, nebo za X zvolit
prostiedni prvek zpracovavaného tuseku nebo X vypocitat jako aritmeticky
prumér nékolika malo ¢isel (napt. prvniho, posledniho a prostiedniho), aby
se snizila pravdépodobnost té nejméné ptiznivé volby. Casova sloZitost pii
téchto volbach je O(N*logN).

V quick sortu je X stanoveno jako prostiedni prvek useku: (L + R) div 2.

Piesuny prvku v poli do dvou tsekii v zavislosti na X:

K pferovnani pole potfebujeme dva pomocné indexy ukazujici do pravé
pracovavaného useku pole. Index I za¢ina na levém okraji useku a zvétSuje
se tak dlouho, dokud v pli nenajdeme prvni prvek vétsi nez X (ten nepatii

do levé Casti a ma se presunout nékam vpravo. Index J postupuje od
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pravého okraje useku smétem doleva tak dlouho, az narazi na prvek mensi
nez X (ten se ma presunout do levé Casti). Oba nalezené prvky spolu
vyménime. Pak pokracujeme stejnym zplsobem v pohybu indext I a J
smérem ke stiedu a s vyménami prvka tak dlouho, dokud se oba indexy
nesetkaji. V tom okamziku je cely tsek rozdélen na levou ¢ast s menSimi

prvky a pravou ¢ast s vétsimi prvky.

procedure QuickSort(var pole:TPole;

Zac,Kon:integer);
{procedura setridi v poli usek od indexu Zac do indexu Kon}

var P: integer; {hodnota pro rozdeleni pole na useky - pivot}

pom: integer; {pomocna promenna pro vymenu prvku}
i,j: integer; {pracovni indexy pro vymezeni casti pole}
begin
i :=Zac; {na zacatku zabiraji mezni indexy cele pole}
J:=Kon;
P:=pole[(Zac+Kon) div 2]; {urcime si pivotni prvek -

vezmeme prostredni prvek pole}{idealni pivot by byl median - prostredni z
hodnot v poli}

repeat {nalevo od pivota budeme radit mensi prvky, napravo vetsi
prvky nez pivot}
while pole[1]<P do iInc(i); {posouv me levs index, dokud

neni na prvku vetsim nez pivot}

while pole[j]>P do dec(J); {posouvame pravy index,

dokud neni na prvku mensim nez pivot}
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if i<{i then {pokud se indexy neprekrizily a nejsou shodne}
begin
pom::pole[i]; {vymenime nalezene prvky}
pole[i]:=pole[]j];
pole[]j]:=pom;
inc(i); dec(j); {a posuneme indexy na dalsi prvky}
end
else if i=j then {pokud se indexy sesly (ukazuji na pivota)}
begin
inc(i); {posunume je jeste dale, aby vymezovaly roztridene

poloviny pole}
dec(j); {a doslo k prekrizeni, coz vede k ukonceni cyklu}

end

until i>j; {opakujeme, dokud nejsou obeti casti pole roztrideny

podle pivota}
{Pole [Zac,Kon] je rozdeleno na 2 useky [Zac,j] a [i,Kon],
ktere zpracujeme rekurzivne (opet touto procedurou)}

ifT Zac<j then QuickSort(pole,Zac,j); {ma smysl tridit
nejmene dva prvky}

if 1<Kon then QuickSort(pole,i,Kon);

end;

Princip algoritmu
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Zakladem je rozdéleni pole do dvou casti a preskladani prvka tak, aby
vSechny prvky v levé byly mensi nez v pravé. Tento algoritmus se potom

aplikuje rekurzivné na levou a pravou polovinu pole.

Reseny piiklad 26:
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2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 [ 5 [ + [ 2z [ 7 [ s | 2 [ 4 [ 9% ] &8 |10
T délici hodnota
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2. { s | 1t | 3 | 4 | 2 [ &6 | 7 [ 9 | & | 10
T délici hodnota
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 2 [t ]3[4 5|6 | 7 [ 9 [ 8 |w
T délici hodnota
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4, [ 1+ [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 |6 [ 7 | | [ 10
T délici hodnota
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 [ 1 [ 2 [ 3 [ 4 [ s | &6 [ 7 | & | 8 | 10
T délici hodnota
1 3 4 5 6 7 8 9 10
6 [ 1 | [ 3 [ 4 | 5 | & | 2 | & | 9 | 10
T délici hodnota
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 [ 1+ [ 2 | 2z [ 4 [ s | 6 [ 72 ] 8 ] & | 10
dilici hodnota T

ZA&kladni problém - nalezeni dé&lici hodnoty:

Hodnotu neni mozné uréit algoritmicky - hledani by znehodnotilo celou

metodu. Proto se "uhodne" jako hodnota prvku leziciho uprostied fazené

¢asti. V nejhorsim ptipadé se pole rozd€li na jeden prvek a zbytek.

10.6.

Vyhody a nevyhody

Je zifejmé, ze algoritmy probrané v prvnich tfech podkapitolach (Bubble-

Sort, Select-Sort, Insert-Sort) patii k mén¢ efektivnim a pro profesionalni
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vyuziti nevhodnym algoritmiim. Jejich Casova slozitost principialné
kvadratickd — o(n?). To znamena, Ze Vv primérném piipadé stoupd as
potfebny k sefazeni pole kvadraticky vzhledem k poctu prvkia. Jde tedy
sice o postupy pomérné efektivni (v informatice je mnoho problémd, které
neumime fesit v polynomidlnim Case, napt. optimalizani problémy), ale
pfesto neni tato kvadratickd sloZitost tim nejlepSim moZnym. Pfesto
existuji 1 pfipady, kdy tyto postupy mohou byt relativné zajimavé pro

VYUZiti v praxi. Shriime je nyni pro kazdy algoritmus zv1ast'.
Bubble-Sort:

- velmi dobra efektivita pro témét sefazené vstupni posloupnosti

- diky pfesunim mezi sousednimi prvky je velmi vhodny pro pouziti u
dynamickych datovych struktur jako jsou spojové seznamy

- jednoducha implementace a moznost piidat dodatecné modifikace pro
speciélni typy vstupnich poli

Insert-Sort:

- vhodny pro dynamické datové struktury (vkladani mezi prvky), odpada
Casove naro¢né piesouvani celého zbytku pole — u statickych struktur je to

naro¢na operace

Select-Sort:

187



Slozitost v praxi

wewvr

- dava nejstabilné&jsi casové vysledky — provadi se vzdy (u libovolného
pole stejné velikosti) pfesné stejny postup

Samoziejmé pro profesionalni vyuziti jsou pouzitelné dvé posledni metody
(Quick-Sort a Heap-Sort). Vice pouzivanou metodou je Quick-Sort, ktery
V primérném piipadé ma o néco lepsi slozitost. Pfesto je slozitost obou
o((log n)*n) — tedy logaritmicko-linearni. Pokud si dokazete predstavit
graf takovéto funkce, je jasné, Ze slozitost této metody je vyrazné lepsi nez
u tfech metod trivialnich. I v fadech tisicti fazenych prvki bude metoda
hotova velmi rychle narozdil od kvadraticky rostouci funkce. Problém
QuickSortu je mozna jeho rekurzivni zaloZeni a pak také, Ze pronejhorsi
ptipad mtize degradovat az na kvadratickou slozitost. Tuto nevyhodu nema
pravé Heap-Sort, ktery pro vSechny piipady logaritmicko-linedrni, avSak

V prumérném piipad¢€ ma o néco horsi koeficienty dané funkce.

Nejdiilezitéjsi probrané pojmy:

- trivialni algoritmy tfidéni — Bubble-Sort, Insert-Sort, Select-Sort
- efektivni algoritmy tfidéni — Quick-Sort, Heap-Sort

Ukoly a otazky k textu:

1. Vycislete ptesny pocet operaci, které¢ vdm nad vami zvolenym polem

prvki provedou postupné vSechny uvedené algoritmy fazeni.
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11. Logika

Logika je oproti jinym disciplindAm teoretické informatiky védou velmi
starou a jeji kofeny lze najit jiz ve starovéku. Tehdy byla spjata spiSe s
filozofickymi otazkami nez s rodici se matematikou. Pfesto otazky, které
byly v té dobé aktualni, jsou v mnohém stejné jako je uplatnéni logiky v
informatice. Na logiku je mozné se divat v kontextu mnoha véd a vysledny
pohled muze byt velmi odlisSny. Touto védou se zabyvaji filozofové,
pravnici, matematici i informatici a jejich zajem a cil byva velmi odlisny.
Ctenai miize sam posoudit, jak odli§né mohou tyto pohledy byt -sta¢i si
procist naptiklad filozoficky a informaticky orientovanou knihu o logice.
Ptesto Ize najit spoleCnou snahu o modelovani lidského usudku. I kdyz
matematik logiku spiSe pouziva k formulaci a dokazovani vlastnosti mate-
matickych objekt, pro informatika je logika nejen nastrojem, ale i
plnopravnou disciplinou zkoumanou v rdmci teoretické informatiky.

Ptistupy pifi modelovani usudku zalozené na logice patii do rodiny
symbolickych pfistupti, existuji pak také tzv. konekcionistické ptistupy

(napf. um¢lé neuronové sité), ale témito piistupy se nebudeme zabyvat.
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Tyto pfistupy se Casto inspiruji biologickymi procesy a snaZi se je
modelovat matematicky. Casto se objevuji také velmi usp&$né kombinace
obou pfistupt.

Diky sve bohaté historii je samoziejm¢ logika velmi Sirokym oborem a v
tomto ¢lanku bychom se chtéli zabyvat nékolika dulezitymi otazkami z
informatického pohledu.

Reprezentace znalosti klasickou logikou -vyrokové a predikatova logika.
Automatizovana dedukce -formalni systémy pro dokazovani vét.
Vicehodnotova logika -moznosti modelovani neurCitosti pomoci fuzzy

logiky.

Chceme opét jako v predchozich Clancich zdiiraznit, Ze nam nejde o
vytvoieni rigorézni monografie, ale o text, ktery Ctenaii pfinese chut’ do

dalSiho studia i do vyuky logiky.

11.1. Reprezentace znalosti klasickou logikou

Klasickou logikou myslime formalismus, ktery je v rGznych podobach
zndm jiz stovky let. Lidé jsou schopni komunikovat a formulovat své
myslenky v pfirozeném jazyce a déle je zpracovavat a dedukovat zavéry.
Pravé ptirozeny jazyk je vSak pomérné slozity pro stroje, které by mély
simulovat tento zptlisob reprezentace znalosti. Proto logika nabizi riizné
urovné zjednoduSeni formulace znalosti do co nejmensiho mnozstvi
exaktné definovanych symbold. Druhou strankou je motivace, abychom z

téchto statickych znalosti reprezentovanych symboly dokazali také
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odvozovat zavéry. K tomu slouzi rizné symbolické metody, z nichz
nékteré si popiSeme v tomto c¢lanku. Proved'me analogii s pravnimi
predpisy. Samotné zapsané zakony jsou sice velice uzitecné, ale k cemu by
nam byly, pokud by nebylo mozné je interpretovat a zjiStovat, zda se
naptiklad nektery subjekt nedopustil poruseni zdkona. To miizeme provést
jeding tak, ze dedukujeme zavér (zda nekdo jedna protizakonn€ nebo ne) z
predpokladii (fakta popisujici situaci a dané zédkony).

Nejjednodussim formalismem vhodnym pro reprezentaci znalosti je
vyrokova logika. U kazdé logiky si musime uvédomit, ze ma svou syntaxi
a sémantiku. ZjednoduSené¢ mizeme fici, Ze syntaxe je definici symboll a
jejich pouzivani (bez ohledu na vyznam téchto symbolll). Sémantika je pak
chovanim téchto symboli s ohledem na smysl danych znalosti (napf.
pravdivost danych tvrzeni). Pravé moznost oddélit syntaxi a sémantiku ,po
formulaci a dokazani potfebnych vztahit mezi nimi, dava logice vyznam v
informatice a pro automatizaci usudku.

Syntaxe vyrokové logiky pracuje se symboly zastupujicimi elementarni
vyroky (napf. a,b,c,...), logické konstanty (pravda a nepravda -T, L) a déle
spojek a pomocnych symbolt (napf. A konjunkce, — implikace).
Sémantika pak popisuje smysl téchto pouzitych symbol a pojmy, které
souviseji s popisem tohoto smyslu (tzv. interpretaci formuli -v pripadé
klasické logiky to muze byt bud’ formule pravdiva nebo nepravdiva).
Jednotlivym vyrokiim muzeme pfifadit logickou hodnotu podle toho, jak
se tyto syntaktické elementy chovaji v naSem modelovaném piipadé z
reality, pfip. to miZzeme ud¢lat také zcela nesmyslné. V obou piipadech
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vyrok A | vyrok B | vylucovaci nebo | ekvivalence | negace ekvivalence
0 0 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0

pak muzeme uvazovat jaké bude interpretace celych slozenych formuli.
ZaleZi to na pouzitych unarnich a binarnich spojkach. Ctenaf se ziejmé
setkal se spojkami jako je negace -(opak ve smyslu pravdivosti),
konjunkce A (soucasna platnost vyrokii), disjunkce V (platnost alespon
jednoho z vyroku), implikace — (podminka), ekvivalence « (identicka
pravdivost vyrokl). Binarnich spojek existuje samoziejme vice -V
elektrotechnice se kuptikladu pouzivaji spojky jako je negace konjunkce
(nand). Formule tedy v tomto pfipadé plati (je interpretovana jako
pravdivad), pokud neplati dva vyroky soucasné (jinak fe¢eno pokud alespon
jeden neplati). Druhym pfipadem, ktery se zase vyskytuje ¢asto v redlnych
situacich je tzv. vyluCovaci nebo. V pfirozené feci Casto pouzivame vyrok
typu ”bud’ ... anebo ...”, ktery spiSe odpovida situaci, ze musi platit alesponi
jeden z vyrokl, ale zaroven nesmi platit oba soucasné. Nejde tedy o
disjunkci, ale spojku, kterou nékdy také oznaCujeme jako negaci
ekvivalence. Interpretaci logickych spojek mizeme ptehledné realizovat
pomoci tabulky, ve které jsou vypsany vSechny moZzné kombinace
ohodnoceni pravdivosti elementarnich vyrokii. Interpretaci pravda
oznatime 1 a nepravda 0. Podivejme se na piiklad identického chovani

negace ekvivalence a vylu¢ovaciho nebo.

V klasické logice existuje pouze konecny (a navic velmi omezeny) pocet

spojek. Staci se zamyslet nad vSemi moznostmi, které mohou nastat a
193



Logika

dojdeme k tomu, Ze pro 2 vyroky ohodnocené 4 moznostmi
pravda/nepravda existuje 2° moznosti dvouhodnotové interpretace tedy 16
moznych spojek.

Sémantika jazyka vyrokové logiky umoznuje na zakladé interpretace
formule definovat dalsi dilezité pojmy.

Pokusme se nyni na piikladu namodelovat pomoci vyrokové logiky
jednoduchou situaci. Piiklad 1:

K soudu byli ptedvedeni tfi podezieli z loupeze -A, B a C. Pii vyslechu se
zjistily tyto skutecnosti:

Do ptipadu nebyl zapleten nikdo jiny nez A, B a C.

A pracuje vzdycky alespon s jednim spole¢nikem.

C je nevinen.

Nejprve si musime stanovit, co jsou elementarni vyroky. JelikoZ se
vyjadiujeme k viné¢ a neviné podezielych, bude rozumné pomoci vyroku
A, B a C symbolizovat, Ze dany podezicly je vinen nebo nevinen. Pak
muzeme zapsat vétu 1. jako slozeny vyrok vyjadiujici pomoci disjunkce,
ze alespon jeden z podezielych je vinen. Druhd véta muize byt popsana
formuli pomoci implikace (podminky), ktera fika, ze je-li vinen A, pak
musi byt vinen také alespon jeden z podezielych B, C. Vysledné formule
vyrokové logiky jsou tedy nasledujici:
1.AVBVC2A—-BVCQ(C),3-C

Samotna reprezentace znalosti je pouze polovi¢nim tspéchem pii pokusu o
modelovani usudku. DalSim nevyhnutelnym krokem je moznost ovéfovat,

zda néjaké tvrzeni vyplyva z danych predpokladd. K tomu si nejprve
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musime definovat dal$i pojmy sémantiky. Jde o tzv. splnitelnost
(nesplnitelnost) a platnost formuli. Splnitelna formule je laicky feceno
takova, kterd ma viibec smysl pro urcité ohodnoceni vyrokt. Tedy takova
formule musi alespoil pro néjakou kombinaci ohodnoceni vyrokti pomoci
pravda/nepravda davat interpretaci pravda. Jinak je takova formule
nesplnitelnd resp. v logice se takové formuli fika kontradikce. Pokud
bychom se obratili zpatky na interpretacni tabulku, pak by tabulka ve
sloupci interpretace splnitelné formule musela mit alespoii v jednom fadku
symbol 1.

Nékteré ze splnitelnych formuli pak mohou byt jest¢ na vySSim
sémantickém stupni a mohou byt pravdivé pro vSechna moZna ohodnoceni.
Takovym formulim se pak fikd platnd formule resp. v logice je zazity
pojem tautologie. Podivejme se na ptiklad.

Priklad 2: Mé&me platné tvrzeni: “Pokud prsi, beru si destnik.” Jestlize

v ryy

namodelujeme tvrzeni, Ze “pr§i” pomoci P a "beru si destnik” pomoci D,
pak vysledna formule je nasledujici:

P—-D

Uvazujme nyni o vyroku: "Pokud si neberu destnik, neprsi.” Je takové
tvrzeni ekvivalentni prvnimu? Plati-li prvni tvrzeni, mohu ho brat jako
postulat, kterému se kazdy musi podridit. Zda se tedy logické, ze kdyz si
destnik neberu a dodrzuji pfitom postulat, pak nemize prSet. Mnohem
formaln¢ji bychom tento vztah mohli dokdzat pravé pomoci pojmu
tautologie. Druha forma tvrzeni se da zapsat jako -D —-P . Pak
vyuzZijeme spojky ekvivalence, ktera interpretuje jako pravdivé dvé

formule se stejnou pravdivostni hodnotou a tedy vlastné popisuje
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ekvivalentni chovani dvou formuli z hlediska pravdivosti. Sestrojime tedy
takovou formuli a prokdZeme, Ze je to tautologie pomoci interpretacni
tabulky. Implikace je nepravdiva pouze pro piipad, kdy prvni formule je
pravdiva a druha nepravdiva to je v souladu s naSim chapanim podminky.
Pokud je splnén piedpoklad podminky, pak zavér musi platit -jinak by
nebyla formule pravdiva. V ptipadech kdy podminka splnéna neni, miize i
nemusi zavér platit a v obou pfipadech je to v potadku. JelikoZ sestrojena
ekvivalence obou formuli je pravdiva ve vSech interpretacich, mizeme

konstatovat, Ze jde opravdu o tautologii.

P DIP—>D|-D|-P| -D—P (P—>D) < (=D — P)
00 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1
1|0 0 1 0 0 1
111 1 0 0 1 1

Nyni se jiz kone¢né dostavame ke kliCovému pojmu tzv. logického
disledku mnoziny predpokladii. Mdme-li mnozinu ptfedpokladl a zavér,
muzeme se ptat, zda tento zavér je logickym dusledkem (vyplyva z)
ptedpokladii. To plati v pfipadé, ze pro kazdé ohodnoceni vyrokl s
interpretaci pravda pro vSechny formule z mnoziny ptedpokladi je
pravdiva také formule reprezentujici zavér. Jde tedy o chovani podobné

implikaci. Zavér nebude logicky vyplyvat z predpokladi, jen pokud se

196



Logika

najde takové ohodnoceni vyroki, kdy vSechny pfedpoklady jsou pravdivé
a zaver neni pravdivy. Tato ¢innost, kdy odvozujeme zavery, se nazyva
dedukce. Dilezitym faktorem pak jeSté¢ zUstava tzv. konsistence
predpokladii. Jde o to, ze formulovana vlastnost vyplyvani degraduje na
trivialni situaci, pokud ptredpoklady nemaji Zadné ohodnoceni, ve kterém
by byly soucasné pravdivé. Takovéto mnoziny ptedpokladl jsou sporné
(nekonsistentni) a z hlediska definice disledku, je disledkem této mnoziny
jakdkoliv formule. To samoziejm¢ v realit¢ neni zcela odpovidajici.
Jednalo by se naptiklad o situaci, kdy urcity balik zdkonli obsahuje dvé
navzdjem protichidnd nafizeni a podle této mnoziny by pak jakékoliv
jednani bylo v souladu s timto zdkonem.

Ptiklad 3: Pokusme se nyni jednoduSe pomoci tabulky provéfit, zda z
mnoziny piedpokladii z ptikladu

1. vyplyva vina ¢i nevina nékterého z podezielych. Muzeme vyloucit
podezielého C, protoze jeho nevina je pfimo obsazena v ptredpokladech a
tudiz musi vyplyvat z mnoziny pfedpokladli a zaroven nemtize vyplyvat
jeho vina, pokud neni mnozina piedpokladi sporna. Postaéi tedy sestrojit
tabulku pro jednotlivé piedpoklady a pro formule A,-A,B,—B ovéiime, zda
nespliiuji vlastnost dusledku. V tabulce se vyskytuje také sloupec s
hvézdickami, ktery zvyrazinuje ohodnoceni, kde jsou vSechny predpoklady
platné a tedy v téchto fadcich musime kontrolovat interpretaci
potencialniho duasledku. U zavért pak vyznacujeme pomoci hvézdicky
resp. lomitkem, zda skute¢né spliuje resp. nespliiuje formule podminku
dasledku. Pokud ji spliiuji vSechna zvyraznéna ohodnoceni jde skute¢né o

vyvoditelny logicky dusledek.
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Z tabulky je patrné, ze jediny logicky disledek z provérovanych zavéri je,
ze B je vinen. O podezielém A nemizeme konstatovat na zéklad¢
piedlozenych piedpokladi ani jeho vinu ani nevinu. Vezmeme-li v Uvahu
moznost, Ze A je vinen, pak by musel byt vinen i B. Pokud A vinen neni,

zéroven C vinen neni dle pfedpokladu a n¢kdo vinen byt musi, pak pada

AlBlcC AVCBV A—-BVC -C A A B B
0/01|0 0 1 1 0 1 0 1
0]0|1 1 1 0 0 1 0 1
0[110 1 1 1 |*|0 (/| 1 |[*|1|*] 0 |/
011 1 1 0 0 1 1 0
110]0 1 0 1 1 0 0 1
1101 1 1 0 1 0 0 1
111]0 1 1 1 |*|1|*| 0 |/|1|*] O |/
1111 1 1 0 1 0 1 0

vina na B. B je tedy vinen v kazdém ptipad¢ a o A nds ale nic neopraviiuje
to tvrdit.

Na uvedeném ptikladu dedukce miize ilustrovat hned nékolik klicovych
otézek a problémd, které s logikou a nasim ¢lankem souvisi.

1. Pomoci ptesné definovanych postupt jsme schopni dedukovat disledky
zcela automatizované a to zvladnou nejen lidé, ale zejména je to vhodné
pro stroje (pocitace). Uz nami feSeny piiklad nemusi byt pro kazdého
clovéka jednoduchy a slozitost dedukce roste jednak s poctem vyrokd a
jednak s poctem predpokladi. Uz z téchto divodi nejsou prostredky
logiky zbytecné.
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2. Problém automatizované dedukce 1ze fesit rizné efektivni metodami. V
tomto ¢lanku jsme se setkali prozatim jen s tabulkovou metodou, kterd je
sice velmi trividlni a dokonce si asi Ctenai dokaze predstavit, ze by
takovyto algoritmus dokézal naprogramovat, nicméné jeji jednoduchost je
také jeji slabinou. Uz na piikladu 2 a 3 mizeme vidét, ze rozsah tabulky
roste exponencidlné vzhledem k poctu elementarnich vyrokd. S ohledem
na poznatky teorie vycislitelnosti a slozitosti vime, Zze exponencialni
Casova a prostorova slozitost je pro klasické deterministické pocitace
prakticky nepouZzitelna. Uz pro 10 vyrokovych pro

meénnych je moznosti ohodnoceni ptes 1000, pro 20 pies milion atd...
Proto bylo a stadle je vyvijeno mnoho riznorodych metod a celych

formalnich systému, které jsou schopny automatizovat dedukci mnohem

efektivnéji.
2. Klasicka vyrokova logika je jednou z nejjednodussich logik, coz
ma sve vyhody i nevyhody. Vyhodou je jeji transparentnost,

pochopitelnost a pfedevsim vlastnost rozhodnutelnosti. Rozhodnutelnost
ve smyslu schopnosti o dané formuli fici jednozna¢né, zda je splnitelna
nebo ne na zaklad€ algoritmu, je dialezitou vlastnosti pro automatizaci
dedukce. Slozitéjsi logiky tuto vlastnost mit nemuseji. Nevyhodou
vyrokové logiky je naopak neschopnost rozliSit objekty a vztahy mezi
nimi, nemoznost kvantifikovat vztahy, pojmout proménlivost pravdivosti v
Case a podobné. V neposledni fadé je u klasickych logik nevyhodou jejich
”Cernobilé vidéni svéta”. Myslime tim neschopnost zachytit jinou nez
absolutni pravdivost nebo nepravdivost. V redlném Zzivoté je mnoho
situaci, které nelze popsat jednoznac¢né. Naptiiklad to zda je ¢lovek
spokojeny, lze stézi popsat jen vyrokem pravdivym nebo nepravdivym.
Clovék miize byt spokojeny v uréitém stupni spokojenosti. Proto se v
tomto ¢lanku chceme dotknout i tématu vicehodnotovych logik, které jsou
nyni velmi intenzivné zkoumany.
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11.2. Predikatova logika

Jesté nez se budeme blize zabyvat otdzkou automatizace dedukce, chtéli
bychom také stru¢né popsat logiku predikatovou. Predikatova logika je v
podstaté zobecnénim logiky vyrokové a dava ji schopnost pracovat nejen s
elementarnimi  vyroky, ale také rozlisit objekty a jejich vztahy. Na
syntaktické urovni se zavadi pojem termu a formule. Termem muze byt
bud’ symbol zastupujici objekt (konstanta) nebo funkci (funktor) nebo
proménna, za kterou lze dosadit libovolny term. Kli¢ovym pojmem je
predikat, ktery jako argumenty miize mit termy a tim vlastné umoznuje
vytvaret vazby mezi termy. Napiiklad bychom chtéli prostfednictvim
predikdtu zachytit vazby mezi rodi¢i a jejich détmi. Zavedli bychom
predikat s nazvem dité, ktery ma dva argumenty -dité¢ a jeho rodice.
Samoziejmé pracujeme se symboly, takze skuteCnymi argumenty jsou
pouze konstanty reprezentujici objekty -konkrétni déti, rodi¢e atd.
Konstanty jsou nejjednodusSimi termy. Termy tedy nevyjadiuji narozdil
od predikat vazby, ale zastupuji symbolicky objekty modelované reality.
Takovymi konstantami by mohla byt napiiklad jména déti a jejich rodici.
Tedy bychom mohli sestavit velmi jednoduchou formuli dité(johana,
lucie), ktera by méla pomoci predikdtu vyjadiovat znalost, ze mezi
symbolem reprezentujicim objekty johana a lucie je vztah ditéte a rodice.
symbolickymi ekvivalenty pro ndm dobfe znamé funkce. Funkce mlize mit
nékolik argumentll (opét terml) a jeji interpretaci je pak pozadovana

hodnota. Napiiklad goniometrickd funkce cos by pro argument -symbol 0
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(intepretovany cislem 0) -vracela ¢islo 1 (cos(0) = 1). Proménné pak jsou
symbolickym prvkem, do kterych mohou byt dosazeny jiné termy. JelikoZz
interpretace termti a predikatt zalezi (narozdil od logickych spojek) na
uzivateli predikatové logiky, mohl by si sémantiku uZzivatel uzptisobit dle
svych pozadavkli. Mohl by tedy vytvofit absurdni intepretace, kde by
naptiklad funkce s nazvem cos byla interpretovana pro argument -¢islo 0 -
tteba Cislem 333 nebo zcela neciselnym objektem. Chceme tim fici, ze
predikatova logika je velmi flexibilni a je potfeba mit stadle na paméti
rozdil mezi syntaxi a sémantikou. Symboly maji své interpretace
(sémantiku), kterou v ptipadé logiky predikatové znacné ovliviiuje ten,
kdo ji pouziva. A i pod zcela totoznymi

symboly se tak miize skryvat (nekonecn¢) mnoho riznych vyznamii.
Predikat miize ze sémantického hlediska nabyvat opét hodnotu pravda
nebo nepravda. Jeho sémantickym operatorem je relace. Od urovné
predikati vySe se pak formule chovaji jako ve vyrokové logice a mizeme
je tedy spojovat pomoci logickych spojek. Jedinym rozdilem je, Ze
mizeme formule kvantifikovat a to bud’ univerzalnim (VX) resp.
existenénim (3 X) kvantifikdtorem. Ty pro zvolenou proménnou pak
zarucuji, ze kvantifikovana formule bude pravdivd pro vSechny resp.
alespon jeden objekt dosaditelny za proménnou x.

Priklad 4: Chtéli bychom pomoci predikatové logiky namodelovat situaci,
kdy libovolné dité je Stastné, pokud ma otce i matku. Zavedli bychom si
predikatové symboly pro vlastnosti objektu stastny, muz a zena a dale pro
vztah byti ditétem nékoho -dite. Pomoci formule 1. pak mizeme vyjadfit,
ze pro kazdé dité, ke kterému existuje objekt, jenz je Zenou a zaroven dité
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je ditétem tohoto objektu a zaroven plati totéz pro objekt typu muz, pak
plati, Ze toto dit¢ je Stastné. Mnohem jednodussi je pak vyjadfit, které
objekty jsou dité, zena atd.. (napf. johana je dité lucie -formule 2. -5.).
VX[3Y [dite(X, Y ) A zena(Y )] A3Y [dite(X, Y) A muz(Y )] —
stastny(X)].

dite(johana, hashim).

dite(johana, lucie).

muz(hashim).

zena(lucie).

Muzeme pozorovat, ze predikatova logika méd mnohem vyssi expresivitu
(vyjadfovaci schopnost) nez logika vyrokova. Zasadni je piedevSim
moznost modelovat vazby mezi objekty pomoci predikatt. Silnym prvkem
je rovneéz schopnost modelovat existenci. Formule 2.-5. z ptikladu mohou
pfipominat fadky rela¢ni databaze. Relacni databaze jsou zalozeny na
prezentaci znalosti v relacich, které modeluji rovnéz vztahy mezi objekty.
Skute¢né bychom nasli jistou analogii mezi tabulkou databdze (napf.
tabulka déti) a jejich atributy (kdo je dité¢tem koho). Zkuste si predstavit
databazovou tabulku studentd s atributy jméno, pfijmeni, bydlisté, ro¢nik.
Takova tabulka relacni databaze se da vyjadfit predikatem student.
Databaze by pak obsahovala tieba nasledujici fadky (a jejich ekvivalenti
vyjadieni v predikatové logice): jan, novak, ostrava, 3 X formule:
student(jan, novak, ostrava, 3) jan, vesely, ostrava, 4 K formule:

student(jan, vesely, ostrava, 4) jifi, novak, ostrava, 1 X formule:

202



Logika

student(jifi, novak, ostrava, 1) ... petr, novotny, praha, 2 X formule:
student(petr, novotny, praha, 2)

Klasické relacni databaze jsou ale velmi tzkou podmnozinou zpilisobu
reprezentace pomoci predikatové logiky. V databazich nemame moznost
pouzivat proménné a zejména logické spojky. Ty dokazi uSetfit mnoho
prostoru -co by se muselo v databdzi vyjadfit explicitné (tieba tisici
relacemi), lze elegantné zapsat jednim pravidlem a aplikovat dedukci.
Samoziejmé, ze jiz davno zacCaly snahy o pfiblizovani databazové
technologie a logiky a to

v tzv. deduktivnich databazich (napt. systém Datalog). Jde o inteligentni
databaze, které

krom¢ klasického explicitniho vyjmenovani vztahli umoznuji také
pouzivani omezenych logickych prostiedkl a dedukce.

Jak uz to ale byva témét vSude v realném zivoté, za vyhody se plati
uré¢itymi nevyhodami. Zatimco u vyrokové logiky lze vzdy rozhodnout
(rizn¢ efektivn€) o splnitelnosti dané formule, v predikatové logice je
tento problém pouze Ccastené rozhodnutelny. Hlavnim vinikem je
potencialni moznost pracovat s nekonecnymi doménami objektti (napf.
mnozina piirozenych Cisel -lze dosazovat za proménné jakékoliv ¢islo).
Potencidlné existuje moznost vytvofit také o néco slozit¢jsi interpretacni
tabulku jako u logiky vyrokové, ovSem takovato tabulka muze byt
nekonec¢na. V ptipadé univerzalni kvantifikace formule musi tato formule
platit pro vSechny mozné dosaditelné konstanty. Téch ale miize byt ve
vztahu k nekonecnym doménam také nekonecné mnoho a tudiz bych

dostali tabulku s nekonenym poctem ftadkid. Proto existuji snahy
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predikatové logice néco vzit”, tj. odebrat ji nékteré¢ vyjadiovaci
schopnosti pti zachovani nékterych vyhod tak, aby se stala rozhodnutelna

a zaroven existovaly efektivni algoritmy pro dedukci.

11.3. Automatizovana dedukce

Automatizace dedukce vyZaduje najit efektivni algoritmy pro generovani
disledku nebo pro provétovani konsistence mnozin formuli. V praktickych
situaci jde o automatizované zjistovani, zda z logickych axiomu (vybrané
tautologie) a specialnich axiomu (formalizované piedpoklady) vyplyva
zavér. V zasad¢é existuji metody seémantické a formalni. Tabulky z
ptedchozi kapitoly jsou typickou sémantickou metodou. U sémantickych
metod musime provadét interpretaci formuli, coz je s ohledem na jiz
zminované obrovské mnozstvi ohodnoceni elementarnich vyrok velmi
neefektivni piistup. I kdyz nékteré sémantické metody vylepSuji tuto
nevyhodu, v zasad¢ je sémanticky pfistup pro automatizaci zcela
nevhodny. Druhy formalni (syntakticky) pfistup se snazi se zcela oprostit
od interpretace (smyslu) a pouzivat provéiena pravidla pro praci se
symboly (formulemi) bez ohledu na to, co znamenaji. To je v principu
velice efektivni, protoze Casova slozitost pak nezavisi na moznych
interpretacich, ale na velikosti pfedpokladti jako symbolickych formuli.
Tyto metody vyZaduji tedy jisté "know-how”, je slozitéjsi je pochopit, ale
v kone¢ném disledku jsou zasadné lepSi. Lze je rovnéz naprogramovat a
pak jiz mohou slouzit v aplikacich na “inteligentni” usuzovani. Pravé pro

slozitost téchto metod (jsou dnes zcela v rezii vysokoSkolskeé vyuky) je
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nebudeme vSechny ani naznacovat. Existuje vSak velmi dobie pouzitelnéd a
precizné zpracovana prace autorky Libuse Pavliskové (diplomova préace na
Ostravské Univerzité). Tato prace jednak obsahuje popularni vyklad
problematiky dedukce a zejména je jeji soucasti aplikace pro dedukci. Tato
aplikace pracuje s vyrokovou logikou (tudiz je dostate¢né jednoducha i pro
sttedoskolskou vyuku) a zaroven umoziuje zapsat libovolnou mnoZzinu
predpokladii a bud’ generovat vSechny mozné dusledky nebo o konkrétnim
zéaveru zjistit, zda je to disledek. Mozna jesté vyznamné;jsi je pro vyuku na
sttednich Skolach existence velkého mnozstvi ptfipravenych piiklada s
atraktivnim zadanim jako jsou soudni pfipady podobné tomu z kapitoly 1.
samotnou aplikaci pro operacni systém Windows lze ziskat na adrese:

http://www1.0su.cz/home/habibal/dedukce/
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& |ogicka dedukce - [C:\Program Files\Logicka dedukce\Pfiklady\Soudni pfipady\Pfipad 1.ded]

E Soubor Okno  Mapovéda | &
D= BEO SV A el () ()
Zadani :

K soudu byli pfedvedeni tfi podezfeli z loupeZe - A, B a C. Pfi vyslechu se zjistily tyto skuteEnosti:

1. Do pfipadu nebyl zapleten nikdo jiny neZ A, B a C. 2. A pracuje vZdycky aspon s jednim spoletnikem.
3. C je nevinen. Je B vinen?

Virokové proménné :

prom. popis ﬂ
IA_ |A i vinen =

IB_ ]B |& winen j j
]G_ |C i vinen LJ ﬂ

v/

Formule :

farmule popis t_;,lp skiivni b
|A vBvG |D0 pfipadu nebyl zapleten nikdo jind neg 4. B aC. IpFedpokIad LJ v J
Ia—(@ve) |4 pracuic vidyoly acpoR o jednim spaloénikem |pedpokiad =| M

|'|C |E & nevinen |pFedpokIad LJ v ﬂ
|B |Je E winen? Izévér LJ 3 X

DOtevit I Ulozit I Ulozit jgko J Logicke d&sledk_l,l‘ Owefeni gévél&‘ Frehled

Obrazek 1: Grafické rozhrani aplikace pro dedukci

Formalni metody dedukce lze dale v principu provadét dvéma zpiisoby -
pfimo a ne-piimo. Zjednodusen¢ feCeno, pfi pitimé metodé z predpokladi
generujeme uréity disledek pomoci odvozovacich (nebo jinych) pravidel.
Pti tomto zpisobu tedy vzdy hledame potencidlné jiny disledek podle
toho, ktery zavér chceme dokdzat. To v sobé samoziejmé skryva jednu
nevyhodu, jde pfedevSim o moznost vygenerovat obrovské mnozstvi
(potencialné také nekonecné) riznych dusledkii a ten nas$ konkrétni se

skryva né¢kde mezi nimi. To vede k neefektivité a zejména se té¢zko hledaji
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rizné pomocné postupy, jak dedukci urychlit. Proto se pouZivaji spiSe
postupy neptimé. Jsou podobné principu znamého neptimého dikazu. K
predpokladiim ptfiddme naS zkoumany zavér, ovSem opacny (tedy se
spojkou negace). Jelikoz zavér vyplyva pokud je jeho interpretace pravda
ve vSech piipadech, kdy jsou pravdivé ptedpoklady, pak pii opacném
(negovaném) zavéru takovd mnozina nemuze byt splnitelnd. Pfi nepfimé
metod¢ tedy s negovanym zavérem chceme dokazat nesplnitelnost. Tim se
vyhneme zékladnimu problému piimé metody, protoze nas cil pfi
dokazovani je vzdy stejny. Je jim prokazani nesplnitelnosti bez ohledu na
dokazovany zavér. To Cini dedukci efektivnéjsi. 1 prestoze je stale
obrovské mnozstvi moznosti, jak miZeme pomoci pravidel nakladat s
predpoklady, mizeme jiz najit obecné postupy, jak urychlit (v urcitych
piipadech) proces hledani dikazu. Naptiklad v nepfimé rezolu¢ni metodé
(kterou si kratce vysvétlime nize) jde o to, najit prazdnou formuli. Da se
tedy pouzit heuristika (metoda, kterd nefunguje zcela dokonale, ale v
mnoha ptipadech urychluje feSeni), ze je vyhodné;si pro nasledujici krok
hledani pouzit formule s co nejmensim poctem unikatnich atomt (atomem
se rozumi ve vyrokové logice elementarni vyrok bez spojek). To
samoziejmé neni vzdy pravda, ale intuitivné to je docela rozumné, pokud
chceme dospét k formuli prazdné.

V tomto ¢lanku s omezenym rozsahem bychom se jesté chtéli zminit o
dvou formélnich metodach. Prvni trochu méné znama, ale i pfesto velmi
u¢inna je metoda tablova. Je zaloZena na rozkladu formule ve stromu
podle logickych spojek a hledani vétvi, které obsahuji navzajem negativni

atomy (stejny atom s negaci a bez negace). To ji Cini velice ucinnou,
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protoze jeji ¢asova naroCnost je zavislad jen na slozitosti formule (poctu
spojek). Bohuzel v predikatové logice musi byt obohacena o nékteré
kroky, které jeji vyuziti v praxi pon€kud snizuji. Druhou mnohem
znaméjsi a Siroce pouzivanou metodou je takzvany rezolucni princip
(rezoluce) resp. metody odvozené od néj. Myslenku rezolu¢niho principu
formuloval v roce 1965 A. Robinson a od té doby byla velmi rozvinuta a
zejména aplikovana v riznych systémech pro automatizované usuzovani. I
kdyZ existuje samoziejmé i jeji varianta pro logiku predikatovou, omezime
se zde pro jednoduchost pouze na logiku vyrokovou. V klasickém pojeti
rezoluce funguje pouze na formulich prevedenych do formy tzv. klauzuli
(existuji i zobecnéni pro libovolné formule, ale zatim nejsou pouzivany ani
prili§ prozkoumany). Klauzule je takova formule, kde se vyskytuje pouze
binarni spojka disjunkce, ktera spojuje jednotlive atomy s negaci nebo bez
negace. Kazdou formuli 1ze pomoci logickych pravidel (ekvivalenci -viz
napf. piiklad 2) pfevést na ekvivalentni mnozinu klauzuli (miZze jich byt i
velmi mnoho). Rezolu¢ni pravidlo pak umozniuje generovat ze dvou
klauzuli obsahujicich stejny atom (symbol elementarniho vyroku), ktery je
v jednom pfipadé s negaci a v druhém bez negace, novou klauzuli
spojenou disjunkci obou vychozich klauzuli a zarovei vypustime onen par
atomu, na kterych jsme provadéli rezoluci. Schématicky to lze znazornit
nasledovné (atomy a jejich negace lze v klauzuli libovolné presunovat bez
zmeény interpretace dané formule). Rezoluc¢ni pravidlo

C1V x C2 V-x
Ci1V C2

208



Logika

C1 a C2 jsou zbyvajici Casti klauzuli a X je atom, na kterém rezoluci
provadime.

Mame-li pravidlo, jsme schopni z vychozich pfedpokladt (specialnich
axiomu) a logickych axiomt pomoci tohoto pravidla konstruovat sekvenci
formuli, které fikdme dikaz. U kazdé syntaktické metody nebo formalniho
systému je dulezité mit ovéieny dvé vlastnosti. Jde o to, aby metoda nebo
systém, ktery obchazi problematickou sémantiku tim, Ze pracuje pouze
”slep&” se symboly bez ohledu na jejich interpretaci, byl s touto
sémantikou v souladu. Prvni vlastnost, které se fika korektnost systému,
zarucuje, ze pouzivana pravidla generuji pouze logické disledky axiomi.
Kdyby tomu tak nebylo, systém by z nekorektnich pravidel generoval s
predpoklady zcela nesouvisejici formule (nesmysiné). Druhou vlastnosti je
tzv. uplnost systému. Ta zarucuje, abychom pouze s danou mnozinou
pravidel a axiomt byli schopni vygenerovat veSkeré mozné logické
dusledky. Kdyby tomu tak nebylo, méli bychom sice korektni systém,
ktery vSak neumi nckteré dusledky generovat/ovéfovat, coz je jako
univerzalni algoritmus opét nefunkéni. Pokud je systém korektni a uplny,
pak se chova zcela ekvivalentné sémantice a ptesto ji nijak béhem dedukce
nemusime uvazovat.

Nyni rezoluci aplikujeme na jiz sémanticky feseny soudni ptipad.

Priklad 5: Nejprve je nutné formule .AV BV C,2.A—- (B V C), 3.
-C pievést do klauzuli. Formule 1. a 3. jsou klauzulemi bez pievodu.
Formule 2. vyzaduje pfevod. Vyuzit muZeme pravidla pro piepis

implikace na disjunkci. Toto pravidlo Ize schématicky zapsat jako A — B
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<-A V B (Stenaf si mlze lehce ovéfit pomoci tabulky, Ze jde opravdu o
formule s totoZnou interpretaci). Timto pravidlem pak formuli 2.
pievedeme na formuli (disjunkce je navic komutativni a asociativni): 2. =A
V B V C. Nyni jiz miZzeme bud’ pfimo nebo ne-ptimo ovéfovat zavéry.
Nejprve se pokusime pomoci rezolucniho pravdila (rezoluce) piimo
vygenerovat, Ze B je vinen (B). Navic pfitom pouzijeme pomocna pravidla
(napriklad vyskytuje-li v klauzuli atom vicenasobné, je klauzule s jednim
vyskytem ekvivalentni; tyto kroky ozna¢ime pomoci =). DalSim platnym
pravidlem je, Zze formule L VF je ekvivalentni s F . Toto vyuZijeme v
piipadé, Ze jedna z premis obsahuje pouze jeden atom a tim padem je po
rezoluci ekvivaletni s L.

1.AV BV C(axiom),2.-A V B V C (axiom), 3. =C (axiom),
(rezolucenaAv1.a2):BVC)VBVC)=BVC,

(rezoluce na C v 4. a 3. -z formule 3. nezbylo nic): B Tim jsme provedli
dukaz toho, Ze B je vinen (jelikoZ systém zaloZeny na rezoluci je korektni

a uplny).

Nyni se stejny zavér pokusime dokazat nepfimo. Pfitom piidame k
predpokladiim negaci zavéru a budeme se snaZit prokézat nesplnitelnost
(to znamena vygenerovat prazdnou klauzuli, ktera je nesplnitelnd).

1.AV BV C (axiom), 2. -A V B V C (axiom), 3. =C (axiom), 4. =B
(negace zavéru),

(rezoluce na B v 4. a 2. -z formule 4. nezbylo nic): =A V C,

(rezoluce na B v 4. a 1. -z formule 4. nezbylo nic): A V C,
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(rezolucenaAv5.a6.):CV C= C,

(rezoluce na C v 7. a 3. -z formule 7. ani 3. nezbylo nic): L Jelikoz jsme
dospéli k prazdné formuli, prokdzali jsme nesplnitelnost mnoziny formuli
1. 4., ¢imz je také prokazano nepiimo, ze B je logickym disledkem

mnoziny formuli 1. -3.

Neptimy ditkaz v predchozim ptiklad¢ jsme samoziejmé mohli realizovat
riznymi zpusoby. Univerzalnim piistupem je konstrukce nepiimého
dikazu pomoci pitimého pfidanim jediného kroku, kdy provedeme rezoluci
na vygenerovany piimy dusledek a jeho negaci
(pokud jde jen o atom). Na tom je vidét, ze zfejmé existuje vzdy mnoho
zpusobi, jak
dikaz provést. Z hlediska Casové slozitosti jde principidlné o tlohu s
exponencidlni sloZitosti, o kterych jsme se jiz zminili v pfedchozim ¢lanku
v MFL. Nicméné existuji pfistupy, jak dikaz urychlovat a tém se fika
rezoluc¢ni strategie. Neékteré pomahaji malo, ale jsou v principu Uplné (tedy
zachovavaji uplnost systému) a nckteré jsou velmi efektivni za cenu
neuplnosti (ale ve vétSin¢ praktickych uloh to nevadi). V nékterych
forméalnich systémech je rezoluce nazyvana jinak, resp. je jeji obecna
myslenka skryta v jiné symbolice. Napfiklad se muzete setkat s tzv.
klauzularni logikou, kde se rezolu¢ni pravidlo skryva v tzv. pravidle fezu.
Rez je vystiznym pojmenovanim, nebot’ jsme vidéli, Ze rezoluce vlastné
’vyfezava” atomy z pivodnich formuli.
V praxi se rezoluéni metoda uplatinuje piedevsim v logickém
programovani. Logické programovani neni tak rozsifeno jako proceduralni
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programovani (napf. algoritmizace v jazyce Pascal). Pfi proceduralnim
piistupu programator musi vymyslet zptsob, jak dosahnout feSeni cile a to
pomoci fizeni vypoftu (musi spravné pouzit proménné, piifazovani,
podminky, cykly atd.). Logické programovani vychazi z myslenky
automatizace dedukce. Programator nedefinuje postup feSeni, ale pouze
zadava formule (pravidla a fakta), ktera specifikuji ’logiku” feseni ulohy.
Na takto zapsany program se pak muize dotazovat, podobné jako pfii
provérovani zavéra dedukce a systém sam odpovi na dotaz. Zpusob feseni
je univerzalni a programator se o n¢j nemusi starat. Jako jednoduchy
ptiklad mize slouzit vypocet faktoridll. V procedurdlnim programovani
musi programator vytvofit fizeny vypocet, tj. musi naprogramovat cyklus
nebo rekurzivni proceduru. V logickém programovani sta¢i naprogramovat
dv¢ pravidla (resp. jedno pravidlo a jeden fakt). Pravidlo udava hodnotu
faktoridlu pro argument pfedchoziho pfirozeného ¢isla pomoci vazby na
term s proménnou (v logickém programovani se nemé pouzivat klasické
piifazovani, mély by se pouzivat vyluéné prosttedky logiky). Fakt udava
hodnotu faktorialu pro argument

0. V praxi by pouzivani pouze logickych prosttedki zplsobovalo
neefektivni feSeni, proto implementace logického programovani casto
umoziuji pouziti také nékterych omezenych proceduralnich prvki (napft.
fez). Asi nejznaméjSim prostiedkem logického programovani je jazyk
PROLOG (PROgramming in LOGic). Vzhledem k omezenému rozsahu
tohoto Clanku jej nebudeme rozebirat, ale ¢tenaf ma moznost vyuzit
elektronicky ucebni text s mnohymi piiklady [2]. Pro vlastni pokusy

doporucujeme ziskat z Internetu nékterou z freewarovych implementaci.
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Logické programovani je vyhodné predevsim u uloh, kdy hledame feSeni v

rozsahlém stavovém prostoru a v tlohéch typickych v umé¢lé inteligenci.

11.4. Vicehodnotova logika

Pro modelovani situaci v realném svété je klasicka logika pomérné chuda.
Ptes vSechny jeji prednosti je zdsadnim problémem piredevSim
dvouhodnotova logicka interpretace. Jiz dlouhou dobu existuji formalismy
zavadéjici naptiklad logiku trojhodnotovou, kde tieti logickda hodnota
kromé pravda/nepravda je “nevim”. Rlzné pokusy o zobecnéni naptiklad
pomoci pravdépodobnosti byly zastinény v Sedesatych letech 20.stoleti tzv.
fuzzy matematikou. Fuzzy matematika vychazi z principu fuzzy mnoZiny,
ktera narozdil od klasické mnoZiny, ktera bud’ obsahuje nebo neobsahuje
prvek, miize prvek obsahovat na ur¢itém stupni piislusnosti. Prvky tedy
mohou byt v mnozin& bud’ zcela nebo viibec, ale také “jen trochu”. Ctenaf
Jiz mé&l moZznost ziskat zakladni informace o fuzzy mnozinach v ¢lanku [7].
Fuzzy logika pak tento princip vyuziva tim, Ze rovnéz interpretace formule
nemusi byt jen pravda nebo nepravda, ale miize to byt pravda v ur¢itém
stupni.

I kdyZz myslenka fuzzy logiky je velmi prosta, lehce pochopitelna a tudiz
implementovatelna do riznych automatizovanych systémd, je potieba se
pii jejim pouzivani drzet nékterych vlastnosti. [ v bézném Zivoté se mizete
setkat s aplikacemi fuzzy logiky. Napfiklad elektrospotiebice -pracky -
maji dnes cCasto na sobé napis “Fuzzy-logic”. Tim se muize myslet

napiiklad schopnost davkovat automaticky praci prostfedky nikoliv v
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piesn¢ vymezenych mantinelech podle vahy pradla (napft. pro 1 kg pradla
ptidej pfesn¢ 10 g praciho prostiedku), ale pouze vagnimi pravidly (napf.
je-1i pradla malo, ptidej praciho prostiedku méalo). Terminem fuzzy logika
se oznacuje schopnost pracovat s neurCitou (vagni) informaci, ale
samoziejmé pojem fuzzy logika ve smyslu matematicko-informatickem je
mnozin stupiiti pfislusnosti bez ohledu na to, Ze musi existovat piima
souvislost také s pouzivanymi logickymi spojkami. Proto je nezbytné, aby
mnozina stupiit ptislusnosti (pravdivosti) formule byla nékterou ze
zavedenych algeber. Mnozinou byva v praktickych aplikacich vétSinou
interval [0, 1], i kdyZ teorie fuzzy mnozin a fuzzy logika ma teoretické
vysledky 1 pro mnohem slozitéjsi struktury. Tyto algebry maji vzdy své
vyhody a nevyhody podle toho, jaké interpretace spojek na intervalu [0, 1]
pouzijeme. Tyto spojky musi byt jesté navzajem v souvislosti tj.
pouZijeme-li ur¢itou konjunkci piedurcuje to jiz pouziti ostatnich spojek.
Nevyhodou algeber pak muze byt naptiklad nespojitost interpretacnich
funkci spojek, neplatnost nékterych zasadnich logickych pravidel (zakont)
tak, jak je =zname =z klasické logiky. Pravdépodobné nejlepSim
kompromisem je tzv. Lukasiewiczova algebra pojmenovand po
vyznamném polském logikovi. Tato algebra je nasledujici struktura:

L

E=(0,1], A, V,K —,0, 1)

kde [0, 1] je interval redlnych ¢isel mezi 0 a 1, coZ jsou nejmensi a nejvetsi

hodnota (nepravda, pravda). A a V jsou operace infima a suprema (resp.
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na uvedené mnoziné je lze ztotoznit s minimem a maximem). Definice
standardnich a odvozenych operatort je nasledujici:

a®b=0V (a+b-1)a—-b=1A(l-a+b)akRb=1A (a+b)-a
=l-a

Na zaklad¢ této algebry bychom pak mohli vytvofit pfislusnou fuzzy
vyrokovou nebo predikatovou logiku. Zavést bychom museli kromé
standardnich logickych spojek konjunkce a disjunkce A, V (jejichz
interpretacni funkce by byly totoZzné s operacemi infima a suprema) také
nové LLukasiewiczovy spojky a to LLukasiewiczova konjunkce (&) a
disjunkce (\). Jejich interpretacni funkce jsou operace K a K. Implikace a
negace se piipousti interpretovat pouze na zakladé operatori této algebry.
Priklad 5: Pomoci fuzzy logik mizeme lehce vyfesit paradoxy, se kterymi
si Klasicka logika neumi poradit. Muzete se setkat s riznymi formulacemi,
ale v zasad¢ jsou vSechny totozné. Znamy je tzv. paradox hromady. Jde o
to, ze bychom v klasické dvouhodnotové logice chtéli namodelovat situaci
hromady, ke které pfidivame kameny. Vime, Ze hromada bez kamenti je
rozhodn¢ malé. Déle je rozumny piedpoklad, pokud madme malou hromadu
kamenti, pak hromada s pfidanym jednim kamenem bude stile mala. V
klasickeé logice, kde jsou formule pravdivé nebo nepravdivé, by pak kazda
hromada byla paradoxné¢ mala. Mlzeme totiz potencidlné¢ nekonecnou
sekvenci implikaci vzdy dokézat, ze hromada s po¢tem kamenti o x v&tSim
je stale mald. Ve fuzzy logice mtizeme diky pravdivosti s urcitym stupném
pfisluSnosti namodelovat tuto situaci dvémi formulemi (pouzijeme
predikat malahromada(t), kde t je pocet kamenti v hromadg¢):

malahromada(x) — malahromada(x + 1) -pravdiva ve stupni 0.999
215



Logika

malahromada(0) -pravdiva ve stupni 1 Formule 1. neni narozdil od
klasické logiky pravdiva zcela a diky tomu nedojde k paradoxni dedukci.
Diky omezené pravdivosti bude pii dedukci s kazdou aplikaci formule 1.
pii navySeni po¢tu kamenti o 1 klesat pravdivost vyvozeného predikatu
malahromada o 0.001. Chtéli bychom naptiklad ovéfit stupen pravdivosti
dusledku malahromada(1) z ptredpokladt 1. a 2. Plati-li formule 1. na
0.999 a formule 2. na 1, pak mizZzeme na zéklad¢ definice operatoru —

interpretace (1) implikace a platného vztahu:

I[(malahromada(0))= 1 sestavit rovnici:

0.999 =1 A (1 - 1+ I(malahromada(1))) = I(malahromada(1)) =0.999
Pro malahromada(2):

0999 =1 A (1 - 0.999 + I(malahromada(2))) = 0.001 +
I[(malahromada(2))

= I(malahromada(2)) = 0.998 A tak dale pro zvétSujici se pocet kamend,
az pro malahromada(1000) bychom dosli ke stupni pravdivosti 0.

Fuzzy logika umoziuje pracovat s neurcitou informaci a je zobecnénim
klasické logiky. Klasicka logika je vlastné specialni piipad fuzzy logiky.
Stejn¢ jako mnoho jinych zobecnéni, ptinasi i fuzzy logika fadu problémd,
které klasickd logika nemd. Napiiklad pouzivani rezolu¢niho pravidla je
zde velmi omezeno, protoze neexistuje univerzalni postup prevodu do
formy klauzuli. Jde o problém aktualné¢ feSeny naptiklad i na Ostravské
Univerzité (viz [1]). Ctenai s hlub§im zajmem se miZe na podateéni
vyzkumy v této oblasti informovat v elektronicky dostupném c¢lanku

(doporucujeme zejména piiklady).
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Zajimavé jsou také aplikace teorie fuzzy mnozin a fuzzy logiky, naptiklad
existuje pristup s vyuzitim tzv. lingvistickych proménnych (viz [5]). Tyto
proménné mohou misto klasickych ¢iselnych hodnot nabyvat hodnot
blizkych ptfirozenému jazyku jako jsou napiiklad lingvistické vyrazy typu:
”velmi maly”, ’zhruba stfedni” atd. Pomoci téchto proménnych pak lze
modelovat velmi srozumitelné¢ a podobné jako cClovek realné situace.
Naptiklad lze popisovat fizeni auta, kde dv€ z pravidel by mohla znit:
KDYZ na semaforu sviti jen Zluté svétlo A ZAROVEN vzdéalenost od
kfizovatky je mald A ZAROVEN rychlost auta je mala PAK seSlapni
brzdu sttedni silou KDYZ na semaforu sviti jen Zluté svétlo A ZAROVEN
vzdalenost od kiizovatky je velmi mald A ZAROVEN rychlost auta je
stiedni PAK seslapni plyn velkou silou

Tato pravidla jsou pak interpretovana pomoci fuzzy logiky a mtizeme diky
nim velmi lehce modelovat a zejména automatizovat postupy z mnoha
oblasti Zivota. Existuji systémy, které se v praxi skute¢né pouzivaly a
pouZivaji jako je systétm LFLC (Linguistic Fuzzy Logic Controller)
vyvinuty rovnéz na Ostravské Univerzit€. Pomoci néj se modelovaly
naptiklad technologické procesy v hutich a oproti klasickych prostfedkiim
jsou velkym vylepSenim. Lze totiz na rozdil od klasickych regulac¢nich
technik, které vyZaduji sloZitou matematiku jako jsou diferencialni rovnice
a se kterymi muze pracovat jen velmi Uzkd skupina odborniku, tyto
systétmy svéfit 1 poucenému laikovi. Ten dobie znd napiiklad svij
technologicky proces, ktery ru¢né obsluhoval dlouhou dobu a je schopen

formulovat slovné své akéni zasahy. Ty pak sta¢i naformulovat a

217



Logika

odzkouSet a mame ve velmi kratkém case funkéni automatizaci daného
procesu, zalozenou na fuzzy logice.

Logika, problém dedukce a jeji automatizace se vyskytuje v mnoha
oblastech Zivota. Je nedilnou sou¢ésti matematiky a informatiky a proto by
se vyuka logiky méla odrazit nejen ve vyuce matematiky na stfednich
Skolach, ale prave diky problému automatizace dedukce by méla byt
alespont v omezeném rozsahu i soucasti informatické vyuky. Vyrokova
logika a systémy dedukce pro ni nejsou pro stfedoskolské studenty
nedostupné, jak jsme se snazili ukazat na teorii i piikladech. S pomoci
pocitacovych programil si student navic mize mnohem rychleji osvojit
principy dokazovani disledki a to na populdrnich ptikladech.

Logika, a to nejen vicehodnotova, ale 1 klasickd, neni v zddném ptipadé
ustrnula disciplina. Pravy opak je pravdou a i jejich teorie se dynamicky
vyviji pravé v této dob&. Aplikace zalozené na vicehodnotové logice se
problém, jak lépe reprezentovat znalosti na Internetu. V soucasnosti
zavedené moznosti reprezentace a vyhledavani informaci jsou spiSe
syntaktického charakteru a postradaji tedy sviij smysl. Takzvany projekt
sémantického webu ma za cil dat jazyk a metody pro dedukci, které dokazi
dat webovskym strankam i smysl -logiku. Jeden z nadéjnych pokusi je
zalozen praveé na tzv. Deskripcni logice, kterd je v principu “odlehcenou”
verzi predikatoveé logiky. | proto tuto aktudlnost a perspektivitu si logika a

dedukce zaslouZi sveé misto ve vyuce.
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