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Hauptgegenstand dieser Arbeit sind die Matrix-Algebren 5;(&8) der
nxn-Hermiteschen Matrizen, deren Elemente aus einer nichtausgear-
teten Cayley-Algebra stammen.

Bekanntlich bildet die ﬁa(&a) eine Jordan-Algebra, wihrend bereits
g4(£8) nicht potenzassoziativ ist.

Der Inhalt dieser Arbeit sei kurz skizziert.

Einen wichtigen Platz nimmt der Begriff der spurenvertrdglichen
Algebren ein, der sich in [7] findet.

In §1 tragen wir einige Ergebnisse aus dieser Arbeit zusammen, da-
mit wir in den folgenden Paragraphen darauf zurlickgreifen konnen.
Eine spurenvertrdgliche Algebra besitzt eine symmetrische und as-
soziative Linearform 4.

Wir beschrinken uns auf nichtausgeartete Linearformen A.

In §2 zeigen wir, dass unter dieser Voraussetzung die spurenver-
trédglichen Algebren vom Grad 2 quadratische Algebren im Sinne von
[6] sind. Da die Linearform A symmetrisch und assoziativ ist, be-
sitzen diese Algebren eine Involution x—sT=24(x)-x.

Wir zeigen, dass eine nichtausgeartete spurenvertrédgliche Algebra
vom Grad 2 iber K, CharK#£2, die die Bedingung

2A(x(y(F%))) = 2Nx(y¥)%) fiir alle x,ye

erfiillt, eine alternative Algebra ist.

In §3 wird kurz die Konstruktion der alternativen Algebren mit
Hilfe des bekannten iterativen Verdoppelungsprozesses gegeben,
der nach drei Schritten bei den verallgemeinerten nichtkommutati-

In §4 wird gezeigt, dass fiir die spurenvertridglichen Algebren (L
iiber K, CharK#2,3, vom Grad 3, die die zusdtzliche Bedingung

-gg(x) = a(xa) fir alle xel mit A(x)=0 (Bedingung (d) in §4)
befriedigen, die Algebren () mit dem kommutativen Produkt

aeb = %(ab+ba), a,bed

die Voraussetzungen der von T.A.Springer in [13] untersuchten Al-

gebren erfiillen. Daher ist a(-) eine Jordan-Algebra.
T.A.Springer hat in [13] einen Satz bewiesen, der sich mit den
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hier verwendeten Begriffen so formulieren lésst:

Satz: Die einfachen kommutativen spurenvertrédglichen Algebren
fe¢) vom Grad 3 mit nichtausgearteter Linearform A, die die Be-

dingung (d) erfiillen und Idempotente ef0 besitzen, sind isomorph

zu einer Jordan-Algebra von %x%-Hermiteschen Matrizen iiber einer
Alternativalgebra.

In §5 wird nun, ausgehend von den vollen Matrix-Algebren auf die
Hermiteschen Matrizen n-ten Grades hingearbeitet.

Es wird eine Gruppe G von Automorphismen der vollen Matrix-Alge-
bren &B‘n(-) der nxn-Matrizen, deren Elemente in &8 liegen, de-
finiert, die aus vier beziehungeweise zwei Elementen besteht, je
nachdem, ob n gerade oder ungerade ist. Diese Gruppe G besitzt
eine Untergruppe U, die im Falle n ungerade mit G libereinstimmt.
Es werden sodann die Algebren betrachtet, die aus den unter G bhe-
ziehungsweise U festbleibenden Elementen bestehen.

Es zeigt sich:

Im Falle n=%, G=U, stellt die Algebra der unter G festbleibenden
Elemente von.fn8 (¢) die Jordan-Algebra &B(ﬂB) dar, also die Al-
gebra der 5x5-Hermiteschen Matrizen iiber der Alternativalgebra &
Im Falle n=4 stellt die Algebra der unter U festbleibenden Ele-
mente von &8 4(¢) die Algebra %4(38) dar, die Algebra der unter G
festbleibenden Elemente bildet eine Teiljordan-Algebra ﬁ# (&8)
von Iy, (fg) -

Im Fall n>4 sind die Algebren der unter G beziehungsweise U fest-
bleibenden Elemente von &B’D(-) nicht potenzassoziativ.

Aus diesem Grunde interessieren wir uns besonders fiir die Fidlle

ven und nichtassoziativen Cayley-Algebren endet. (vgl.etwa [6,vII,3 n=3 und n=4.

§6 geht kurz auf den Fall n=2 ein, da wir ein paar Eigenschaften
der Algebren L 2( ) und %26&8) fiir die Fdlle n=3 und n=4 bendti-
gen. Da%(.&a) eine Jordan-Algebra vom in [6] behandelten Typ
[x,p,e] ist, lassen sich die Idempotente, wvollstdndigen Orthogo-
nalsysteme Idempotenter, Invertierbarkeits- und Vertauschbarkeits-
bedingungen, die dort hergeleitet sind, fiir diesen speziellen Fall
leicht angeben.

§7 bringt einige kleine Ergidnzungen zu dem weitgehend bekannten
Fall n=3.

§8 beschidftigt sich mit dem Fall n=4.

Es werden hier die Idempotente und volbténdigen Orthogonalsyteme




Idempotenter von qul_*'(.bs) bestimmt, und es wird untersucht, un-
ter welchen Umstdnden die Peirce-Zerlegung in bezug auf ein voll-
stédndiges Orthogonalsystem Idempotenter aus E)z+(&8) , die in ‘;1’:(.&8
wegen der Gliltigkeit des Jordan-Gesetzes moglich ist, auch in
EJZ(.P.S) durchgefiihrt werden kann.

Mein besonderer Dank gilt Frau Professor Braun und Herrn Professor
Jordan, die mich bei dieser Arbeit in vielen Gesprédchen mit man-
chem Ratschlag unterstiitzt haben.

Hamburg, im Juni 1968 Horst Riihaak

§1 SEuremrertréiEliche Algebren

Wir betrachten im Folgenden endlich-dimensionale Algebren iiber
einem kommutativen Korper, die im allgemeinen weder kommutativ
noch assoziativ sind.

Es sel Ol eine Algebra iiber dem Kdrper K mit Einselement 1. Dann
ldsst sich bekanntlich der Grundkorper K in (L einbetten.

Wir wéhlen eine Basis by=1,by,...,b von 0L Die Algebra (I lisst
sich additiv direkt zerlegen in O= Kob, £ = Kb_+...+Kb , b ist
Teilraum von (.

Fiir x,yed, also xyell gilt

(1.1) xy = g(x,y)+x.¥

mit g(x,y) €K, x,yed. Wir haben damit auf dem Vektorraum £ ei-
ne neue Verkniipfung (.) eingefiihrt.
Wir tragen im Folgenden einige Ergebnisse aus [ 7] zusammen:

Lemma 1.1: % ist beziiglich (.) eine Algebra iiber K, g ist eine
Bilinearform auf f mit Werten in K.

g ist im allgemeinen weder symmetrisch noch assoziativ.

Setzt man die so erhaltene Bilinearform g durch

g(f+x,+7) = fq+8(x,7); f,7¢K, x,7ed

auf ganz A fort, so wird g(l,1) = 1 und & lidsst sich charakteri-
sieren als die Gesamthelt der zum Einselement 1 beziliglich der Bi-
linearform g orthogonalen Elemente von 0l

Eine einfache Rechnung zeigt

(1.2)  ((§+x) (+3)) (G+2) =(f+x) ((q+3) (G+2) = (xy)z-x(F2)

fir alle x,y,z€b und f,9,5€K.
Setzen wir (xy)z-x(yz) = (x,¥,2), so ist es naheliegend, fiir den
Assoziator (x,y,z) zwei Fédlle zu unterscheiden:

(1.3)
(1.4)

(x,¥,2) €K fiir alle x,y,z2€0L
(x,y,z)ed fiir alle x,y,ze 0L

Mit H.J.HShnke [7] sollen die Algebren (L mit Einselement und end-
licher Dimension iiber dem kommutativen Korper K, die (l.4) erfiil-
len, schwach-assoziative Algebren genannt werden. Dieser Name ist
insofern berechtigt, als Algebren, die (1.3) und (1.4) gleichzei-



tig erfiillen, offenbar assoziativ sind. (vgl.auch [15] ).
(vel. [71)

fir alle x,y,zeﬂ[.

(1l.4) ist gleichwertig mit
(1.5)

Daher:

g(xy,z) = glx,yz)

Eine schwach-assoziative Algebra (Ll besitzt eine assoziative Bi-
linearform g mit g(1,1) # O.

Umgekehrt gilt, dass eine Algebra & mit Einselement, die eine as-
soziative Bilinearform (x,y) mit (1,1)=x£0 besitzt, schwach-asso-
ziativ ist.

Die Algebren O, fiir die alle Assoziatoren (x,¥,2) und alle Kommu-
tatoren [x,y] = xy-yx; x,y,ze€dl, in demselben zum Einselement 1
fremden Teilraum liegen, bilden eine spezielle Klasse der schwach-

assoziativen Algebren und werden als schwach-kommutativ-assoziative

Algebren bezeichnet. Bs gilt (vgl. [7] )

Lemma 1.2: Eine Algebra (L mit Einselement ist genau dann schwach-

kommutativ-assoziativ, wenn auf X eine symmetrische, assoziative
Bilinearform (x,y) mit (1,1)£0 existiert.

Man setzt nun CharK # 2 voraus und fiihrt im Vektorraum Ol bezie-
hungsweise &(.) als neue Verkniipfung das Produkt

Xoy = %(xy+yx), x,y €, beziehungsweise xoy = %(x.y+y.x), x,yekh
ein.

Man erhidlt die kommutativen Algebren (I(s) und £(e).

BEs gilt (vgl. [7])

Satz 1.1: Mit (O ist auch
Algebra.

) eine schwach-kommutativ-assoziative

In der kommutativen Algebra a(-) definieren wir Potenzen xT des

Elementes x rekursiv durch

€1.6)- r_,r=1 r-1

x°=1, X oX=Xo

Das mit den n Unbestimmten §1’§2""’§n gebildete generische Ele-
ment x= fl"' f2b2+ e Enbn : l,b2, e ’bn Basis von (, geniigt einer
Gleichung

(1.7) go(x)xr—gl(x}xr'l+---+(-l)rsr(x} =0, g, (x) A0,

worin gi(x) eine Form aus K[fl,...,fn] vom Grad m+i, iz0 ist.

Geniigt das generische Element x von 0l (1.7), aber keiner Glei-
chung niedrigeren Grades, so heisse (vgl. [7] ) r der Grad von (L

Im Falle einer Charakteristik von K, die kein Teiler von r ist,
macht H.J.Hohnke die folpenden Einschrankungen:

(a) m=0.
Dann ist g (x) €K, und wir kdnnen wegen go(x)ﬁ(} go(x)sl
annehmen.

gl(_x):=25\(x) ist eine Linearform auf Ol, die Spur von x.
(h) %i\(xy) = (x,y), %£0, x€K ist eine symmetrische uns asso-

ziative Bilinearform auf (I, A also eine symmetrische und
assoziative Linearform auf (.

Mit (1.7) ergibt sich
(1.8) gy = (3),
£ o 2% o
speziell g,(1) 1) » somit wegen (b) (1,1)-1.—9\(1):;51(1):#0,
also

(1.9) 2a(1) = r.

Eine Algebra (L mit den Eigenschaften (a),(b) ist daher nach Lem-
ma 1.2 eine schwach-kommutativ-assoziative Algebra; wir nennen

eine solche Algebra mit H.J.Héhnke [7] spurenvertrdglich.




§2 Spurenvertrigliche Algebren vom Grad 2

In diesem und den nachfolgenden Paragraphen werden wir speziel-
le Klassen spurenvertréiglicher Algebren betrachten.

0l sei eine spurenvertrigliche Algebra vom Grad 2 ijber dem kom-
mutativen Kdrper K mit CharK#2 und Einselement 1. Das generi-
sche Element x geniigt also einer Gleichung 2.Grades

(2.1) SO(Xsz-gl(X)X+g2(x) =0

und keiner Gleichung niedrigeren Grades. Da Ol spurenvertriéglich
ist, gilt

(a) go(x)=l, gl(x)=29‘(x) ist eine Linearform auf Ol mit Nerten
in K, die Spur von x.

(v) 2A(xy) ist eine symmetrische und assoziative Linearform
auf &L mit Werten in K.

Es gilt wegen (1.9) A(l) = 1.

Da 0l schwach-kommutativ-assoziativ ist, konnen wir OL direkt zer-
legen in Ol=KeK' mit K'={xe(;A(x)=0}, und ein Element x efildsst
sich darstellen in der Form x=A(x)+x’, x‘ekK*.

Es liegt nahe, die folgende Abbildung einzufiihren:

x —eR=A(x)-x" .

Vegen x"=x-A(x) gilt ¥=22(x)-x und daher

(2.2) 2A(x) = x+¥ .

x—>X ist offenbar ein Vektorraumhomomorphismus und hat die fol-
genden Eigenschaften:

1. Die Elemente #0 werden auf Elemente #£0 abgebildet.
2. K bleibt fest und aus x=% folgt x K.

3. x—X hat die Periode 2.

4, xx=%xx eK.

Neben der symmetrischen und assoziativen Linearform A betrach-
ten wir die symmetrische Bilinearform (x,y) = 2%(x¥).
Durch

(2.3)  px):= 3(x,%)

definieren wir auf (I eine quadratische Form ‘u mit Werten in K.

Es gils
A1) = 1 und  wery)-p@x)-Aly) = (x,3) .

Mit Eigenschaft 4. der Abbildung x —% ergibt sich
(2.4) (4():) = XX .

Wegen 2A(x)=x+%=g,(x) ergibt sich aus (2.1) ge(x)={(x), und das
generische Element dieser Algebra 0Ol geniigt der Identitat

(2.5) Y2—2‘1(x)x+(!(x) =0 .
Durch Polarisation gewinnen wir aus (2.5) sofort

(2.6)

I heisst die Norm des Elementes xe(l .

xy+yx-24(x) y-22(y)x+(x,y) = O fiir alle x,yell.

Def.2.1: Als Involution einer Algebra (L bezeichnen wir einen An-
tiautomorphismus aus (l der Periode 2.

Nach [6,VII,3] ist wegen (2.5) (1 eine 'quadratische' Algebra. Da
A symmetrisch ist, folgt aus [6,VII,Lemma 3.2], dass x —X eine
Involution von O ist. Wir baben somit

Satz 2.1: Fine spurenvertridgliche Algebra vom Grad 2 besitzt ei-

ne Involution x —»%=2A(x)-x mit m{x)=x% und geniigt der Identitit
x2-21(1c)x+¢x(x) =05

Da A symmetrisch und assoziativ ist, gilt

2A(x(¥(¥X))) = 2a(((xy)F)X) .

Aus der Klasse 'der spurenvertrdglichen Algebren (U vom Grad 2 son-
dern wir wiederum eine spezielle Klasse aus durch die Forderung
2A(x(y(F%))) = 2Ax(yF)X) fiir alle x,ye(l .

Diese Forderung ist gleichwertig mit

(e) pmixy) = {«-(X)r(.v) fiir alle x,yeOl.

Von einer Norm, die die Bedingung (c) erfiillt, sagt man, sie las-

se Komposition zu. Es gilt (vgl, [5]1): (c) ist gleichwertig mit

(2.7) (xlye.x2y1)+(xlyl.x232)=(x1,x2)(31,3’2) fir alle xl’xg,Y:UYQGa'
Def.2.2: Der Bilinearkern Bk

definiert duarch
Bkg(x.y)(m = {xell; g(x,y)=0 fiir alle yel}.

)(0.) der Bilinearform g(x,y) sei

g(x,y
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Die Algebra ( mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik heisse
nichtausgeartet beziiglich der Bilinearform g, wenn die Bilinear-
form g nichtausgeartet ist auf 01, d.h. wenn aus g(x,y)=0 fiir alle

eCx,){@ = O tet.

#ir beschrénken uns auf Algebren, die nichtausgeartet sind beziig-

yell folgt x=0, wenn also der Bilinearkern Bk

lich der zu der symmetrischen und assoziativen Linearform 9 ge-
hérigen Bilinearform, wir sprechen auch von beziiglich A nichtaus-
gearteten Algebren.

Da auch (x,y) nichtausgeartet ist, lassen sich leicht die Formeln

(2.8) a(@b) = (u(a)b, (ba)a = rl(a)b

herleiten. Mit Hilfe von (2.8) ldsst sich nun zeigen, dass ([ eine
alternative Algebra ist.

Def.2.3: Eine Algebra (L iiber K heisst alternativ, wenn fiir je
drei Elemente xl,xg,xaeﬂ‘l’. der Assoziator (xl,xa,xs) in dem Sinne
alterniert, dass (xl’XE’x3)=5(Xil'xiQ‘xiB) fiir jede Permutation
11,12,13 von 1,2,3 gilt. Dabei ist g=1 filir gerade, g£==1 flir un-
gerade Permutationen.

Diese Definition ist gleichwertig mit (vgl. [6,VII,1]) der

Def.2.4: Eine Algebra (I iiber K heisst alternativ, wenn fiir alle

2 s
xl.xzea die Bedingungen xl(xlx2)=xl X5 (xlxz)x2=x1x22 erfiillt
sind.

Den Nachweis der Alternativitdt unseres (L erhdlt man iiber die Mou-
fang-Identitéten

(2.9)

durch Polarisieren. Die Moufang-Identitdten lassen sich aber mit
Hilfe der Formeln (2.7) und (2.8) leicht zeigen.
Nir haben somit

(ax)(ya) = (a(xy))a = a((xy)a)

at ; Bine spurenvertrédgliche Algebra vom Grad 2, die die Be-
dingung

(c) m(xy) = m(x)u(y) erfilllt und nichtausgeartet ist beziig-
lich A4 , ist eine alternative Alpebra.

Vegen der Kompositionseigenschaft der Norm m heissen die so kon-
struierten Algebren auch Kompositionsalgebren (vgl.[ 3] ).
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§3 Konstruktion der Cayley-Algebren

Wir betrachten eine Koempositionsalgebra ( mit der symmetrischen
Bilinearform (x,y) und der Involution x —%=(1,x)-x=2A(x%)-x.

Bezeichnungen (nach [47] ): :

Die Elemente xl,xaedl', migen orthogonal zueinander heissen, wenn
(xl,x2)=0 gilt.

Zwei Teilrdume £,&" von O mégen orthogonal zueinander heissen,
wenn jedes Element aus & orthogonal zu jedem Element aus £’ ist.
Ein Element x#0,xell heisse beziiglich (x,y) isotrop, wenn (x,x)=0,
also m(x)=0 ist.

Ein Teilraum & von (L heisse beziiglich (x,y) isotrop, wemnn es ein
Element x#0 in £ gibt mit (x,y)=0 fiir alle ye{f, wenn also die Re-
striktion von (x,y) auf f ausgeartet ist.

Fine Algebra mdge natiirlich isotrop heissen, wenn sie als Vektor-
raum isotrop ist.

£ sei nun eine echte Teilalgebra von (I, die beziiglich (x,y) nicht-

ausgeartet ist, fiir die also Bk (£)=0 gilt und deren Einsele-
§ (

X,¥)
ment das Einselement 1 vonflist.
Offenbar gilt Bk(x's;)(,e,)c.&*, also Bk(x’y)(.&)=.%n£;‘=5k(x’y)(.&l-)=o.
Daher ist Ol die direkte Summe von & und £+, also (=f+&L und

& nket=0. Da L' nicht isotrop ist, enthdlt es ein x, mit ,t(xo)=-x02=
=-f#0. Bs gilt xo.%c.ﬂr*' und £,x o haben dieselbe Dimension. Man be-
trachtet die direkte Summe .ﬁexob. (x,y) ist nichtausgeartet auf

ﬂaxd& und mit Hilfe der Formeln (2.7),(2.8) ldsst sich zeigen

BSatz 3.1: Lex b ist eine Teilalgebra von & mit der Multiplikati-

onsformel
(3.1) (al+xoa2) (bl+x0b2) = (albl+fb2§'é)+xo(?ib2+b132)

und ist als 'l‘eilaigebra von (Ll eine Kompositionsalgebra.
(vgl.etwa [6,VII,3]).
Fiir Involution und Norm gelten die Regeln

(3.2) 'a1'+x a = “é‘l-a_ex

o = 817%X585

o (o]

daher
(3.3) aj+xay) = ﬁ(al).—fr\(aa) ;

Da die Bilinearform auf [ nichtausgeartet ist, erhdlt man
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Satz 3.2: ist eine assoziative Teilalgebra von & .

Satz 3.3: Ist & assoziativ, so ist L@x & alternativ.

Ist die Kompositionsalgebra (X bereits selbst assoziativ, so ist
4 offenbar dariiberhinaus kommutativ und umgekehrt:

Ist £ kommutativ und assoziativ, so ist .ﬂo:ccb assoziativ.
(vegl.[6,VII,Satz 4.1]).

#¥ir konnen nun in bekannter Weise mit Hilfe eines iterativen Pro-
zesses Alternativalgebren konstruieren:

Wir beginnen mit der eindimensionalen, kommutativen und assozia-
tiven Algebra !n =K. Die Bilinearform (x,y)=xy(l,1)=2xy ist wegen
CharK#2 auf .f- nichtausgeartet und die Involution x —% ist auf
"‘1 die Identitat.

Wir kiénnen Ol also zerlegen in d—-&lo-ﬁl* . Da mit .6 auch .f; 4 nicht
isotrop ist, gibt es ein x, E-‘ mit F(x ’)z—xl =-E1;£0.

Mit& konstruieren wir na.ch obigem Schema die Teilalgebra ‘625'819’(6&’1'
Da & kommutat'lv und assozlativ ist, 151:..6 eine assoziative Teil-
algebra von @. L, hat die Dimension 2 iiber K und ist kommutativ.
Die Algebren .fo aind die quadratischen Korper iiber K.

Da (x,y) auf 52 nichtausgeartet ist, lasst sich der Prozess fort-
setzen: Es gibt ein xaiﬁa mit ((xa)a—xa =-£#0.

Die Algebra & 4201:2&2 ist assoziativ mit der Dimension 4 iiber K.
Die Algebren .6“ sind die verallgemeinerten Quaternionenalgebren.
Sie sind nicht kommutativ.

Wie oben gibt es ein }fue.ﬂu"' mit fl(xq_)a-x42=-§4;€0.

Die Algebra bg=8 ex,%, ist eine achtdimensionale alternative Alge-
bra iiber K, sie ist nicht assoziativ.

Die Algebren .ﬂa s8ind die verallgemeinerten Cayley-Algebren.

Da ‘68 nicht assoziativ ist, endet der Prozess, Alternativalgebren
zu konstruieren, nach diesen drei Schritten.

Da wir uns auf nichtausgeartete Bilinearformen beschrénkt haben,
gilt schliesslich

Die Kompositionsalgebren ‘&4"&8 sind zentral-einfach.

(vgl. [6,8atz 3.5, 4.21 ).

_13_

€4 Spurenvertrdgliche Algebren vom Grad 3

Die folgenden Definitionen finden sich in [el

Def.4.1l: Eine Algebra O iiber dem kommutativen Korper K heisse

einfach, wenn 0L keine Nullalgebra ist und {O} und Ol die einzigen
Ideale von @ sind.

Def:4.2: Nukleus {f einer Algebra Jl nennen wir die Menge
{eed; (Ssa.a)=(a,s,a)-(d,“‘g)=0} .
Zentrum  einer Algebra (L nennen wir die Menge
{zeg' Ezlal-o} .
Q(Gl) ist eine assoziative Teilalgebra von dl, ‘}(Ol) eine kommuta-
tive und assoziative Teilalgebra von (L.

Def.4.3: Eine Algebra (l heisse zentral, wenn 0l ein Einselement 1
besitzt und J(A)=K gilt.

Es gilt die folgende Alternative:
Ist fl#{0} eine Algebra, deren einzige Ideale f0f und & sind, so
tritt genau einer der folgenden Fidlle ein:
a) (0l ist die eindimensionale Nullalgebra A=Kx, x2-0.
b) 3(@) = {o} .
ec) }(a) ist ein Kérper, dessen Einselement das Einselement von

A ist.
Es gilt:
Ist Ol eine einfache Algebra mit Einselement 1, so ist 3(0.) ein
endlicher Erweiterungskdrper von K. (Beweise[6,I ,Satz 5.1,Kor.l])
Man kenn also eine einfache Algebra auch als zentral-einfache Al-
gebra iiber ihrem Zentrum auffassen.

Def.4.4: Eine Algebra 0L iiber dem kommutativen Koérper K heisse
Jordan-Algebra, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(7.1) [x,5]1 = 0O

(7.2) POy = x(x%y)

fir alle x,y aus d.

Def.4.5: Eine Algebra (L iiber dem kommutativen Kérper K heisse
potenzassoziativ, wenn die von einem beliebigen Element xe(l er-
zeugte Teilalgebra von ( assoziativ ist.
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Die Jordan-Algebren gehSren zu der Klasse der potenzassoziati-
ven Algebren. (Beweis [6,IV,Satz 1.4,1.5] )

0l sei eine assoziative Algebra iilber dem kommutativen Korper X
mit CharK#2. Dann ist #(e) offenbar eine Jordan-Algebra. Mit (X
ist auch jede ihrer Teilalgebren Jordan-Algebra.

Eine Algebra } heisse spezielle Jordan-Algebra, wenn E isomorph
ist zu einer Teilalgebra von (I(¢) einer assoziativen Algebra a.
Nicht jede Jordan-Algebra ist speziell. Die nicht speziellen Jor-
dan-Algebren werden auch als exceptionell bezeichnet. Uns inte-
ressieren-die exceptionellen Jordan-Algebren, auf die wir im Fol-
genden hinarbeiten.

& sei eine spurenvertrigliche Algebra iiber dem kommutativen Kir-
per K mit CharK#£2,3% vom Grad 3.

Das generische Element x von (l geniigt also einer Gleichurg drit-
ten Grades:

(4.1) x5—22(x)x2+ga(x)x—ga(x) =0

und keiner Gleichung niedrigeren Grades. Die Linearform A ist
symmetrisch und assoziativ, und es gilt nach (1.9)
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4,32) oe(x) = 9(x2) fiir alle xek.

iie Algebra (®(¢) ist dann eine kommutative Algebra mit assoziativer
vilinearform.

n [13] hat T.A.Springer gezeigt, dass eine kommutative Algebra

it Einselement, die eine assoziative nichtaudgeartete Bilinear-
‘orm besitzt und (4.2) und (4.3) erfiillt, eine Jordan-Algebra ist.
‘ir haben

atz 4,1: A sei eine spurenvertradgliche Algebra iiber dem kommuta-
iven Kérper K mit CharX # 2,3 vom Grad 3 mit einer nichtausgear-
ieten Linearform A, die die Bedingung (d) erfiillt. Dann ist die
purenvertridgliche Algebra (. ) eine Jordan-Algebra.

'.A.Springer hat in [13] die Struktur solcher Algebren untersucht
nd einen Satz bewieden, den wir mit den hier benutzten Begriffen
o formulieren kdnnen:

atz 4.2: Die einfachen kommutativen spurenvertridglichen Algebren

[(s) vom Grad 3 mit nichtausgearteter Linearform 2, die der Be-
Aingung (d) geniigen und Idempotente eZ0 besitzen, sind isomorph
u einer Jordan-Algebra von 3x3-Hermiteschen Matrizen iiber einer

(4.2) 2a(1) = 3. ompositionsalgebra.

& 1isst sich beziiglich 4 zerlegen in O=Kof mit 5='{Xfak 2A(x)=0}. n §7 werden wir diese Algebren ndher betrachten und fiir den Fall,

Aus der Klasse der spurenvertrdglichen Algebren vom Grad % grei-
fen wir diejenigen heraus, die der zusdtzlichen Bedingung

ass die Kompositionsalgebra eine Cayley-Algebra ist, nachweisen,
ass sie spurenvertridglich vom Grad 3 sind, eine nichtausgeartete
inearform besitzen, Idempotente A0 aufweisen und die Bedingung

(@)  -gy(x) =’A(x2):.- ¥(x) fir alle xedb 4) enféilesm,

geniigen.

Fiir ein xebh, fiir das also 2A(x)=0 ist, wird (4.1) mit (d) zu
xa-v(x)x-gB(x) = 0 fiir alle xeds.

Wir multiplizieren diese Gleichung bezliglich (¢) mit x und berech-
nen von der entstehenden Gleichung die Spur. Wir erhalen

o S

271(:(‘5—2»(}:)2(1:2) =0 fiir alle xed.

s 2

Mit (4) folgt ?(x4) = va(x). Da nach Satz 1.1 2 auch beziiglich
(e) symmetrisch und assoziativ ist, gilt

axh) = a(x x2), also A(x%x9) = 4%(x%) )

L A

i

und daher
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| ist eine assoziative Linearform.

§5 Die Matrix-Algebren &, (°) enn:
. : ! 1

1. @ sei eine Algebra mit Einselement 1 iiber dem kommutativen ((AB)C)-A(A(EC)) = 2(SP""I'(AB)‘J"'S7:"‘1'-"-'E )C)—5(Spur (BC)+SpurA(BC)) =
Eérper K mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik. (Spur(,z.;:(aiv ,ﬁ)cr‘d)...spur( Z(aiv ’t“')cr‘d))-
Oln bezeichne die Algebra der nxn-Matrizen mit Elementen in a. (Spur(Za (6 8 s ur(i_a o )
Das Prédukt in G(n sei das gewdhnliche Matrizenprodukt. 1 vt v gﬁ P Toali v (“.‘J
Wir spezialisieren auf den Fall, dass die Algebra ( eine Kom- Q(Z—(aiv 9‘1)“(‘1*' (aj_v uft) 1)‘
positionsalgebra ist. Als spﬁren_vertriiglicha Algebra vom Grad _.2( i_ aiv(bvrcc P+ i_f- iv(bv.- t"-i)) -
2, die der Bedingung (c) geniigt, besitzt ( die Involution (L(a b o )
x —+F=2A(x)=x. D iv l'f‘ Criti84pPppl r:j,
Es sei A ein Element von (I, A also eine Matrix von n Zeilen -E(iaiy(bf‘lcf,i)*'aigzbyc fi -
und Spalten, A = (a;,) mit a;.e®, 1,j=1,2,...,0. Mit X wollen Z__J\((&i.,bv‘.)cpi) D(aiv(b»p Ses)) =
wir die Matrix (&;;) bezeichnen, mit SpurA die Summe der Diago- e

(8;3) ! P : -z-_(a.c(ai,b,,‘.)c,i)-a(ai,cb,rcﬁ)) - 0,

nalelemente von A: SpurdA -gau.
_ a A eine asaozi.ative Bilinearform auf @ ist.
Wir beweisen das folgende

Lemma 5.1: A: A——-Et SpurA+Spurd) -ist eine symmetrische und asso-+ 4uf dem Vektorram &, fibren wir das Produkt (<) ein, gegeben
ziative Linearform auf a'n mit Werten in K. urch AeB = (AB+BA) fiir A Beah AB das Matrizenprodukt von A
nd B. Wir erhalten die kommutative Algebra %( ).

Beweis: Wegen
it Ei bezeichnen wir die Matrix mit dem Einselement 1 von (l an

z b, ; *Spurh+SpurB
BB g (W ¥y )= ?“11*7- e s er Stelle (i,j) und Null an allen anderen Stellen.
Spur(«A)= guan-df_a 44=xSpurd, somit auch ir B,y gilt
iiurA+Si:r;-31d):r(A+I), ist A eine Linearform auf (Zn Die Werte 5,1) Ei:]Ekl o ‘sjkEil und :EE:I.i =B 3 i,3=1,2,...,0 ,
B s . ’ enn wir mit E diejenige Matrix bezeichnen, deren Hauptdiagonale
A(A) = z(é 2Nay4)) eilt. ur lefl aufweist, deren andere Elemente O sind, also das Einsele-

A ist eine symmetrische Linearform. ent von @, beziehungsweise a ().
Denn: A(AB) = é(SpurAB+Spu.rIBJ = it Hilfe der Def.4.3 sieht man leicht, dass die Matrizen Ei;]

ukleus von an liegen.
ie na Matrizen E:I.;j bezeichnen wir als Matrixeinheiten. ( s. [8])

- E(SP\H‘(ZE:‘_‘, 9,‘})+3pur(zs‘ivb9;j)) =
- z(i B0 "1+ia” Rg)- gz_aﬂ(ah, vi) = atz 5,1: Die Algebren & (*) sind einfach.

- a = b =
i‘ (84yy3) z"-_,‘( 1“a1”) eweis: Es sei o ein Ideal von an(-), 4£0. Es existiert also ei-
= 2(2{.—. buaiv*; "na;w)_'__ e Matrix A£0, A€o .Mit Hiife des Systems der n° Matrixeinheiten
= E(Spur(Z_boiaw)+Spur(2'_bviaw)) & dsst sich :je‘des Element A€ an(-) schreiben in der Form
E(SpurBA+Splzrm) ; 5:2) A= %ai:jEij .

da A eine symmetrischeLinearform auf (L ist. ir n=l ist @ () eine einfache Algebra ( vergleiche Satz 3.4) .




- 18 -

Es séi also n»2.
Wir wihlen X=E,, Y=E € dn(-) , kém.

Es gilt

L] l " n
(AeY) = (%aiJEij)nEm = 'E(E.aimEimJ'éaijmj) i
daher

S Cleil of Z 1
Xe(AY) = 3By e (F 21nPint o0 Fas) = E Pt o) -
Mit Z-2(Em+Emk)£an(-) folgt
i
B =(Xo(AoY))eZ = E(akmElm"amkEmk)"e(Ehn*Emk) =
1 1
= TPt B P o mcPi) = 5 (e ) (Bt 1)),
daher
C = BTG BBy = F(agrag,) (B ) )
I
= Ef‘(alm*'amk)Ekk e
Daher gilt E , em fiir alle k=1,2,...,n, also E€0l und a= dn(-) .

e * B e =

Wir beweisen den

Satz 5.2: /L:A-—+:]§'(SpurA+SpurI-) ist eine symmetrische und assozia-
tive, auf (XBQ) nichtausgeartete Linearform mit Werten in K.

Beweis: Wegen Lemma 5.1 ist A eine Linearform auf an(-) mit Wer-
ten in K.
/Aist eine symmetrische Linearform auf Gln(- ), da an(-) kommutativ
ist.
A ist eine assoziative Linearform auf an(-).
Denn:
A((A»B)e C)=A(A+(B+C)) = %(A((AB)C)+A((BA)C)+A(C(AB))+A(C(BA))-
-ACA(BC))=A(A(CB))-A((BC)A)-A((CB)A)) = O,

wegen A((AB)C) = A(A(BC)), A(C(BA)) = A((CB)A),

AC(BA)C) = A(C(BA)) = A((CB)A) = A(A(CB)),

A(C(AB)) = A((AB)C) = A(A(BC)) = A((BC)A).
A ist nichtausgeartet auf an(-).

Denn:
Wir definieren den Bilinearkern BkA((ln(-)) von A durch

Bk, (@y(e)) = {A€ @ (2); A(XeA)=0 VXed (-)} .

Ersichtlich stimmt dieser Bilinearkern mit dem der /A zugeordne~
ten Bilinearform liberein (vergleiche Def.2.2), die wegen A eben-
falls symmetrisch und assoziativ ist. Ist Ae BkA(din(-)) und Bedﬂ(o)
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30 gilt

L[((AsB)+X) = A(A+(BX)) =0 fiir alle Xe a,Ce),

11so AeBe Bk/\.(an(‘ )). Da BkA(an(-)) ein Unterraum von d’n(a) ist,
Lst BkA(an(')) ein Ideal von an(- )

legen A(Eii) = 1, also A£LO gilt BkA(an(-)) A (In(-). Denn aus

le BkA(an(')) folgt A(X) = A(EeX) = O fiir alle Xe¢ (Xn(o) und da-
1er A=0,

)a d,(e) einfach ist, folgt Bk, (X (+)) = O .

’s Wir beschrénken uns im Folgenden auf die nichtassoziative,
1ichtkommutative Kompositionsalgebra .&8.

lef.5.1: Ein involutorischer Automorphismus ¢ von .ﬂa,n(-) nige
2in involutorischer Permutationsautomorphismus heissen, wenn b,
’is auf tUbergeng 843 ﬂ&?&, nur die Elemente der Matrizen A-(aid)
s .65’n(o) permutiert. .

Vir stellen ein Element A.E.Gs'n(o) in der Form (5.2) A = ‘.-:";;ai,jEi,j
lar. ¢ sei ein involutorischer Permutationsautomorphismus. Dann
ldsst sich schreiben

(5.3) ¢(a) = {_d‘;ff(aid)c#(Eid)

nit y=Id oder lf:aij _'gi—,j‘ die in ‘&8 gegebene Involution.

Bei den Rechnungen mit einem solchen ¢ kdnnen wir also seine Wir-
kung auf die einzelnen Matrixeinheiten Ei P betrachten.

Es gilt also

(5.4)  dleyqRyy) = P83 90E 0 go0
pa ¢ involutofisch ist, gilt

(5.5) q‘)a(aijEij) = a:LjE:l.;j 5 fa(ai,j)Ei+((+a’,,j+.v+g' aijEi+("L+3',-'j+V+§
Nir zeigen: ((E) = E .

Denn:

GCAeE) = ¢(A)s¢(E), also §(A)e(E~(E)) = O fiir alle Ae O (-). Da
¢ eineindeutig auf ist, durchléuft mit A auch §(A) ganz Ly o+ Bs
folgt A((E-(E))eA) = O fiir alle Aebg («). Da A auf gg (<)
nichtausgeartet ist, haben wir E—d)(E) =0,

Ebenso zeigt man ¢(0) = 0.

Flir die Matrixeinheiten gilt wegen (5.1)

: 1
(5.6) Eij‘Ekm = E(éjEEim+5miEkj) )




also

(5:7) By = &Ey

Mit uxazseren Voraussetzungen iiber ¢ gilt daher

B(By3™) = QB3I B(Ey) = G(Byy), aleo

Bivy, 100 Bian, 100 = Bivv,iep °

Angenommen es gilt vAu. Aus (5.7) folgt sofort ¢(Eii) = 0 . Das
ist ein Widerspruch gegen die Eineindeutigkeit von ¢ Also gilt
v=m, daher ¢(Eii) = Ei+'D,i+‘ﬂ' d.h.

¢ bildet die Diagonale eines Elementes Ae &g () auf sich ab.
Weiter folgt wegen d)a-Id ’

2
$7(Byg) = Byy = BBy, 540) = Bi4v+g,14v4¢» daher vig=0(mod n).
Es gilt we%en (5.6)
Bys*Byy = f(EiiEij"Ei,jEn) = %Ei;j vnd
BygBag = 5By g0y Bsy) = Py fir 145
Fiir i#j gilt daher
b(Ey4 By ) = ?(Eii)'¢(Eij) B R T PO R
" Z(si+(t,i+yEi+c|., j+g’+s,j+c,i+(tmi+g,i+ ) s

andererseits aber

1
ﬂ)(]g“) - ﬁng.aw' also gilt

entweder 1. m=¢ und ,j+s‘;‘i+rt
oder 2. J+6=i+e und ph¢
Ebenso

P(Ey 5By ) = ?(Ejj)'4>(Ei,j) " E34a, 5300 Fiag, oo =
= 50840 y1+8% 3an, goo* S3ae, jnBiag | gan)

andererseits aber

1
2¢(Eid) = %Ei+g,j+6" also gilt

entweder 1. 6=A und J+AAi+g
oder 2. J+A=i+¢ und @¥A

(i) Angenommen es gilt beide Male 1.

Wir haben als Folgerung: E:I.:I.""Ei+(-t,i+c&' Ei.‘]_"Eiﬂt joor
?

Bja B jee, joo -
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Jir haben:
leilen (Spalten) gehen auf Zeilen (Spalten) iiber.
legen Eii_‘Ei+(t.i+{l debze (=0" . Dann ist aber @ fest fiir alle
lyJ=1,2,...,0n. Die Abbildungsvorschrift lautet also allgemein:
Bij_"'Ei+p.,.j+ mit festem (u.fiir alle i,J=1,2,...,0.
)a ¢ eine Involution ist, folgt weiter cbZ(EiJ) o Ei,j = Ei+2(l,,j+2(t'
laher ar-o(mod n).
.1llgemein haben wir also
Moy gByy) = P(a3308;,0 5ee
D ey By o OynBn) = PF &3 Prcn® 1*Ems Picn®s Bic))

1

= 30850(2 1 Pun)B108  met *mi P Pin®s 0P8, 502

N §ay By e Qo Bry) = p(ay DBy o nep(Oy)Byg nyg =

= %(J;HE,k+!‘|0(ai;})'l'(bkm)Ei+i‘ o+t

P4 8m+§,i+§‘(f(bk:n)‘€(aij)Ek+i‘,j+i) 2
ileichheit zwischen den rechten Seiten von a) und b) liegt, da
lach Voraussetzung  nur die Identitét oder die in bs gegebene

[nvolution sein kann, fiir alle i,j,k,n vor, falls p=Id ist. In
liesem Fall ist ¢| ein Automorphismus, der natiirlich nur sinnvoll

lst, wenn n gerade, also n=2r ist.

is gelte beide Male 2.
'ii) Wir haben in diesem Fall als Folgerung:
EuBrapiver PgFuep,gee0 Bg T Fga e
iir haben j+&'=i+¢ und j+A=i+¢, also J=i+m-0, daher i+ft+$\-0'-:l.+g,
1180 F+g=p+h,
iir betrachten E;;,E.;. Es gilt wegen (5.6) Eji'E,jj = %‘Eai und
reiter Ei;j'E;]:L = ?cEii"'E:j;j)’ daher wegen
b(EiJ)-quji) = ¢(E}J-E31)&
fj+?«,i+ﬁmj+],i+1 = E(Ei+‘q.,1+pt+nj+’h,j+i)i also
5C814m, 346 Bgan, dan* S1em, 305 g0f 140) = 5(Bis 0, 146 B gun, gaa) -
Daraus folgt i+p=j+{ und wegen i+m=j+&: f=6 ,
i+9=j+A und wegen jJ+A=i+g: =g .

¥ir haben @(Edi) = E1+ﬁj+m.
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Damit haben wir gezeigt:

Durch ¢ gehen Zeilen (Spalten) in Spalten (Zeilen) iiber.

Wir haben aber bereits gezeigt, dass die Diagonale als Ganzes
festbleibt, daher soll m=2A sein. Wir haben also
Eij-*Ej+g mit festem @ fiir alle i,3j=1,2,...,n. Da § aber
eine Involution ist, gilt schliesdich 2p-0(mod n).

Allgemein haben wir also:

$ay By 5) = Play PB4 u, 140

b, E

a) 4’(&13 13°PinCim’ = 4’(?—_‘( 5%21 $PumP im* Sy P

km® i3 ka)) =

'kf(aij km) m+p,iﬂﬂ+5mi?(bkm 1J)Ed+ﬂ ke

v) ¢(aiJEij) ¢(bkm3km) = P(aia)EJ+p 1+p°V(bkm)Em+p.k+p
E(siﬂn m+(&(aij)V(bkm)Ej+r kﬂl
* Jk+p,3+py(bkm)?(alg)Em»#,i+ﬁ)
Gleichheit zwischen dea recnteu Leiten von a) und b) liegt, da
nach Voraussetzung yw nur die Identitdt oder die in ﬁb gegebene
Involution sein kann, fiir alle i,Jj,k,m vor, falls ¥ die Involu-
tion von.ﬂa ist.
Wir haben also die beiden Automorphismen gefunden:

@:aiJEia—f+E;3EJi und
¢: 83 B —ET B 508,148 °

Der letztere ist natiirlich wiederum nur fiir gerades n, also n=2r

sinnvoll.

(iii) Es gelte einmal 1. und einmal 2.
Es folgt sofort a=p und j+fﬂi+ﬁ i
J+A=i+y und oEN .

- ¢(Eii) 3
Widerspruch fir iAj.

Daher:
OBy = Bypn, gun = Birg,iep
also wegen ¢2=Id: By = Ejj ’
Es existieren also die folgenden involutorischen Permutations-
automorphismen:
Dt ooy By s Bioy, sep
¢ = —E nur fiir n=2r sinnvoll

2F B1gtigT G g e, 1 E

...23_
¢3' alJElg__’EIBEal
¢4' Buggliy y—a g B ij ! ¢4=Id

Diese Automorphismen bilden eine Gruppe G.
Es sein ungerade: G={Id, ¢5} ist wegen ¢B2-Id, also 4%-1-45 eine
Gruppe.
gerade: G=f{d ¢1, ¢2, ¢3} ist wegen ¢& =Id, also
=¢;, i=1,2,3 und 4;145 =4 4;1-4:2,
¢2¢3 (9143)95=05(054,) 4"{’2 ¢ >
$1bo= ¢h(¢1¢5) (¢5¢1)¢1=¢2¢1-¢3 eine Gruppe mit
der Untergruppe

U=11d, $5}

4, Es sei n ungerade.

Es sei n

Die unter G festbleibenden Elemente von 38 () sind genau die-
jenigen, die unter ¢3 festbleiben. Da ¢3 als involutorischer Per-
mutationsautomorphismus ein involutorischer Automorphismus ist,
besitzt ¢ nur die Eigenwerte +1,-1l. Die Algebra ﬁa (=) zerfallt
daher additiv direkt in die Teilalgebra der unter ¢ festbleiben-
den Elemente, die wir mit % %+(£8) bezeichnen, und den Teilraum
der Elemente, die auf ihr Negatives abgebildet werden, den wir
cep=_p— + -
mltan_%n(.&s) bezeichnen, also ‘8’8,1:1 = ‘&n(ﬂa)ﬂgn(ﬂa) .
- ; . 1 1
Fir ein Aedrg n( o) bedeutet das: A = E(A+¢B(A))+§(A*¢5(A)).

Fiir ein Element X =2§.xia 1y &us én gilt also

P5(X) = ¢5(‘L %3581 .Z' P5Cxy 4By ) = LZ‘E:JEal z‘—"i.j 1y %
also

(5.8) X445 = 53"1—3 i

daher

(5.9) X34 =% = fie K .

Ein X aus %; ldsst sich also in der Form

(5.10) X = %:{i 11+Z:x13E13 %%xla 54

darstellen.

Fir ein Element Y = %;ayijEij aus-ﬁn gilt entsprechend

¢3(Y) = ¢3(%ylaEij) '%¢3(yi:}ElJ Z“y:LJEJ:L '%‘.yidEij ==Y,
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also yji = -‘71—3, daher y;; = -'y—i"i, i3 = y{e& mit .fg=i{o.& .Ein
Ye én ist alst.: von der Form

'
(5.11) Y = %ViEiféhjEij‘%rijEji .

5. Es sei n gerade.

Die unter G festbleibenden Elemente von ‘68 (¢) sind genau dieje-
nigen, die sowohl unter 4’1 als auch unter $ festbleiben, da die
unter 4: und 4) festbleibenden Elemente auch unter dem Produkt
4)1495 ¢34’1'¢2 festbleiben. Diese Elemente bilden somit, da ¢, eben-
falls ein involutorischer Automorphismus von bg  (¢), also von 1';
ist, eine Teilalgebra wvon %;, die wir mit ﬁ; % (&8 a(®)) be-
zeichnen.

—I; lédsst sich also in zu .6§ o 8naloger Weise additiv direkt zer-
legen in die Teilalgebra ﬁ und den Te:.lraumﬁ , also

6:1 ein *

Fiir ein Element X = Z:. xi,j Tha %n gilt also

b5(x) = Z" P - Z"xi,j 1= % & - ’:"‘i;jEn%..j& .
- X,

n

= %: x5 5813

aus 4)3(]{) = X folgt daher die erste, aus 4)1(::) = X die zweite Be-
dingung von

( 5- 12) xji - xiJ und xij xi“'% L) J'PE
daher auch x;; = ¥y und Xi4.8 = x1+g,1+n e 1 xii+g 2
also
5 L4
(5.13) xi-!-i i-l-ﬂ = xii = fie K und xii+£ = fiGK ®

Wir haben: Die unter G festbleibhenden Elemente von £8 (¢) bilden
die ’I‘eilalgebraﬁ a(&g) veziehungsweise 5;(&8) s -Je nachdem, ob n
ungerade oder gerade ist.

Wir zeigen

Satz 5.3: Die unter U = {Id, ¢31 festbleibenden Elemente von ‘&8 "
L]

bilden eine zentral-einfache Algebra mit symmetrischer, assozia-

tiver und nichtausgearteter Linearform.

Beweis: Fiir ungeredes n ist U = G. Die unter U festbleibenden Ele-

mente bilden die Algebra ﬁ;(.f,a) der Hermiteschen nxm-Matrizen mit
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Elementen aus £8.

%; ist einfach.

Denn: Das ist trivial fiir n=1.Es sei also n»2. Wir konnen den
Beweis der Einfachheit wvon .6 direkt iibernehmen - da die dort
verwendeten Elemente Y,X,Z in 5 liegen -, wenn wir bedenken,
dass amk'akm gilt.

ia; ist zentral.

Denn: Das ist trivial fiir n=1.Es sei also n?2. }sei das Zentrum
von %7, Fiir ein Element Ae} gilt nach Def.4.2:

Ao(XeY) = (XeY)oA = Xe(AoY) fiir alle x,re!,;. Fiir X=E,, , ¥=E
mit m#£k haben wir XeY=0, daher Xo(AeY)=0.

Andererseits war

Xe(Yeh) = 3oy B +a B o) = fa B +E-F ) , da A = ‘é_aaijEij
aus 4'. Somit (a B, +&_E ) = O, daher ay =0 fiir alle kém. 3

mm

ist also eine Teilmenge der Teilalgebra 5"'(1{) und daher im Zen-
trum von % (K) enthalten. Das ist aber K selbst.
A.A-—--E(SpurA+SpurI) ist eine symmetrische und assoziative Linear-
form auf 4)

Denn: Es sei A=(a; )e*‘)n. Da a;;=% € K ist, haben wir SpurA=Spuri,
also A(A) = S'pu.rA.

Da A auf !pa n Symmetrisch und assoziativ ist, ist A symmetrisch
und assoziativ auf J,n

Aist nichtausgeartet auf gn

Denn: Da E, € 911 lduft der Beweis genau wie fiir '38 n

Es sei nun n gerade.
Die unter G festbleibenden Elemente bilden die Algebra f;"’.
Wir zeigen

Satz 5.4: Aist eine auf ‘9:'
assoziative Linearform.

Beweis: Als Restriktion von A auf l,; ist A symmetrisch und asso-
ziativ.

Ailst nichtausgeartet.

Denn: Es sei Ack ", es folgt wegen (5.12),(5.13) A(A) = Z.o(“
mit den Randbedingungen (5.12),(5.13) fiir die ay lésst siEh fiir
AeBky(f "), also A(A+X)=0 fir alle Xehl*, schreiben A =28y 4By
Wir kdnnen annehmen, dass ng2 ist, denn der Satz ist fiir n=2 nahe-

nichtausgeartete symmetrische und
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zu trivial.
Dann aber gibt es lk,m mit kZm,m+%. Flir eirn solchers Paar k,r sei

++
= (OB PraBmict PenPice s mea* PuacPan  kag) » BEHLT
Es folgt
kR = E(Z:aik km im+%;aimmeEik+z:aik+nbkmpim+E+2:aim+ﬁmeEik+%+

+ijkmaijkj+Jmek kJ mj +£hkm m+3, j K+%,1 %:'brnk K+, 1Em+!1 1}‘
Daher

A(AeB) = b

z(amk kmt 2km okt 2+, k+%bkm+ak+i,m+%bmk+

*OrmP okt Pmk®km* Pk m+, k+ 2 b:m(ak+& m+ 2’

= (Fgbypt kmbkm knPka' Pkn?km? = 4 (Bylim) = O

Da wir uns auf nichtausgearbete Linearformen 72 beschriénkt hatten,
folgt a, =0 fir k#m,m+ 2.

Setzen wir bkm=1 in B und lassen die Einschrédnkung iiber k,m fallen,
so erhalten wir

A(AeB) = 4Q(akm) = 0. Fir k=m folgt a =aﬁ=0,

mm

T ’
fiir k=m+§ folgt dm+&,m=amm+2=“m=o'
Insgesamt haben wir A=0, daher BkAﬁﬁ;+) = 0. A ist nichtausgear-

tet.

6. Def.5.2: Ein Element e#0 einer Algebra (L heisst Idempotent,
wenn 92=e gilt.
Besitzt A ein Einselement 1, so heisse ein System €118y 08
von Idempotenten der Algebra Ol ein vollstdndiges Orthogonalsystem
Idempotenter der Lénge m, wenn gilt
eiej =0 fiir i#j und ZZe = 1.
Es sei El’E2""’E eln vollqtandlges Orthogonalsystem Idempoten-
ter der Algebra @ mit Einselement E. (Bezeichnungen nach [6] )
Dieses System moge die folgenden Eigenschaften besitzen:
1. L(E{)e- L(EJ) L(F )eL(E;)
el 2. L(E ) L(E,) = AR E )nL(F )
E 3L (E )-L?E ) = ar? (F )
4, L(E Ye L(FJ) L(Ek) fiir i,J,k#

worin L(X):

fiir jAL

Y—+X<Y die linksreguldre Darstellung sei.

Behauptung: C;, = Cpy = AL(Ei)aL(Ek), i#k und

ki
P(E) = 2L%(E)-L(E,)

Cric
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sind orthogonale Jdempotente des von den L(F;) erzeugter kommu-

rabiven und Assoziabiven Ringes.ﬂ.
Denn:
L ist weoen 1. kommutativ und assoziativ.

C. = "ﬁ_,(w \-l.u,_-'f.

1

RO AV

: = P P 2
) -T;(_Frk)- Il(Ei) = 16L (E‘;k}lL (Ei)
e P T, 200 2 =
= LdL(ﬂk)-(h(Ek)cln(Li)) = AL (Fk).l{Ei)

’J'LI-(-;.,-)"‘—-‘(EL,.) =C

n

ik
2 o il oo ~ HE )T
o = £2LTCE, D -LOF, 3oL (Fy)=1(E)) = 4L (Ek)-uL5(hk)+“ (B -
i, Aol Zew N
- 1l “lk)_m—;(nk)*.ul, (rk)—L(Ek) =
= L(quf“L?(wk)-anE(FK)+uE(Fl‘-zd) B
°r

2 B A=LE e
o AL ) =14 (B, )-L(By) = Oy

nach zweimalicer Anwendung von Eigenschaft 3.
Es oilt

i el

2
{ DT .rr_
S Gy (2°(F ) -L(FE, \3.(21 (E;

"L(Ei)) =

]

hh (Fi}-lfﬂik)—pL (Fk)BL(E.)+

+L(T, Yo Ti(F ) -2L(E, ) e L 2(x:, =

1-:)

= 212(®,) L(E;) -2L7(B,) o L(E; )+

(%) )

+L(Fy ) ¢ L(B{) -L(E, ) e L(Ey) = O

)
"
nach Eigenschaft 2. fiir ifk.

= (21%(E}) -L(F,)) «(4L(E;) +L(E)) =

- BLE(Ek)-L(Ei}-L(Ej)-uL(Ek) "L(F) +L(E) =

€41 Crx

nach REigenschaft 2. fiir i#j.

Mit Eipenschaft 4, ergibt sich sofort
Cijoc = 16L(%, )auf?
,a)r‘(k,m)-

Da die Summe der Idempotenten E,, I=1,2,.

oT(E, ) *1(E )

km
fiiv 143, k%#m,
.;m E ergibt, erhal-

ten wir weiter
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Y = 6 - = - 12 1
L(Ek) - I‘(Ek) L(E) L(Ek)'éL(Ei) & (Ek)"'ﬁ‘f’:ucik ser den n2 Matrixeinheiten. Wir zeigen, dass das System Ey; »

B %ckk%L(Ek)%'Z&cik : i=1,2,...,n die Eigenschaften (e) besitzt. Hierzu setzen wir
also ‘::ii = EI .
= - i i ie Eigenschaft 1.
(5.14) L(Ek) ckk+2%cik 5 Vir beweisen die Eige

dah Die nachzuweisende Identitdt L(EI)-L(EJ) = L(EJ)-L(EI) ist
a R
. trivial fiir i=j, also I=J. Es sei also IAJ, es gilt:

E(EpeX) = %-:(EI(EJ)[+XEJ)+(EJK+XEJ)EI) = %(E{(EJXMEI(XEJ)»«(EJZ)Ef
H(XBE) = (B (XE+(BRED = ((ERIEFE;(XE))

& 1
Zi(g,) - Eckk+2%‘gcik , daher
(5.15) Id = f};cik .
Somit 1isst sich jedes Element von £ durch die Cik linear dar-
stellen und zwar eindeutig durch die von Null verschiedenen, was

aus der Orthogonalitét der C,, folgt. EOls

Andererseits gilt:
Man findet Cjk"‘t' = chk ( Die von Null verschiedenen C., sind al- 1 S5
imitiv . ik . - XE EXE+XE)E)=(E(]CE)+(EK .
85 TRIRIEIY) » By (BpeX) = E(EJ(EIX)"EJ( P+ (BB (XBE; Pt e T

2
Ausserdem gilt C,,¢E = E, ~ = B £ 0, also ckk A0 .

fiir alle Xe 4, da EfE; = O und die E; im Nukleus von by p lie-

dir beweisen Bigenschaft 2.

Wir setzen &, = C, «h =4 . Es sei IfAJ. Dann gilt:

Es sei Xef, also X = ‘%:km.x, daher ’9".’:—.‘7@' Offenbar gilt fiir (2L2(EI)-L(EJ)-L(EJ)-L(EI))“[ - EEI'(EI'(EJ'X))-EI'(EJ'X) = '

Xy € Oyms otW8 X = CppeX: " zlt(EI(EI(EJX+EJ)+(EJX+EJ)EI)+(EI(EJX+XEJ)+(EJX+EJ)EI)EI-
o -E (EX+XE;)-(E X+XE)E) =

CioX, = Cy oC, oX = { Xien fir (1,3)=(k,m) i B (XE ;) ~(E;X)E})

13 "km 1J “km 0 sonst = %’.(EI(]{EJ)“'EI((EJX)EI)*'(EICKEJ))EI+(EJX)EI ey =L

- LB (B;(XED )+ ((EXENED = O

fiir alle Xe k) .

Ist X = E._ka irgendeine Darstellung von X, so folgt cij-x = X:L
Die xij sind also eindeutig durch X bestimmt, die Summe

‘J'E‘.ikm

ist direkt, sie stellt die Peirce-Zerlegung von ﬁbeziiglich
El’EE’ .s .,Em dar.

J--

#ir beweisen Eigenschaft 3.
(2L3’(EI)-3L2(EI)+L(EI))-x = 2E e (Bpe(EX))-3Eq (BpoX)+BpeX =

- XAXEL)E. )+ (B (B X+XB ) +(E X+XE)E)E ) -
Wir haben also gesehen: Besitzt das vollsténdige Orthogonalsystem = E(EI(EI(EIX*'EI)*(EI +¥B)E)+ (B (g I T 1)Er

1

EqsEgyecesBy die Eigenschaften (e), so ldsst sich die Algebra ? -E(EI(EIX+KEI)+(EIK+)EEI)EI)+§(EIX+XEI) -

. B )+XE, )=
in Bezug auf dieses System nach Peirce zerlegen - %;(EIX*-EIQ[EI)‘*EI(KEI)*‘EI(E{)*‘EI(EI,)*’EI(KEI)*EI( I) I)
Es sei nun 4= 4 (4g) . %(EIK*'EI(KEI)*EICXEI)+XEI)+?(EIK+]CEI) =

i i 2 6 = 0.

Wegen (5.7) gilt fir die l[atrixej.nheiten Ei;j von gn(La) Ei,j - Eij £ zZL;(EIKH;_-EI)*.%(E]:(mi_;:[))-2(E]I:}(ﬂcﬁ:];)-zl-_(EI(l{l.T:]:))4—-5.I‘:I}!.‘+XEI)
genau fiir i=j und wegen (5.1) gilt Eii'Ej;] = 0 fiir i#j, schliess-
TAEn 'ui-l‘Eii -k Wir beweisen Eigenschaft 4.

Die Matrixeinheiten Eii‘ i=1,2,...,0 bilden daher ein vollst&ndi- L(E )-L(EJ) ’L(EK) = 0, da die Eg im Nukleus von ba’n liegen.
ges Orthogonalsystem Idempotenter der Lénge n und das einzige un- I
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Berechnet man ka = C
4L(EK)-L(EM)-X

(5.16) X

xm® X Xe@;, so ergibt sich filir k#m wegen
m = Fimtimt FienPmk
und fiir kem wegen (2L7(Ey)-L(B,))eX = By(XE):

(5:17)  Xpge = iPux

Die Peirce-Zerlegung beziiglich Eii’ i=l,2,.
Zerlegung

(5.18)

dar.

.,n stellt also die

h
X = Z iy 2 Xy

=4 ,_chz 1J

X=2C
hm

Die %km dieser Zerlegung stehen in den folgenden Beziehungen zu-
einander:

gij‘?km = 0, falls die Indexpaare keine Ziffer gemein haben
’ﬂij'%ik z zij fiir alle i,j,k mit jfk
9km’ekm c %kk+§mm fiir alle k,m

Denn mit xia = xijEiJ+2;3EJi, Yo ™ TiewPient TerEnk bestdtigt man

(5.19)

m

sofort Xijonm = 0, wenn (i,Jj) und (k,m) keine Ziffer gemein haben,
Xid-Yim e%k fir alle i,j,k mit jék

ka-kae@kk»,tjmm fiir alle k,m.

Wir schliessen eine Dimensionsbetrachtung an:

Die Abbildung xi ——'Xid 1] lj+i;5EJ1 ist offenbar eine nichtsin-
gulédre Abblldung von dg auf 91"

Die @i haben alle dieselbe Dlmension und dlm@l dimbg.

Die Abbildung fi— fiByi=X;; ist eine lineare Abblldung von K auf
@ und somit dim@ = 1.

ﬂegen %n(.ﬁa) = Z‘]km erhalten wir

(5.20) dim&nﬁﬁa) = n+§n(n-1)d1m£8

Es sei 6, &;f(&s), n also gerade, und es sei ng2.

Das System E;= ii+Ei+E 148 i=1,2,000,% ist ein vollsténdiges
Orthogonalsystem Idempotenter der Lénge § von ﬁ

Denn ist Eiij, 80 Ellt EiifEJJ J48, Jog

Das System E,, i=1,2,...,% besitzt die Eigenschaften (e).

= Bl

Jenn setzen wir wieder EiizEI und Ei+!,i+Q=EI+!’ so gilt

.., da L eine lineare Abbildung ist und 1. fiir das System

:ii’ i=1,2,...,n erfiilllt ist.

!. genau dann, wenn
L(ED+I(Er, ) e ((E)+L(Eg, ) =

= (2L2(B;)+41(By) *L(Bp, ) +2L3(By, 4))e (W(B)+L(Ep, y)
111, also, da 2. fiir das System Eii’ i=1,2,...,n gilt, genau dann,
renn
(Bp) e L(E;) s L(Ep, ) = L(EI)-L(EI+i) L(Ezy =0

irfiillt ist.
legen i,j,i+%# ist das aber eine Folge der Eigenschaft 4. fir das

yystem Eii‘ 1=1,2,440,0.
b, falls
L2(Bp+Bp, ) -L(Bp+B, ) -2L7(B 4B y) =
= 312(B ) +3L%(By, ) +6L(E) «L(E, ) -L(Bp) -L(Ey, y)-
-213(8,) 4213 (By, ) -6L2(E) + LBy, ) -6L(E) «L5(Bp, ) = O
:rfiillt ist. Da aber 2. fiir das System E,, i=1,2,4.440 gilt, ist
ias der Fall.
+., da L eine lineare Abbildung ist und 4. fiir das System E,,,
1=1,2,...,0n erfiillt ist.
is gilt
Cem = Cin X = 4L(Bg+Eyp. o) “L(By+Ey ) X =
= By(XEy) +By (KB ) + B (XBy, ) +Ey, y (X +Ey g (KBy) 4By (XEye g )+
+EK+§(XEM+E)+EM+%(XEK+§)

km

ilso

(5.21) ka Y ka(Ekm+Ek+E,m+2)+i;;(Emk+Em+%,k+§)+
+ka+E(Ekm+2+Ek+E,m)+ka+i(Em+g,k+Emk+5)

and

Ko CppeeX = (RLA(BBy, ) -L(EgaBy y)) X =
= B (KB ) +Ey, y (KB, ) +4T(Ep) - L(By )X .+ Also

(5:22) X = e Bierg e d) * S Proceg i g, k)
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Wir schliessen eine Dimensionsbetrachtung an:
Fiir die obige Zerlegung gilt offenbar
dimd, = 2dimfg fiir kém,

dmgkk-a.

Daher
2
(5.23) aink *(4g) = Wimﬂg-ﬁdm‘a o paB(2=2), ik .

7, Im Folgenden gehen wir etwas niher auf die einzelnen n ein.

Es sei n=l.

4g 1 ist isomorph zudy. G besteht aus der Identitdt und dem in
,ﬁaz-) iiber die Involution x —X von "8 gegebenen involutorischen
Automorphismus. 61(‘&8) ist daher isomorph zu dem kommutativen

Kérper K.

Es sei n=2,

G besteht aus vier Elementen . '&8 5 ist die Algebra der 2x2-Ma-

trizen mit Elementen in '&8 und de;' Multiplikation (¢). Wegen (5.12]

(5.13) gilt fir dis Elemente X = Zx, &, aus §3'(4g)

x1=fs Xpo=fs Xpy=F=fs X0"%1,1,141° %1217 € -

§+(£8) ist besziiglich (¢) nach §4 eine spezielle Jordan-Algebra.
Die unter der Untergruppe U = {Id, ¢3} von G festbleibenden Ele-
mente X von—.ﬂa’a haben wegen (5:10) die Form

(5.28) X = §3By3+ foBppt X 5B o+ T 0By -

Es sei n=3.
G besteht sus Id und ¢5.
&;(&8) ist die Teilalgebra der Hermiteschen 3x3-Matrizen mnit Ele-
menten in 58 von .&8'5(-)..‘91353:1 (5.10) ldsst sich ein Element
Ie‘@; in der Form
1-%12 *13

X =%5 fa *o3

*13 %23 3

darstellen. Abkiirzend geniigt es also zur Charakterisierung der un-
ter G festen Elemente X

(5.26)

15.25) fi€K,s xide.ba, i,3=1,2,3, i<j

X = (f1:f20f3iX100%130%03)s f1€Ks x; ;€ bg
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ru schreiben.
s gilt der z.B. in [6,VII,6] bewiesene wichtige

atz 5.5: ;(&8) ist eine zentraleinfache Jordan-Algebra.

is sei n»4.

‘emma 5.3%: Die zentral-einfache, beziiglich der Linearform A
1ichtausgeartete Algebra 5; ist nicht potenzassoziativ.

leweis: In [6,VIII,Lemma 8.27] wurde gezeigt, dass !’;(ﬂb im Falle
134 hichstens dann eine Jordan-Algebra ist, wenn Ol assoziativ ist.
a LB nicht assoziativ ist, ist f (fg) keine Jordan-Algebra.

)a andererseits A nichtausgeartet ist auf fJ;, kann l); auch nicht
sotenzassoziativ sein. Denn es gilt der in [6,1,6] bewiesene

jatz 5.6: Es seil A eine kommutative potenzassoziative Algebra
iber eine_;n kommutativen Korper K mit einer von 2 verschiedenen
tharakteristik. Gibt es eine assoziative und nichtausgeartete Li-
learform auf (& mit Werten in K, so ist Ol eine Jordan-Algebra.

s sei n=4,

besteht ‘aus vier Elementen. Die unter U = {Id, §;} festbleiben-
en Elemente bilden die Teilalgebra gz(ba) der Hermiteschen &4xi-
[atrizen mit Elementen in ‘ﬁ’B von :‘8,4' Wegen (5.10) 1lidsst sich
in Element Xek; in der Form

T
L

§1 X12 713 M1
T2 §2 ¥o3 X
13 %23 §3 Y
T1u Ton Xz §u
arstellen. Abkiirzend geniigh es zur Charakterisierung der unter U
‘estbleibenden Elemente

5.28) Is= (fl’fai 53'54;x12’x15'x14'x23’xaa’x%)' fiE-K, xije'&B
u schreiben.

ie unter G festbleibenden Elemente, also die Elemente aus z_”’
assen sich nach (5.12) und (5.13) in der Form

§1
f1
X14

5.27) X = fiex. xi;jd‘a' i,j§=1,2,3,4, i<j.

x10 §1 14
fa T f2
xy fi %2
§53 %2 B2

5.29) X = f1,§2f1:foe K xppixyuel
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darstellen. Abkiirzend geniigt es zur Charakterisierung der unter G
festbleibenden Elemente

(5.30) X = (f1,88 s fosxiooxpa) s Fio§3 €K Xpp0Xyyely

zu schreiben. Es gilt

Satz 5.7: 6Zt£§8) ist eine Jordan-Algebra.

Beweis: Es geniigt wegen Satz 5.6 zu zelgen, dass %z+ potenzasso-
ziativ ist, da A nach Satz 5.4 auf ﬁz+ assoziativ und nichtausge-
artet ist. (5.30) zeigt, dass die Elemente aus %1+, bis auf den
Ubergang zur konjugierten, nur zweil Cayley-Grossen aufweisen. In
den Potenzen eines Elementes Xe.&z+ treten also nur Summen von
Produkten von zwei Cayley-Grossen auf. Der Satz von E.Artin iiber
nichtassoziative Alternativalgebren besagt, dass jede von zweil
Cayley-Grossen erzeugte Algebra eine assoziative Teilalgebra ist.
Es kommt also in den Produkten auf Klammern nicht an. Da der Satz
fiir Matrizen mit Elementen aus einer assoziativen Algebra gilt,
ist damit alles bewiesen.

Es sei n=6.

Wir zeigen, dass die Algebra ﬁg+(ba) der unter G = {Id,¢1,¢2,¢3}
festbleibenden Elemente nicht potenzassoziativ ist.

%

S gsei die Standard-Cayley-Algebra iiber K, charakterisiert durch
x12=x22= 42=f1=f2=f4=-1. Die Elemente

l,b2=xl,b3=x2,b4=-x2x1=xlx2.b5=x4,b6=-x4xl=xlx4,b7--x4x2=x2x4,
b8=x4x2x1=xlx2x4
bilden eine Basis der Standard-Cayley-Algebra iiber K.

Auf Grund der Sdtze von §§82,3 ergibt sich fiir die bi die folgen-
de Multiplikationstabelle:

b2 b5 b, b5 h6 b? b8
b2 -1 b4 —«'b3 b6 -b5 --b8 b7
b5 -b, -1 b2 b7 b8 —b5 -b6
by b3 =by -1 b8 —b7 b6 -b5
b5 —b6 -b7 -b8 -1 bE b3 b4
b6 b5 —b8 b7 -b2 -1 —b4 b3
b7 bB b5 -b6 —b3 b4 -1 --b2
bg -b7 bg b5 =by -b5 b2 -1
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Wegen (5.12),(5.13) haben die Elemente von 6E+(LB) die Forn

f1 %10 X131 %15 X6
¥ §2 %3 ¥15 {2 *26
%3 %23 f3 F16 %26 f3
f1 %15 X156 f1 ¥12 *13
*15 fo ¥o6 F12 f2 *23
% Yoo §3 X1z X253 3
Abkiirzend geniigt es zur Charakterisierung der unter G festblei-

(5.31) X = firfie X, x; edp

benden Elemente

(5.32) X = (fy.farf3i 10§20 §33000 130 X15 %06 %03 %26
ek xg5efg
zu schreiben.
Hir wihlen das Element
++
A = (0,0,O;O,O,O;b5p6p4,0,0,b7) aus §c°.
Fiir die Matrix D = (d;4) = 4% 42 ergibt sich das Element d,, zu:
dyp = (47«(b3'5;)b6'6:,.+(b4b7)(‘Fsb5)+(b3b7)(i>gb4)) ‘
- . - i
Fiir die Matrix T = (af;) = (A% A)eA ergibt sich das Element df, zu:
1 —
dip = ((b4b7)b6)b3+(-(b653}ﬁ)b5+(b6(‘r77ﬁ,))b5+(b4(b7‘5'6) Yoyt
"’((beﬁ?.)ls;)b4+((babr?)bs)bu'*(b}(b?%))bu“'(be(sr-?ba))bu_"’
+(b3(3;p6))b7+(b4(b5b6))b7+b6((b7b3)b4)+b6((6;b4)b3)+
+4a(bBB;)bGE;+4A(B;bGE;)b5+4a(b3bGE;)b4 ) .
Es gilt b =-b; fir i=2,3,...,8, daher 2M(b;) = O fiir i=2,3,...,8.
Daher erhdlt man
L
d12 = 2b3, aber d12 b5.
Bs gilt somit A% A2 £ (4%n)ea, h1*(lg) ist nicht potenzassozia-
tiv, daher auch nicht Jordan-Algebra.
Insgesamt miissen also von unserem Standpunkt aus die Fidlle n=3
und n=4 besonders interessieren, denen wir uns in den folgenden
Paragraphen zuwenden.
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§6 Der Fall n=2

Fiir die uns besonders interessierenden Fidlle n=% und n=4 bendti-
gen wir ein paar Eigenschaften der Algebren &8 2(a) und -542'(&8) :

Die Elemente von "68 > 8ind die 2x2-Matrizen mit Elementen in .&8
Wegen (5.24) haben die Elemente von ‘92('68) die Form

X = (.{,1 f2) » €K, xe.ﬁa.

Die Algebra f}z(.ﬂs) ist offenbar potenzassoziativ und, da

ArX—s z(SpurX+SpurX) = SpurX eine auf 1)2 nichtausgeartete, sym-
metrische und assoziative Linearform ist, eine zentral-einfache
Jordan-Algebra der Dimension 10 iiber K.

a a
i, A_(ll 12

sei ein Element von { . Speziell seil
85q 8.22) 8,2

a1 = ek,
Wir definieren

o a
(6.1) detA = det( 12

= a =g a °
857 322> 22 21712

Es sei B ein Element aus .& 52 mit der Eigenschaft, dass eines der
bid' etwa b =p in K 11331: "Durch Zeilen- und Spaltenvertauschun-

gen ldsst sich erreichen, dass dieses Element an der Positiom (1,1)

steht.
Wir definieren
b b b . .
(6.2) detgB = det (bll bla) - (-1)"det( lm ) = (-1)" det (ﬁ ),
21 22 L] L] o Ll .
v sei die Anzahl der Zeilen- und Spaltenvertauschungen, die not=-
wendig sind, um b]m'f"’ an die Position (1,1) zu bringen.
Somit haben wir fiir diese speziellen Elemente von JB o eindeutig
?
die Form detr.t. definiert.
ﬂl,.. 'ﬁk seien die in K liegenden Elemente eines Elementes Beﬁa 2
9
Wir definieren

(6.3) detB = %‘(Zh'_detAB) .

Mit (6.3) ist fiir alle Matrizen aus &8 5 dle mindestens ein Ele
ment aus K enthalten,eindeutig eine Form det erklirt.
Insbesondere gilt fiir A€ 132, ®, a

b= (" “2)
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(6.4) deth dt(‘xl a) )
g = det = o ot-p(a) .
8 TN E %, 1% (4

Es gilt: Ae ?'32 ist genau dann invertierbar, wenn detA # O.
A invertierbar bedeute, es existiert ein Element Be& K[A] mit
AsB = E.

Es sei Ae% und detA#O.

Es folgt

-1t A -1 [%g =& -1
B = (detA) (“12 P B (deta) Ay ) T (deta) " (A(A)E-A).

Es sei A invertierbar. Da K[A] assoziativ ist, ist B eindeutig
bestimmt, B = 4”1,
Es gilt

deth.a™l « A’ also, da A‘= A(A)B-A # O, deth 4 O.

Wir berechnen det(wvE-A).

Es ergibt sich

Xy (¥) = EP-(stprei)T+(Xq&kp=l(a)) = E2-ACA)e+deth .

Das allgemeine Element X von ?,5 geniigt daher der Gleichung

(6.5) X°-A(X)X+detX.E = O .

Die Algebra 65 ist somit eine spurenvertrédgliche Algebra vom Grad
2 iiber K.

Aus (6.5) erhalten wir mit Is(fl,fa;x), Y-(‘h,'lte;y) durch Linea-
risieren sofort

(6.6)  2XeY-A(X)Y-A(Y)X+/{X,Y)E = O

mit M(X,Y) = (f 17+ f51,-230F))
also

(6.7) M(X,X) = 2detX, M(X,E) = M(E,X) = A(X)
Mist eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform.
Denn:

M ist trivialerweiseeine symmetrische Bilinearform.

M(X,Y) = O fiir alle Y€k ist gleichwertig mit

f102+f211 = 2Xx¥)  fir alle 4,7 €K, yeby.

Daher auch _f1+§2 = 2AxF), fl-f'.? = 2A(x¥), also fl-fe-o.

Da A als nichtausgeartete Linearform auf ':’8 vorausgesetzt ist,
folgt x=0, also X=(f;,foix)=0.
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Die Algebra az(ﬂg) ist daher eine der in [6] behandelten Jordan-
Algebren vom Typ [X;ﬁﬂe] mit nichtausgeartetem M.
Wir kdnnen die dort hergeleiteten Ergebnisse auf 95 anwenden.,

Wir interessieren uns fiir die Idempotente von 55(58)’ also fiir

& a
die Elemente = 1 _ .
BelEwy) ™ (i%pia)

” («Z+p(a)) («{«z)a % a
S W R (5ep(a))) =\ Fo, ) =4 -

Lemna 5.1 aus [6,VI] liefert:

mit

A # E ist genau dann Idempotent, wenn gilt A(A) = 1, deta
also'genau dann, wenn A von der Form

0,

ol a
(5 1-&) = («t,1-06;a) ist mit detd = O.

Zwel Idempotente A,B!Eﬁg sind genau dann orthogonal zueinander,
wenn gilt:

(«p+2(ab),(1-e) (1-B)+A(aB); 5(a+b)) = (0,0;0) ,

also a=-b und up-(l-o@(l—@)zﬁ(a), also
a=-b und X=1-§,

Wir haben:

Zwei Idempotente A,B E‘)E sind genau dann orthogonal zueinander,
wenn a=-b und «=1-p gilt.

Weiter gilt offenbar:

In &5 bilden genau die Idempotentensysteme der Form

(t,1-058), (1-%,a;-2) die vollsténdigen Orthogonalsysteme.

Da die Figenschaften (e) aus §5 Folgerungen des Jordan-Gesetzes

x“(xy) = 'x(x°y) sind, lasst sich %’ diesen Idempotentensystemen
nach zerlegen.

Wir fragen nach der Vertauschbarkeit von Elementen in 65(&8).
Zwel Elemente A,B heissen vertauschbar, wenn gilt

L(A)eL(B) = L(B)-L(A).

Das ist gleichwertig mit

Ae(BeX) = Bs(A*X) fiir alle xeﬁg .

Da A nichtausgeartet ist auf ﬁ;,liefert Lemma 5.6 aus [6,VI]:
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A,Bez@; sind genau dann vertauschbar, wenn'A,B.und E ?inear ?b-
héngig sind, wenn es also Elemente g,d,t gibt in K, nicht alle
=0, derart dass

0= 3B+O‘A+t‘E

gilt. ‘

;ir kénnen T=-1 annehmen, denn T=0 bedeutet, dass B K-Vlelfac?es
von A ist. Also sind A,B, BE#A genau dann vertauschbar, wenn gilt

(6.8) e'n(1+;>(51 =1, 6'«2+g(52 =1, Ga+gb =0

1. Wir betrachten den Fall g%O. N
Dann ist 6#0, also a=0 und uu1=aaé=1, daher o =0,=8 .

A = B, «eX, ist also mit jedem B=(Fl,p2;b) vertauschbar.

2. dir kdnnen also ¢,8#0 annehmen.

dir haben
(6.9)  6(ay-a) = -¢(P1-f), -0 = gb .
L “1=N2. Daher Fi=P2'

Also .
A=(et,x;a) ist mit B=(@1,p2;b) vertauschbar, wenn pl=92 und b=¢’a,
g’eK gilt. Das ist aber auch hinreichend, denn in diesem Fall

5 .
sind A,B und E offenbar linear abhéngig.
f. #ir konnen also Mlﬁaé annehmen.
Dann gilt 4

-1 ¥ .

o™l = (By=p) (o) Ty also b= (fy-fr)(xywp) Ta
Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, denn in diesem Fall
sind A,B und E linear abhdngig. Denn es ergibt sich wegen g#o

= 0 und dah
% Py N # 0 un é er 4
E = ea+gB mit 6 = (B (xy-%587) 7"

-1
g = (sy=a;) (ot fo=nyfy) 7" &

#ir fassen zusammen:

Satz 6.1: Zwei Elemente A und B aus ﬁ;(&a) sind genau dann ver-
tauschbar, wenn gilt

(1) A =«E und B = (#;,B,;b)

(ii) A = (“!ﬂ;a) und B = ((5,8; Q’&),’? €K ) o )-—l
(111) A = (),&;8) und B = ({53 ¢’a) mit ¢ =(p -p5) (=) -0,

9

also o Aot e
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Korollar 6.1: Zwei Idempotente A und B aus ﬁgﬁég) sind genau dann

vertauschbar, wenn gilt

(1) & = (¢,1-w5a) und B = (B,1-@; ¢'a) mit ¢"=(2p-1)(2x-1)"1,
falls otf%_,

(i1) & = (3;338) und B = (3,3; ¢'a) mit beliebigen ¢’ aus K.

Korollg; 6.5; Zwei orthogonale Idempotente A, B=E-A von 551581
sind stets vertauschbar.

Trivialerweise gilt: A ist mit A vertauschbar.
Trivialerweise gilt: Ist A mit B vertauschbar, so ist B mit A
vertauschbar.

Satz 6.2: A,B,C seien keine K-Vielfachen von E, A‘B‘C'E%EL§8)4
Gilt A,B vertauschbar, B,C vertauschbar, so auch A,C vertausch-

bar.,

Beweis:

A,B vertauschbar ist gleichwertig mit A,B,E linear abhangig.
B,C vertauschbar ist gleichwertig mit B,C,E linear abhidngig.
Dann sind aber auch B,C,E linear abhingig.

Wir definieren
'ﬂ'ﬁ = {B; B und A sind vertauschbar, A#xE, ®€K§ .

Die Menge IE hat die folgenden Eigenschaften:
1) Bj,Bk sind vertauschbar fiir BJ.,Bke'lﬁA.

2) Ae'ﬂ&.

3 3j,Bke'¥'(A, dann Bj'BkeﬂA'

4) Bj,BkemA, dann B,j*Bk' :cajeWA, ®eK,

Beweis: 1) und 2) sind trivial.
3) Wir kdnnen annehmen, dass Bj,kaiE, x2eK,
A,Bj vertauschbar gibt E,A,Bj linear abhingig,

also 0O = gj$j+ e:jA+ 'CJ.E mit gj,crjﬁo

A,Bk vertauschbar gibt E,A,Bk linear abhidngig,

also O = SkBk+’kA+QiE mit gk,fkﬁo

Daher:
2
gdngd'Bk-( oA+ 'EJE)- (L A+T E) = LA +( e'jckq-rkfrd)u A8

S o

Da aber %;(&8) spurenvertridglich vom Grad 2 ist, gilt nach (6.5)
A% = AfA)a-detA.E, also

gjng,dek = (a:_is'k./\.(A)+ asjt‘k+c'kt"_j)A+(t'j't'k—u"'js’k.detA)E.

Fiir B'°Hk = 0 ist nichts zu heweisen, wir konnen also Bj’Bk £0
annehmen und haben:

Bj°Hk’A und E sind linear abhiéngig, also sind Bj‘Bk und A ver-
tanschbar.

4) Bie(hex) = A-('BJ.-X}, By e(AeX) = Ae(R,eX) fiir alle Xefy .

FEs folgt
(HJ--*F‘;()‘(A‘X) = BJ.-(A-X)+B1{-(A-X) = A-(Bj-x)+A-(Bk-X)

n

A-((Bj+Ek)-X)
und

A+(B.eX) = B.e(AeX), daher

A-((xBa.)-X) = x(A-(Bj'-x}) = x(Bj-(A-X)) = (sz)o(A-X)

#4ir haben:

Satz 6.3 !ﬁ bildet eine Teilalgebra von %5£&8¢*

Es gilt weiter

Satz 6.4: W, bildet eine assoziative Teilalgebpra von ﬁ;g&sl:
Bewels: Bi’B"BkE'E’ dann

Bi'(Bj-Bk) = BiO(BkOBj) = Bk-(Biij) = (Bi-Bj)ka, da‘Bi und B
vertauschbar sind.

k

Es gilt: ‘lﬂAn'ﬂB = xB, xe€K oder WM, =‘ﬂB .

Denn:

Bs sei De‘ﬂn“ﬂB. D#¥E. Also sind A,D vertauschbar, D,B vertausch-
bar, daher nach Satz 6.2 A,B vertauschbar, also AEWﬁB, BeWl, .

Es sei Xe?ﬂA, X#%E, somit X,A vertauschbar, &,B vertauschbar, also

X,B vertauschbar, daher mACWB. Ebenso WilzcW, .
Im allgemeinen gilt aber nicht:

XeW, , YeWy folgt X+YeW, ., XeYeEW, o .
Insgesamt haben wir:

holg) = AZ;_‘,-;"B ’

A+xE
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£7 Der Fall n=3

1. Es seien A Be‘-’ga(ba), also wegen (5.26)

A = (“11N2'“5v312a5131323) y B = (ﬂlapzopaibleiblavbea) .

Es gilt A«B = D = (61.62,63;d12,d13,d23) mit

(7.1) 6y = yfyeh(ayy, By 7+ Meyy, Bi0) o
i=1,2,3 zyklisch, A die Linearform auf ‘&8'

(7.2) a; 2((!si+(5'])aid+(o( +0f )biJ+(ElkE;c+b1k Jk))

i,j.k=1,2,3; a i;j"a,ji’ k sel stets der im Paar
(i,3) fehlende Index von 1,2,3.

Es gilt der folgende

Satz 7.1: Die Algebra &;Qpa) ist eine exceptionelle, zentral-
einfache Jordan-Algebra.

Wir haben gesehen, dass % eine Jordan-Algebra ist und bewiesen,
dass 6 zenbral-einfach ist. Wir geben ein Beweisschema:

Um zu zeigen, dass 6 nicht isomorph zu einer Teilalgebra von £*
ist, f eine assoziative Algebra, nimmt man an, 4% sei speziell
und ¢ ein Ilomorphismua von ﬁ; in £*. Man nimmt an, ?’5 E, mit
assoziativem + ¥ besitzt eine Involution und das Bild a(#J ) ist
die Menge der selbatadju.ngierten Elemente bezugln.ch der kanoni-
schen Involution in %,. Dann zeigt man, dass 5" ein Isomorphis-
mus wvon 0'({, ) auf "5 ist, der sich fortsetzen lédsst zu einem Ho-
momorphismus von ‘}' auf fg ,3° Daher ist Ly das hammorphe Bild
einer assoziativen Algebra. Widerspruch. ( vgl. [127)

2. Wir haben in §5 bewiesen, dass /LA—-vE(SpurA+SpurI) auf {: (.ﬂs)
eine symmetrische, assoziative und nichtausgeartete Linearform
ist. Wir betrachten die zur Linearform /\ gehérende quadratische
Form M, gegeben durch A(X*Y) = M(X+Y)-M(X)-MY), also

(7.3)  M(X) = 2A(x?)

Mit (7.1) und (7.2) erhalten wir
(7.8) MO = 3262 Wxyy,0)

Satz 7.2: Die Form M: ﬁ;(._f.s)-*'K besitzt die Eigenschaft (4,3) aus
§4, also
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(7.5 M(XP) = p2(X) fiir alle X e hibg) mit ACX) =0 .
Beweis: A(X) = 0 ist gleichwertig mit zfi-o Daher gilt

S o (-;Z.;zfé - %.'fi +2Z‘fi§1+l' dagere L e ame el
5(Z§0)° = E(Zfifnl) = AL fivefifia=f TR LS
Weiter gilt
0= (Zf"

= (Z'fi +2Zfi§i+1)2
- Zfhesfy 2 2 g FTF fro 4 (ZEf 0%

mit dem obigen Ergebnis folgt daraus

7" - 22f,%7, und daher
RN W I
(7.6)  HE[DZ = Zp iz Zf = 0.
22
Es gilt nach Definition /‘1(}{2) = M(X) &= AL(XD)®)

Wir berechnen zundchst EA' (X ).
Mit (7.1) und (7.2) gilt

= %f(xe) .

2 _
RG3) - dEag ﬂ-t(xmmz 3 )
. 1(71 2L 1 F wxg)e2 L (lxg )*Eic‘(xw)ﬁ(xwﬂ*
+22lp(xuﬂ)@(xuq)
Andererseits

ACG®?) = E (Bl )+ ACE g e ACC D %, s o) RO T s )+
P A o) g %) ((f i Ko T ))

= Z (5 b+ aCxg) +p(%)) +2Mf+§,px..+w...u)<(ﬁ+f.)xwx...:f;>> =

. t(f’+2fz((t(xm)+(n.(xu))+(r|.(xw)+(u(xﬁ))2+2(f ) 2 x) +
+4( fitfad AC X005 uz)+2p(x..;)p(x.m)> -

= 2 (g2 fafat (o) ) )+ (ACs) +((a0)) 2r2( X)W Xuia) ) =

. z‘:f+2i§"22p(xm)+i((p(x,\)+(t(!q.z))2+2ﬁ(x.9rt(xmz)) -
= f'_g+2.f'_fz(l(x_)+22‘.‘x‘(xnp+2i{'¢(xu)(-((xu)+22'_fq(xu)rt(xmﬂ)
und wegen (7.6) folgt die Behauptung.

5 Mit Hilfe der auf .6 fiir gewisse Elemente erklérten Form det
definiere~ wir auf ﬂJa(.{’.B) eine Determinante durch Entwickeln nach

der k-ten Zeile oder Spalte:

3
(7.7) etk = det(fy,faif3i%100%150%08) = 33 (e Ky ey Xier)




-44—

fir alle Xeljg(ﬂs), worin die X,, die algebraischen Komplemente
von'x;,. an der Stelle (i,k) sind, also die mit einem Vorzeichen
versehenen Determinanten derjenigen Untermatrizen von X, die durch
Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte aus X hervorgehen. Sie
sind alle von der speziellen Form, fiir die durch (6.2) eine Deter-
minante erkldrt ist.

Hir zeigen: Die Form det ist eindeutig bestimmt.

= s . 1
Wir berechnen detX fiir k=1: detX = Eé(xilxil*'xlixli) .
Es gilt
fo xo3 f1 "15)
X.,=det = ( -(x52)), X,, =de = ( -A(x,3))
1 (72_3 s §afzlxas 22 ; f3 §1§34(xy5

f %12
x”-:dts:t:(fl.E fa) = (f1f %100,

3 12
Xla-(-l) det x13 f;

-

§3 %13 —
=—det(x —2 ] = -f3x12+x23'i1_5

X
. 1 s
Xy =(-1) 3det (__ “f3x12+"13x23 ¥

4 %12 §2 fa T12 —
xli"("l) det T x__> =—det e r) = —523:_]_—31-22_31:12

A8 = 305, Gfim (R Gy ) R i KT + - T %
R i + XepXga) +( bRt LX) X,) =
" BB ) 2 g) 42N Tk T) -2+ 2 Ty s also

(7:8)  aetX = (f1fof3-f1(xp5) = folxy5)- fpxy ) +2X(X 5%, 5%53)),
denn 22(2‘1‘2113%)-22(1:23!1—3112)-22(21'31:12123) .

Wir berechnen detX fiir k=2:
detX = %(:quiEXiQ"'inin) -
= 30, (=57 45X + (it % T ) Bt S f= X )+ (£~ (%) D
(=t T x )+ ([ KX ) K,y) =
= BGh- ) ~fa(xg) ~fpn(x) + AR XX+ Mo X,,) =
= f1fof5- fu(xoz) = fopxy3) - f5(%) ) +2M X% 5%53)
Wir ‘berechnen detX fiir k=3:
detX = %(éxﬂxifxaix}i) =
- %( xa( - [y +X5%,) +( -_g_x«+xnx“)'i't;+xn( T x )+ (<X X)) Tt
+ {65 xa) )+ (=) ) =
- ) e R AT AT =
= f1f2f3-fa(xaz) - fo(dxy3) = fae(x P 2A(T X, 3%53) -
Ebenso ergibt sich bei Entwicklung nach der i-ten Zeile
detX = %(éxikxik”xkixki) 5
= fafof3~fa(xoz) - folx13) - (300 xp3) +2MT 5%, 5%53) -
Daher erhalten wir )
det(vE-X) = ((v=£)(z-f)(x-f) =(e = (o) (¢ -f,_)r( x,)-(t -f,)(t( Xg)
=2NT X, %) =
= Do )T G bt -0 2g) () ~pa(x) o
~Chfif = fap () - ) ~fy X) +2 M= 22))
also
X LX) = det(sE-X) = C-AX)c+6,(X)e-detX .
as +
Es gilt, wie man sofort bestdtigt: Xy(X) = O fiir alle xel,3(.t’.8) .
Das allgemeine Element von q;c&a) geniigt daher einer Gleichung
dritten Grades
X3-6{X)X2+G (X)X (X)E = 0 ,
worin Gi(x) eine Form i-ten Grades auf'ﬁECSB) mit Werten in K ibt:
G, (X) = AX)
1
Go(X) = (fqfo*Faf 3+ fof 5 Ux2) 14Xy ) 14xp3))
63(]{) = detX ,
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(a) detE = 1
also (b) detxX = x3detx fiir wekK
(e) wWir zerlegen das allgemeine Element X = (fl,fe,f51x12,xl3,x23)
in X = EZX mit
Da die Idempotente Ell’E 2,E53 aus dem System der 9 Matrixeinhei- xl - (fl,o 0;0,0 xEB) . )(2 - (o,fg‘o;o,xla,o)
ten Ei y 1,3=1,2,3 von;g ein vollstandiges Orthogonalsystem der X, = (0,0,f i%X,5,0,0) , xu - (fl’EE’f ;0,0,0) ,
Léange 3 bilden, muss der Grad von 493 grosser oder gleich drei 3 312 3

(7.8) x5—/;(x)x2+62(x)x-detx.m = 0 fir alle Xe §3(8g)

sein (vergleiche [&NA), das allgemeine Element von &5 kann also X5 = (O’O’O‘Xla’xlE'xé‘B)'
keiner Gleichung niedrigeren Grades geniigen. Dann gilt
£
Es sei Kelg"'(.f,a) mit A(X) = 0, also Zfi-O (7.11) detX = éGEtxi @
W¥ir haben gesehen, dass dann
13 ) (a) ff 00 fo %o
fi = _iflf:iﬁl gilt, daher det! O f2 Xo3 | = dei:(fl).deté-t-é-3 §5
Go(X) = =(5(f,% 7 +f3 DXy )+ %y )+l 305) ) = 0 %3 {3
- ~GEf ALy o also fy x12 0 1 Xyo
det \X7 5 o} = det det(f)
(7.9)  G(X) = -A(X) rfiir alle Xelpg) mit AX) = 0, xcl)a g2§ X12f2 f3
also 2 i
(7.10) x3 M(X)L-detX.E 0 fi lle Xe Lo it X 0 ) fl S " fj xl; x25 f2 x23 =
= ETh = ur-alle 433( g) mit A(X) = 0 . det(X; fp Xp3 | = det x15 f1 X0 | = det| %3 %33 §5 X3
Wir haben somit den in §4 angekiindigten %13 %3 f3 X2z X5 o *12 B33 f3
Satz 7.3: 6}(&8) ist eine spurenvertrégliche Algebra vom Grad 3, ()
besitzt von Null verschiedene Idempotente und geniigt der Bedin- e(f;"'"h) XptTn Xpt
gung (4) ( aus §4 ). Die Linearform A ist nichtausgeartet. (7.12)  det| %1V, b x'-'-'s =
T Xus
4. Wir leiten schliesslich ein paar einfache Eigenschaften der Xpg Xl ‘,Fi-y"' A T T
Form det: §3(6g)—K her. =det ( fx;,x”) +dev(§:,é5 +det, wb % +det gn fo h
Zunichst bemerken wir, dass die Form det nicht nur fiir die Ele- ¥ § B ¥ fs 2%
mente von ‘J;(LS) erkldrt ist, sondern, da wir die Form det iiber Dazu: Die Matrizen
Elemente aus f definiert haben, lidsst sich detX berechnen fiir fr Yo
8,2 X, x,
alle X aus b 30 deren 2x2-Matrizen mindestens ein Element aus £‘; fJ X, %‘5 f‘
% snibalies, unter Aaferan BiSE TN A8 X 1A Homn sind keine Elemente von fg;({.a) «» Nach der obigen Bemerkung kénnen
f 1 *12 13 wir dennoch die Determinante dieser Matrizen berechnen.
X x
21 f2 23 Es gilt aber
*31 *¥32 {3 L Ja W
Fir solche X, die nicht aus "g; 8ind, ist die Form det jedoch det ;"— Yo z}det( é_‘ x:) =
nicht eindeutig bestimmt, sie ist nicht unabhéngig davon, nach fs v b
welcher Zeile oder Spalte entwickelt wird. = f.f:fr*‘!.'f:ﬁ'(fq*"b)fl(xn)‘afa?‘(x.;gy;)"257‘("4:&)*21(*&%’9*'23(%x-nxls) )

Es gilt fiir alle Xe#}(hg):
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unabhéngig davon, nach welcher wseile oder wpalte entwickelt wird,

falls nur beide Determinanten nach derselben Zeile oder Spalte
entwickelt werden. Wegen

% Yu T
det(;__? ;;_ x:) =Tfefr= W X2) = p(Tnn) ~he(T) + 20T 7, %)
a *a f

i

ergibt sich fir die rechte Seite von (7.12)

ffufi (%) = fp(x) = fip(x, ) + 20 T, 5 ) +
+f1flf,+14f,f,-(f+q‘)rt(x”)-25}(:;,,?‘, =2{ M x, ¥ ) +2A( Ty, x X ) +2A(F, X, %) +
b W Xn) - M Tn) - f(TR) + 2T, 7, %5) =

= 20§+ -2(frn ) pe(xz) - fip(x, +n) = il Xt 7 )+ A F 2 T ) (%,47,) 55 »

das aber ist die linke Seite von (7.12).

Entsprechend erhilt man Additionstheoreme fiir die ibrigen Zeilen
beziehungsweise Spalten.

(g Fir alle A,Be€K[X], Xelb3(hg) gilt
(7.13) det(A*B) = detA.detB
Speziell gilt daher

(7.14)  detx® = det¥x .

Dazu: Da 6; eine Jordan-Algebra ist, ist K[]f] eine assoziative
Teilalgebra wvon g - Die Gleichung X(X) = « 3_A(X)c2rG o(X)r-detX
ist das Minimalpolynom des allgemeinen Elementes X von &J3, daher
ist detX multiplikativ (vergleiche [6]).
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58 Der Fall n=4

1. In §5 haben wir gezeigt, dass L;X— (SpurX+SpurX) auf I’B 4
eine assoziative Linearform ist, dass a.uf ‘Ju(-f’a) daher
/Lx—-z-(SpurX-rSpurx) SpurX eine symmetrische und assoziative
Linearform ist und dass A nichtausgeartet ist auf &z(ﬂa) S

Es gilt

Satz 8.,1: ‘%—“’8) ist eine zentral-einfache, schwach-assoziative
und kommutative Algebra der Dimension

(8.1)  aimk}(fg) = 4+3.4.3.dimbg = 52

iiber dem kommutativen Kdrper K mit CharK £ 2,3.

94@8) besitzt die schwach-kommutative-assoziative Jordan-Teil-

algebra #,"(fr3) der Dimension
(8.2) dimk,*(Bg) = 4+—5_—.di__m_38 = 20

iiber dem kommutativen Kbrper K mit CharK £ 2,3,

Es seien A.Beg;. Nach (5.8) kénnen wir diese Elemente charakte-
risieren durch

A= (x 99z 40ly 3 28238, 985248 ,aq)
B« (Fr ot Puia 1 Ple b S o) | 4B s oy iy e
Es gilt AeB = D = (8,8,,85:8,3d15,8)3:81,,d05:05,1d3,) it
(8.3) 4 = “191""(“13"_13)*9‘(&11: 1)+ M ey B
1,3,k,me{1,2,3,4}, 1,3,k,mf, x g=F__.
(8.4) a4 2((Pi+pj)aid+(oci+a<d)bi;j+(alk%+bik Jk)+(aimb_;};+bima—,j-;))
i,3,k.me §1,2,3,4}, i,J,k,mf, x  =F__.

Es seien A,B eﬁ"'. Nach (5.30) konnen wir diese Elemente charak-
terisieren durch

A = (Xq400,300]y K 5i8759874)

Bom Epi'::#‘i' ﬁg‘bi;bﬂ) 3oty aet]s By o€ Ky 8y 40Dy & foge
Es gilt A*B = D = (8;,8,;8],85id;5,dy,) mit

(8.5) &; = o p+aipi+A(a; b 5)+A(ay,Byy) » 1=1,2

(8.6) §] = x;Bi+pi+May )+ (ay,575) »  1=1,2




(8.7) dp, = %((°‘1+°‘2)b11+(Pl*Fa)an*(“'1*“é)b11+a*(Pi*Fé)“11+2>
i=2,4 (mod4)

2. Im Folgenden werden wir uns mit Idempotenten beschdftigen. All-

gemein werden sich kaum alle Idempotente von ‘%(‘58) in geschlosse-

ner Form angeben lassen. 45 ldsst aich jedeeh die rrege nach den

Idempotenten von @4 (&8) heantworten.

Jedes Element Xefgq_ ldsst sich, wie wir in §5 gesehen haben, in

eindeutiger Weise zerlegen in die unter dem involutoriechen Auto-

morphismus ¢1:X-(xi‘j)——v(xi+2 j+2) invarianten Elemente und dieje-
L]
nigen, die auf ihr Negatives abgebildet werden:

X = z(x+¢1(x))+-2(x-¢l(x)) = X +X, mit X, € biY, X e
Mit X = (fl'f2'fa'§4’"12”‘13"‘14"‘25"‘24"‘34) erhalten wir
1
§(§4+f5’fz+f\“§s+f4' b i Xt B bt B i T K o) =
= (oty 45901 satniByp9] 987, 877 1x5,815) » charakterisiert durch
(8.8) Xl = (Nl,ﬂaio{i:ﬂéialaaalq,)
und
1
Xy = 5 ~fosf ool ~faofe ~frs b Nowhn Tt T T By k) =
= (profos=P1o=PoiP129P] P14 -B1y 005

b€ E* mit .pr-KoK"'. Wir kdnnen daher x2 und somit die Elemente wvon
by~ (&g) charakterisieren durch

(8:9) Xy = (f1sf3P]1s023D15101,) ¢
Sie sind von der Form

bla) mit -'tTi=-b;_. also

By Dyp D] by, L
Piz ife By ba Piofa & Es by X
=by =byy 'f-”l =b15 b151P14€ Dg=KBK™.

P14 “b3 “Byp -f
Fir A,Bef),” gilt stets A-Bef);*, denn @, (A°B) = ¢1(A)-¢1(B) -
= (-A)s(-B) = A<B.

(8.10) X, =

Fir Aef,” ,Beh,” gilt stets AsBch,™ , denn
$,(AeB) = By(a)2$,(B) = Ae(-B) = -AsB .
Fiir ein Idempotent x-xl+x2 von EJI muss also gelten:
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2 -
(}(1+x2)‘2 = 2+2xlox2+x2 = X,+X,, also, da §; = §7*+h" eine di-
rekte Zerlegung ist:
2,4 2
X)%4X" = X und 2X,0 X, = X5,
Wir schrénken die Aufgabe, diese Elemente zu bestimmen,ein und su-
chen zundchst die Elemente X=X,+X, aus %; auf, die die Eigenschaft

() %2 = (1-0X, nit rationalem x
besitzen, fiir die a}Lso gilt:
2 2
Xl = (l-x)Xl, X2 = xi{l., 2X1'X2 = X2.
Das ist eine echte Einschridnkung, denn:
In §6 haben wir die Idempotente von {;5(:&8) bestimmt. Das waren ge-
nau die Elemente der Form X = (f,1-f;x) mit detX = 0. Daher ist

X =(1,0,0,1; 7%X15,0,0,0,0 x34) mit /K(xle) {'(xBu)-O Idempotent von
ig.Esgiltx-x+x mit

4 2

X, = 2(1,1;0,0;x12+x34.0) y Xy = -%(1,-1;0,0;1:12-::34,0).
Es folgt sofort

122 = (ey05090350,0) A txl L2 (-’-'i-a';%ﬂxlg‘*xy_l_)!-) °

Behalten wir die Bezeichnungen von (8.8) bei, so ergeben sich aus
der Eigenschaft (f) die folgenden Bedingungen

(1) P Zepmlay ) +lay,) = (100

(@) PP mla ) eplag,) = (1=,

(3)  2wxj+2Xa 87.) (1-9)x]

(#)  2o,u5+2Naq 5877) = (1-29)

(5)  (xy+etp)agr(xiraslay, = (l—x)a

(6) (u1+o<2)a.14+(ml+o(2)3.12 = (1-::)&14
Aus (1) und (2) folgt « (1—x—e(1) o( = n(e(l—x-otz)-a( .
Aus (3) und (4) folgt (20(1—1+R)a<1 = (2o —1+x)u<2

Es sei zundchst “1 1 x‘

Es folgt 0(2 1235— oder m2-0.
a) oy= u2-—25 Aus der aus (1) und (2) gewonnenen Bedingung ergibt

sich otl-*nla.
1) ty=ap=gE, ujeuzfo.
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Aus (1) folgt rc(ala)+(l(alq)'(']"-?"c)2-di2 « hus (3) folgt 24(a,,87;)=0.
Aus (g) folgt 2x{a,,=0, daher 2,4=0, daher aus (6) 2,,=0, also
(%!') -uia, also ui-qé-tl'a'l‘ .

Damit haben wir

tx Xy = ('1'5‘!’¥5ﬂ5)‘c'*%"‘i0v0)

. 2
2) oy=xy=iz¥, of =l déher aus (1) (Cay)eCay ) =25 12 ung
aus (3) 2Xa,,87;)=0.

1 1o, . . —
II. X = (=5, =« i815,87,) mit 21(&12514).‘.‘(312)5(4(314)_

-3 420 .
o :
b) o =5, wokuy, %3%0. Aus (4) folgt 23(a, ;)=0, aus (5)
1= P 1=y Pl
(T“"e)alz'“lalzlp aus (6) (S -ay)ay,=4ia,, .
= " —_—
Daraus folgt (—2--«2){1.(&12)-“13.14&12

1-a —
(FF-p)lay,) =oday 57,

1=
Somit (T&-qé‘)(r(ali’)v‘(al‘i-))-o’ daher /l((ala)+r«-(al4)-0s
also folgt aus (1) .xi-*%—! und aus (2) «2(1-x-a2)-o, daher %,=0
oder uesl-x

1 1-
1) o<2=0. Es folgt aus (5) Tala'tﬁ'!alll-‘ also im Falle x£1,
3‘12==314' Ist ®=1, so ist aber ®; =0, daher %;=%, entgegen Voraus-
setzung. Wir haben:

III. x, = (—1-}‘,0; L% 0;a,%a) mit ((a)=0.

L= =
2) «2-1-& Daher —2-‘-‘-312-¥£2-‘-‘-a14. also im Falle x£1: 8, ,=¥a
Ist %=1, so folgt o) =&, entgegen Voraussetzung. Wir haben:

Iv. X, = (lg—*,l-x;t%'!,o;a,ra) mit (w.(a)-o .

14°

Wir kénnen daher annehmen, dass ulﬂ%l‘ ist. Daher erhalten wir aus
der oben aus (3) und (4) abgeleiteten Gleichung:

’ -lﬂ L
“1'55?217#2
Aus (5) erhalten wir (1"1'“‘1‘“2)312=(0<i+dé)a14

Aus (6) erhalten wir (l—z-ul-ua)alq_.(qi.mé)ala

daher ( l-x-ucl-uz) ("!-(alz) +(ay,)) -2(0('1+or'2)ﬂ( a;,87,)
und 2( 1‘*‘“1‘“2) “( 8‘125-]..7&) ’(“i“'“é) ((“-( &12)-1-(!.( alq_) )

Angenommen es gilt (ui+ué)(rm(a12)+(q(a14) A0, also
2(1-!—0(1-«2)9\(a123_14)ﬁ0. Es ergibt sich

(@ x5 (1=t ) Thm( Loty o) (s 4c5) ™Y, @80 Loitooty —otymt(ec )
a) ui%ﬁ%«i und o] +ocy=1=X=cty ~aty «

Es folgt (2«2-1+x)ué+¢xé(2ul—l+x)-( 1-x—«1-q2)(2u1—1+x), oder
2(&140(2—1+x)ué-( 1-x-u.1-o(2) ( 2% -1+%), daher

dé-k%%'—‘l— und somit «‘1-1;"52—“2- 8

Aus (5) erhalten wir nun (o<1+u2)3.12+(l-a(-o¢1- 2)a:m_=(l---‘oC)a]_E, daher
8,578, .Danit folgt aus (1) (1'1- 2—)2+¢12+2F(a12)-(l-x)ocl, also

8{1.( 312) =4( l-x)ul-q-ocla—( 1-&-2&2) 2-4( l-x—ocl)oel-( 1-x-2o<2) 2 . Aus (3):
2, (255250 )12 8 ) =( 100 (2%52%0-) | also

B(ﬂ( a,5) =2(1-%)( 1-x.-2o<2) -iml( 1-&-2«2) =2( 1-x—2q1) ( 1-%-2«,) . Daraus
ergibt sich durch elementare Rechnung
122—22_“2— oder “1 -2@2—

ich demit im ersten Fall: M(a,,)=
Schliesslich ergibt = (tayo 1% ctlf2
im zweiten Fall: (u(ala)-o(lu(e-

o

Wir haben:

-3 —a— 1=3-
Ve Xy = (A5Ro o 1KMo o oja,8) mit a)=iTX520 o

—Zer _1)2
VI. X, = (2= 3(.-20'.2_‘0(2;1-_)(5_252_’0‘2_11_*;&’&) mit (‘A(a)-Lgé—ajﬁ—dz-(%l

P =1+
b) “l'ﬁiéi{-ﬂ-
Analog zu der obigen Rechnung erhalten wir

und ui+ué=;( l=yt= 0(1-0(2) .

o 2% =1+ o 26 =14t
0(2--—-12——-» und dl 2: .
Aus (5) erhalten wir («1-+o:2)ala+(etl+e(2—l+z)1;(1-;0&12, also a),=-ay,.

Aus (1) erhalten wir 5
B8 ) ==(20p=1430) -ty 2 1) ty = 1= 26re )ot =( 205 =1+39)

Aus (3) erhalten wir
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8p( ay,) =f4—v~:1( 2«2—1+ ) =-2(1-%)( 2et5=1+3€) =2( 2ot5=1+2) ( 2« 11420

Daraus ergibt sich nach zu oben analoger Rechnung

0(1 -_—_1_2_2_.'“2_ oder ql aL%—i“a— .

Schliesslich ergibt sich damit im ersten Fall: ‘«(a )= =0ty 2
im zweiten Fall: fq(ale)nofln{a =L
Wir haben:

VII. ¥, = (ﬂg—eﬁe ) ols y 28 5—13’— -%5ja,-a) mit ft(a)i-—":%@—ﬂ(g_

VIII. X; = (2= Xo2eo, Na;g'(;Eé—l, 1-%-%,;8,-8) mit {‘((a)i%—- "'2"‘2—?_

Es sei jetzt also die Annahme (v’ +qé)((o1(a12)+(«k(alu) J£O verletzt,
etwa durch ocl-—hta.

Also haben wir ucl;l—z—'f und ui--&é.
Aus (5) erhalten wir («1+«2-1+x)a12-0-
Aus (6) erhalten wir (u1+u(2-1+x)a14-0.
a) 215=0. Aus (3) folgt dann (2«1-1+~¢)m1-0.
) “i'o’ daher e(éaO.
i) ‘87,4=0. Daher xles(l-x)ocl, °k22=(1-v.)e<2.

Aus o(l(of =1l+%)=0 folgt ;=0 oder o =1 lt.
Aus o<2(o42-1+v.) =0 folgt 5(2-:0 oder xzul—x.
Also:

IX. Xl = (ul.xe;o,o;o,o) mit %) und &, gleich O.oder 1-w.
ii) 314/0 daher «e-l-x-—xl, also ("(8‘14)'(1'*'“1)“1'“1“2‘
Wir haben
X. Xy = («%,1-%-%,;0,0;0,a) mit pt(a)-(l-x-ocl)ul.
(3) uiﬁo. Aus (3) folgt «1-555 im Widerspruch zur Voraussetzung.
b) a 2#0. Aus (5) folgt «,=l-x-«, und aus (D
' a )+2 a )-%l—x)« oty P! Lt g et 2
((ayp)+play, 1% ) =) S

Aus (3) folgt ( L1-x~2et; Jou] =2A( a1587,) -(,(2_,‘1),(1 . Wir
haben:
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XI. X, = (“1'1"‘““15“:'“'5312’5‘1&&) mit
.2 . ,
l"(alz)"'f*(alu):(1"‘)“1'“12'“ . Eﬁ(alem)z(l-x)u —2a<lo< "

Es bleibt die Mdglichkeit o(l+u2ﬁ0 daher (u.(a 2)+(u(a14)-0 Also
N al ((ayp)==play,) .

Aus (1) folgt oc'l2+1>c1 =( 1-%)xy, daher e{igsoel( 1-x-o(;) .

Aus (2) folgt cc +m2 =(1 x)o-ze, daher n( ece(l-x-ote)

Aus (5) und (6) gewinnen wir

(% vep)pla) o)+ (%] +x5)ay, @n=(1-x0m(a, )

(xl+o<2)(n.( a14) + (ot 5.*“'2)&12'3_11’( l-x)(n(alq_)

2(d1+°(é)9\(312'a_11) =0, )
daher aus (3) und (4) (2dl—l+x)oti=0, also o<1=0, und c(i =(l-—x)o<1.
L4 , l_
(2«2-1+x)¢<2=0, also o(2=0 oder «2*% .
Wegen u.i+m'2,£0 kann der Fall ogéso nicht eintreten. Es bleibt:
1=
%;=0 oder «;=1-%, o('=0 y Ap="5— .

P 1=
a) %;=0. Aus (2) folgt D(. 2—(T) =0, also uesf—sé— .
Aus (5) folgt Ta]_2+q2al4=(l—t)a 1o daher 314=t9‘12 oder
#=1. Fir x=1 folgt dE-O Widerspruch.

Aus (6) folgt 11'5«114+uéa12-(1—x)51u.
#ir haben:

XII. X, = (o,lii,o,t%;a,ta) mit w(a)=0 .

’ 1-x
b) u1=l-x, ﬂl==0, M2=T. -
Aus (5) folgt g(l—x)a12+a(éal4=( 1-:()&12, also wegen (2) o(2=1'-—2— :
- . 1- . . Pi . 1
lEl(a12=-q:gea]_,_L=-‘F—2-!a:]_4, daher a1,=Fa,, oder x=1., Fir x=1 fo gt
mé:O. Widerspruch. Daher
XIII. X, = (l—x‘.T 0 *_T a,fa) mit (u(a)no 8

¥ir konnen diese 13 Typen zusammenfassen zu 5 verbleibenden Typen,

wir haben:




Satz 8.2: Die Elemente X15L§++(£B), die die Bedingung (f) erfiil=-
len,sind von einem der folgenden fiinf Typen:

(L) X, = (1-2,1-%;0,0;0,0)

(11) X, = (%(14),%(1-1:)-%(1_*) £1(1-4);0,0)
(iii) Xl = (u,z(l-Eu—aQ *«,-2(1-2¢-u) a,ta) mit r(a)-§«(1 -20¢{=1)
(iv) X, = («,2(3 Fu-2x) ; E(o(+3¢-1) , tz(l—x-2x) a,ta) mit
m(a) =§«( 3-3u-2x) —Qgi‘)-a
(wv) Xy = (ot l=weja’” = ja15,8,,)  mit p(a12)+p(a14)=o(l-><-oc)—n<€

Eﬁ(aleiia)-(l-x-2a0x'.

Fir »=0 wird (f) zu X12 = Xl, und wir haben

Satz 8.%: Die Idempotente von g;*gga) sind genau die Elemente vom
I¥yp

" (33%3050,0
= (Ngg(l-eﬂ‘),*'“ *?( 1-2«);a,%a) mit f&(a)-?(l—Eoc)u
= («,g( 3-20) ; #(x-1) *—5( 1-2x);a,%a) mit rq(a).?(( 5_2.,0_2
= (1= =038, 5,8,,) mit (e )+mlay, ) =l 1-a) =o' 2,
22(&125E;)=(1-2a)u'.
Fir #=1 wird (f) zu K12 = 0, und wir haben
Satz 8.4: Die Flemente von éﬁ:&&a). deren Quadrate verschwinden,
sind genau die Elemente vom Typ
N = (N,-d;d',-u';ale,alu) mit ﬂ(a12)+ﬁ(a14)+u2+a(
2%(&12532)+2dm’-0 %

2.,

3. Es seli x=0. Wir interessieren uns fiir vollstédndige Orthogonal-
systeme Idempotenter. #ir fragen daher nach Bedingungen dafiir,
dass zweil Idempotente von @;+ orthogonal zueinander sind.

Wann sind zwei Idempotente vom Typ I1 zueinander orthogonal?

1 1.1
E, = (E,E;z.%;o,o) und E; = E-E; bilden ein vollstiéndiges Ortho-
gonalsystem der Liénge 2.

Wann sind zwel Idempotente vom Typ I2 zue inander orthogonal?
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¥ir wdhlen ein festes Vorzeichen fiir ein Idempotent E1 vom Typ 12.
Ein TIdempotent vom Typ I2 nit dem entgegengesetzten Vorzeichen ist
dazu orthogonal. Zwei Idempotente vom Typ 12 mit gleichem Vorzei-
chen sind genau dann orthogonal zueinander, wenn gilt:
By =(a, 3 2oty 2(3-00) 12, 22) Ey=(§ .%—f;*f.*(%—f);x,ix) )

2o<f+2:\(a52) =0
El-E2=O & -2( a+x) =O

2(§-x)(§—f)+2i(a§)=0
also a=-x und faé—x.
Somit existieren zu jedem Idempotent El vom Typ I2’

E1=(M.%~N;i&,i(%—d);a,ia), die orthogonalen Idempotente
Eaz(%‘“ﬂ*;*(%‘“) 11“5 -a,¥a) und E3=(E1%‘f;$fo¥(%-f) PR, FH) .
Die Idempotente E2 und E3 sind aus demselben Grunde orthogonal zu-
einander wie E. und E,.
1 2
dann sind zweil Idempotente Vom Typ 13 zueinander orthogonal?
W#ir wdhlen zundchst zwei solche Idempotente mit gleichem Vorzei-
chen. Diese sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt:
B =(%,3-o £(x=1) , 5(3-);8,%8) , By=(f ,3-f3£(f-1) ,£(3-f)x,%x)
df+(f—l)(u-l)+2ﬁ(a2)-0
E1°E2=06=b x+a=0
u(f-l)+@£-l)f+21(aﬁ)-0

also a=-x. Aus der Randbedingung ergibt sich:
2ﬁ(a)=2¢§—u-f+l=2df—ﬂ—f. Das ist ein Widerspruch. Zwei solche
Idempotente vom Typ I3 konnen somit nicht orthogonal zueinander
sein.

Wir wdhlen jetzt zwei Idempotente vom Typ I3 mit entgegengesetz-
tem Vorzeichen. Zwei solche Idempotente sind genau dann orthogo-
nal zueinander, wenn gilt:

B, =(x, g-x,d 1,§—u a,a), Ej=(f g—f -(f 1)‘-(§-f) Xy =%)
2uf-2(x=1) (§=1)=0
1 5270 =  2(3-00(3-§)-2(3-00(3-f)=0

also einerseits x+f=1, andererseits «+f-2. Widerspruch.
Zwel Idempotente vom Typ I5 kotnnen also nicht orthogonal zueinan-
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der sein.

W#ann sind zwei Idempotente vom Typ I4 zueinander orthogonal?

Zwei Idempotente vom Typ I4 sind genau dann orthogonal zueinan-
der, wenn gilt:

El‘“(“‘il_“;u’ y=u ;a12’314) 3 E2=(§- 11'fi f' ’-f';xla'xlll-)

2uf+2u] +20(a) 5 X75) 42N 8, 17 ) =0

8yp+%) =0
314+x1uf°
El'E2=O€=? Euf +2u f+2Q(3122E1)+2a(al4fzg)=0

2(1-x)( 1-§)+2a +22( a)5%75)+22(ay, %7, ) =0
k.-E(l—q)f'—e(l-f)«'+2ﬁ(algxih)+20(al4fzé)=0
Es folgt also 810 X1y B1y==%), und l-a=f, & ==f".

Die Idempotente E1=(u,l-u;u:-a';a12,a14) und Eja(l-otyo;-a ,”;

vom Typ I4 sind also orthogonal zueinander.

Wann ist ein Idempotent vom Typ I1 orthogonal zu einem Idempotent
vom Typ 12?

Wir wdhlen zunichst solche mit gleichem Vorzeichen:
1 1
El’(%rzi%!*'z;0|o} 3 E2=(ﬂ,%—ﬂ;tﬂ,t(%-ﬂ);S.,*-a)
o =0
El'Ea-Oé—? i.o
0(=E
Widerspruch.
Dagegen sind zwei solche Idempotente orthogonal zueinander, wenn
die Vorzeichen entgegengesetzt sind, also
Elu(%,%;ié,i%;o,o) und Ez-(u,%-u;:u,¥(%-q);a,*a) sind orthogonal
zueinander.
Wann ist ein Idempotent vom Typ Il orthogonal zu einem Idempotent
vom Typ I3?
Wir widhlen zunichst solche mit gleichem Vorzeichen:
1
El'(%$§;%’*%;oso)y Ee' (x ,g-d;*(x—l)lt(%-—ﬂ);&r,ta)
2o(=1
E1°E2=0(—b a=0

2(1-o) =0 also d-% und «=1, Widerspruch.

—8101=8,)
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Auch bei entgegengesetzten Vorzeichen ergibt sich ein Widerspruch.
Ein Idempotent vom Typ I1 kann also nicht orthogonal sein zu einem

Idempotent vom Typ 15.

#ann ist ein Idempotent vom Typ I1 orthogonal zu einem Idempotent

vom Typ 14?

By =(3:3155:55:0,0)s Bpm(ay 1% of =o' 52) 5,81,)
o’ =F %

B, Eé=0 g a15=Fay,
o =E( 1-o) #iderspruch.

Ein Idempotent vom Typ Il kenn also nicht orthogonal sein zu einem
Idempotent vom Typ I,.
Wann ist ein Idempotent vom Typ 12 orthogonal zu einem Idempotent
vom Typ 13?
Wir wdhlen zundchst gleiche Vorzeichen: N
Ef(%%;";*ﬂ,t(%-u);a.*a). Ee-(f,g—f;*(fd).*(-g—f);x,*x)
2af =w+ 2%(a%) =0
E10E2=04-r a+§-0 _
E(E-u)(l-f)+2A(ax)-0
also x=-a, u-l-f.
Die Idempotente 5
Eln(u,%—x;iu,t(%-u);a,ta) und EE-(l-d,2+x;#a,t@x-l);-a,¥a)
sind orthogonal zueinander, wenn man de entsprechenden Vorzeichen
wahlt.
Wir wéhlen nun entgegengesetzte Vorzeichen:
B = (s 3os £, E(-) 8, 20) , By=(f 13-f37(f -1) 1 7(3-f)ix,72)
2«f—2u(f—l)=0
«B.= 2a=0
LA 2(3-20 (3-)=2(5-%) (3-§) =0
also einerseits «=0, andererseits «=1. Widerspruch.
Wann ist ein Idempotent vom Typ 12 orthogonal zu einem Idempotent
vom Typ IA?

El-(“ 1%‘“5*“1*(%‘“)331:&9-) 5 Ez'(; ’l"fif‘ 1—‘{' ;xlz’xl‘-l-)




w B0 =

eu_ita« £ +2a(axy) 2N axy; ) =0
a+ xlatx14-0

2(53-x) (1- ) 72(3-0f + 22 a%pp) 2N a%y; ) =0
also a=-%(x12tx14) und «a%(l-frf').

Eqe Eé:O G

Die Idempotente

w1 feery Lepagey. sl S
By =G£S ) 45(1-F o) 53 o )i -0 sty ) 7l
und E2=(§,l-f;f',-f';xlz,x14) sind orthogonal zueinander.

12%%14))

¥ann ist ein Idempotent vom Typ I3 orthogonal zu einem Idempotent
vom Typ I,?

El"(‘( 1%"‘“;*(““1) 9*(%'“) ja,xa), Ee’(f '1_f; f' 1“f' ;xlaixlq_)
20t +2(«-1)f‘+29(aizé)*2a(siia)=O
85X +§%) =0
2?5'*2(«-1)j+2a(a?ii)*El(aYié):O
S opach
2(5-t) (1-F)F2(5=00f + X )t X7 )=
*acl-f)clfu)-é?é-g s e

3 f + (aiia)=29(a21§)-0
Aus der ersten und dritten Bedingung ergibt sich:
Mfi(u-l)f':tdf’q-(u-l)f, also f=%f’
Aus der fiinften und sechsten Bedingung ergibt sich:
(3-2) (1= F(F-0f " =(1-)) (30 F(2-o)f ; also 1-f£F =0. Wi

£ >3- f £ o) (g «)f. also 1-f f =0. Widerspruch.
Ein Idempotent vom Typ I5 kann nicht orthogonal sein zu einem Idem-
potent vom Typ Ia.

E10E2=0<-b

Damit sind die Orthogonalitdtsbeziehuhgen unter den Idempotenten
von §z+(£8) hergeleitet.

Wir wollen jetzt die vollsténdigen Orthogonalsysteme Idempotenter
in ;+(£B) aufsuchen. )

Es ergeben sich die folgenden Konsequenzen aus den obigen Unter-
suchungen:

1. Es gibt kein vollstdpdiges Orthogonalsystem Idempotenter, das
ausser Idempotenten vom Typ'I1 und I2 noch andere Idempotente ent-
halt.

2. Es gibt kein vollstidndiges Orthogonalsystem Idempotenter, das
mehr als ein Idempotent vom Typ I, enthidlt.

3. Es gibt kein vollstidndiges Orthogonalsystem Idempotenter, das
Idempotente vom Typ 12.13 und I, enthidlt.

4. Es gibt kein vollstidndiges Orthogonalsystem Idempotenter, das

we BT ws

Idempotente vom Typ I3 und I, enthdlt.

Daher:

Es kann lediglich vollstdndige Orthogonalsysteme Idempotenter ge-
ben, die enthalten:

a. nur Idempotente vom Typ I1

b. nur Idempotente vom Typ 12

¢. nur Idempotente wvom Typ I4

d. nur Idempotente vom Typ I1 und I2

e. nur 'Idempotente vom Typ 12 und I3

f. nur Idempotente vom Typ 12 und Iu‘

ad a: Das einzige vollstdndige Orthogonalsystem, das hierzu exi-
stiert ist das System E,=(3,3:5:3:0,0); Ep=E-E,.

ad b: Es sei E1=(x,é-d;d,%-u;a,a). Dazu existieren die orthogona-
len Idempotente i "

Eas(%—q,ﬂ;%—u,ﬂi-&,-&) und Ea’(f Q?‘f?‘fﬁ?"‘fixp‘x)-

Orthogonal zu E3 ist aus demselben Grunde: Eun(%-f.f;-(%—f),—f;-x,x).
El'EE'EB’Eu bildet ein vollsténdiges Orthogonalsystem der Lénge 4,
Andere vollstéandige Orthogonalsysteme, bestehend nur aus Idempoten-
ten vom Typ 12 kann es nicht geben.

ad c¢: Die Orthogonalitétsbedingung gibt zu jedem solchen Idempo-
tent genau ein orthogonales. Diese beiden bilden ein vollsténdi-

ges Orthogonalsystem der Lénge. 2: Els(u.l-x;uf,-u’;ala.al4), E,=E-E,.

1 ;
ad d: Zu E1=(%,%;*%,*§;0,0) sind die folgenden Idempotente ortho-
gonal:

Ein(ui,%—oti;-r«i.:(%-ui);ai,#ai) fir alle «;€K, a; € ‘68'

Ein vollstdndiges Orthogonalsystem der Lénge 2 kann es nicht geben,
da dazu u=% und «=0 gleichzeitig zu erfiillen wédre. Es kommen also
nur Systeme infrage, deren Linge mindestens drei ist. Es muss gel-
g 1 4+1 11.1.1

2B E-(3,3:%5,%5:0,0)=(3,3: 75,753 0,0) -

Daher %’“i’% und é(%'“i)‘%' daher %(r-l)-%-%, also r=3.

Es kann daher nur ein System der Lénge 3 sein, also:

Ea'(‘( ,%—d;*“,:(%—d);a.:&) 3 E}'(%"“’Ni*(%‘“) sFo;-a,%a).

E2 und E5 sind aber nach den Orthogonalitidtsbedingungen fiir Idem-




potente vom Typ 12 orthogonal zueinander.
Wir hahen das vollstédndige Orthogonalsystem der Lénge 3%:
‘(2‘,?:’? *'2 o 0)’ Ea'(“nﬁ"“ Fo, "(Z_“) a 4"3),

5’(2'“;“; *(5"“) s Fel; —a yta)

ad e: "ir wdhlen ein Idempotent vom Typ I2. Dazu existieren zwei
orthogonale Idempotente wvom Typ I

39 die aber zueinander nicht or-
thogonal sein konnen.

Zu jedem Idempotent vom Typ 12 gibt es ande-
rerseits genau eines vom Typ IB’ das mit diesem ein vollsténdiges
Orthogonalsystem der Lidnge 2 blldet.

-(u,z—x tm,-(z—u) a,*a), E;=(1- “’E*“ Fa :(g—x),-a :a)=F-El
Dieses System enthidlt das unter a. aufgefundene.

ad f: Wir wédhlen ein Idempotent vom Typ 14. Dazu gibt es genau
ein orthogonales vom Typ I, und genau zwei orthogonale vom Typ I
die wiederum beide zueinsndey ertliop

crel sind. Fs kidnnen sber u;ch
zwel Idempotente vom Typ 14 vorliegen, da diese ja bereits ein

vollstandiges Orthogonalsystem bilden.
Es kann kein solches System der
gleichzeitig zu erfiillen wire.
Es kann also nur Systeme der Lénge 3 geben:
El“(“ e R L SPTLI)

2= (l-u— yot & o ( lmskm o ).+(ﬂ+u );-(a
3=§(l—o¢+ot se=et”  —(legtdol’ ) = (u-u )i=(a

Nir haben daher: E

Lénge 2 geben, da dazu x=0 und x=1

12*814) 1 =(ay5+a),))
1278140 1+ -a,,))
2+E5 ist ein Idempotent vom Typ I,. Die Idempo-

tente vom Typ I, sind daher zerlegbar in zwei ortho
tente vom Typ 12.

Damit sind die vollstiéndigen Orthogonalsysteme von §z+CﬂB) be-
stimmt.

gonale Idempo-

Lénge 2: (a) El-(u,%—x;*x,i(%-x);a,ta). EQ-E-E

(p) Ey=(ot, 1-a;”, —«f-ala,a 4), EE'E_El
Linge 3: (2) B)=(3,3i3,45:0,0), Ey=(x,3-x; a¢.:(§-x) a,*a)

3‘(?":“‘; ¥(.2_°‘) yFol5 -2, d:a)

(v) El.(“ s l-stge” y=o ;a12’5‘14)

2-%((1-K-°") (“"'N’) (l-“'“’ (a(“'N ),'(312"‘814) -(312*'&14))

E ‘E((l-“"" ) (“"“ ))_(l'““'u’ _(“ q}:"(ale- 14},(312-314))
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1 L1 S
Lange 4 E1=(m’é_u\;d,é—m;&‘a), E2=('2‘D(r°h§"°<|q, a4 ﬂ)

<Rt B a=) = fioxim)
E}‘(fa%—f;'fs_(%‘f)ix’-x)v E,q_—('é fsf1 ('é f) f X4 X

4. Wir haben in §5 gesehen, dass eine Algebra eine Peirce-Zerle-
gung in bezug auf ein vollsténdiges Orthogonalsystem Idempotenter

E zuldsst, wenn dieses System die Eigenschaften (e) von
El""’ m ? )

§5.4 erfiillt:

1. L(Ei) L(E ) =L(E, )oL(Ei) o
2. L(Ei)oL(E )=2L 8F ) L(Ej) fliir i£]
3. 3L2(E; >-LQE y=2L> (E )

4. L(E,)e L(Ea) L(Ek)sO fiir 1,3,kA

(e)

y 5 ha-
Das vollstdndige Orthogonalsystem El,...,Em mége die Lénge 2 ha
*E,=0.
ben, m=2, also El 2-E El 2 _ ) .
DleaBedingung 1, ist dann erfiillt, denn L(El) L(EJEl) L(El) L ( l)
=L(F-E YeL(E,).
Wir zeigen ienn 2. gilt denn gilt auch 3. (4. entfdllt).
E ) L(E,)=2L (EJE )-L(E ) ist gleichwertig mit
s L(E- . 5 ) Lé(E Mo L(E ). Das iat gleichwertig mit
L(El)-L » )‘E(L(E)-E(El - yeard a 12(8,)-L(E,) =2L7(E,) «
"L(E )-L (E )-EL(El)—4L (El)+2L (E;), daher 3 1 1 L 1
Wei%er gil% L(E-El) =3L (E—El) -2L (E-El) ist gleichwertig m
L(E,)=3L (E - (El)
Deni L(E-E, )=3L (E-El) -2L (E-E ) ist glelchwertig mib (E )
L(E)-L(E,)= 3L(E)-6L(El)+3L (El)-2L(E)+4L(El) =-2L (E )+2L 1
: =41 (E1)+2L (El)
3(E,)=-
Das ist gleichwertig mit -3L(E;)+2L7(E;)=-L(E,).
Wir haben: o
Eine Algebra lédsst eine Peirce-Zerlegung in bezug auf dasazozés)a
dige Orthogonalsystem E,,E, zu, wenn gilt: 3L (El)—L(El) 1
ha-
Das vollstiéndige Orthogonalsystem El,...,Em mége die Lénge 3
ben, m=3, also E1+E2+E =E, Ei-E ZO )1;2E ..
E.)+«L(E,)=L Ey)e 1
Angenémmen es gilt L(E, > ) By I(EL).
Dann gilt auch L(El) L(E5)-L(E5) L(El) und L(EE) L(E5) ( 3) 1
Denn: } e
= -L5(E,)-L(E,)L(E,),
L(El)'L(E3)'L(E1) (L(E)'L(El)‘L(EE)) I‘(El) ( 1 1 2

- - *L(E,) .
L(By) e L(B1) =(T(B) ~L(B, ) -L(E)) *L(B ) =L(B) L 2(B,)-L(B,) +L(B,
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Ebenso zeigt man I'(EE) -L(E3)=L(E5)-L(E2).
Um die Eigenschaft 1. von (e) fiir ein System der Linge 3 nachzu-
weisen, geniigt es also, diese fir zwei Idempotente nachzuweisen.

Das vollstindige Orthogonalsystem El,. «+yB mdge die Linge 4 ha-
ben, m=%4, also E1+E2+E3+E4=E, Ei-Ej=0, iAj.

Wir fragen, wann die Eigenschaft 1. von (e) gilt.

Da die Idempotente untereinander orthogonal sind, ldsst sich das
System auf verschiedene Weise aufspalten in vollstindige Orthogo-
nalsysteme der Linge 2. Fiir diese gilt die Eigenschaft 1.

Man erh#lt die Gleichungen:

i,5,k,m#
i,j,k,me{l,E,B,l&}

(8.11) CFD) MBS EE) LB BB ) - (B, )
L(E1+Ej) - L(Ek+Em) -L(Ek+Em) . L(Ei+Ej)

Angenommen es gilt:

L(El)-L(EE)sL(Ea)-L(El) 5 I.(El)-L(E})aL(EB) -L(El) und
I'(EE)'I'(E3)"L(E3) -L(Ez) 5

Dann gilt Eigenschaft 1.

Der Beweis lidsst sich sofort mit den Gleichungen (8.11) fiihren.

#ir haben:

Un die Eigenschaft 1. von (e) fiir ein vollstandiges Orthogonalsystem
der Liange 4 nachzuweisen, geniigt es, diese fiir drei der sechs auf-
tretenden Gleichungen nachzuweisen.

Wir gehen jetz% auf die Algebra %(&8) zuriick. Wir haben die Idem-
potente wvon 9;:1-“.'8) und die zugehdrigen vollsténdigen Orthogonal-
systeme bestimmt. Da ‘JZ+ eine Jordan-Algebra ist, ist eine Peirce-
Zerlegung beziiglich dieser Orthogonalsysteme méglich. Die Idempo-
tente wvon z+ sind aber auch Idempotente der Algebra l):"_ Es erhebt
sich die Frage, ob oder wann eine Peirce-Zerlegung beziiglich die-
ser Orthogonalsysteme in 6;_ mdglich ist', also, ob oder wann die Be-
dingungen 1.,2.,3.,4. von (e) erfiillt sind.

(e) ist gleichwertig mit

12 Ej (E;oX)=E ;- (E4~X)
. - By (Ej-X)=2E«(B+(E.+X)) ij
0 5 (B )Bpxe2m, s, (E4+X))
47 Bye(Bye(BeX))=0 1,j,kA fir alle X< 4.
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Da sich jedes Element von IJ:I_ eindeutig in der Form'xlﬂte scf'.freli
a ¥ M i e’) aber fiir al-
ben ldsst mit X;€ IJ4 » Xye lgq_ , die Bedingungen (e”) .
le xle I)r' erfiillt sind, geniigt es zu untersuchen, wani N .
= - s == = - urc
beliebiges Xeﬁ);: erfiillt ist, also fiir e? :; das sic
2D isieren ldsst.

X=((51,p2;b1,b2,b12,b14) charakterisier : N
Wir greifen zundchst die Systeme heraus, die, bis auf die 3
gierten, nur eine Cayley-Grisse enthalten. Wegen der Matrizen-
multiplikation und der Linearitdt der Gleichungen (e’) in X tre-
ten nur Matrizen auf, deren Elemente aus Summanden der Form
[xa’ .a°xa’....a’] bestehen, worin x ein Element der Matrix X,
€K und a‘=a oder a’=% gilt; die eckigen Klammern sollen eine
beliebige Klammerung anzeigen. Der Satz von Artin besagt, dass
die von zwei Cayley-Grossen a,x erzeugte Teilalgebra von '58 as-
soziativ ist. Man kann also auf die Klammern verzichten. Mit den
auftretenden Matrixelementen kann also assoziativ gerechnet wer-
den. 1ligilt daher offenbar genau dann, wenn EiE,f:miEj gilt.
Gilt dies, so aber auch 27,47.37 gilt trivial. Fir Systeme der

8 i i d fir das auftretende
Lénge 2 gilt lEiEngiij offensichtlich un

System der Lénge > wegen E,E 3-0. -
Die Algebra ‘ﬂ ldsst also eine Peirce-Zerlegung in bezug auf die
folgenden vollsté@ndigen Orthogonalsysteme Idempotenter zu:

1 =, -
Linge 2: E1=(n(,%—dito(,*(-2-d-);a,*-a), E,=E-E,
T 1 .
Lange 3: El'(%sé;%,%;oso) " Ez‘(“i?‘“a*“a*(?‘“)tai'}-a) »
Ef(%—u,«;*(%-«) yFot5-a ta).

Es bleiben die Systeme

Linge 2: El-(ot,l-—ox;ot' "“"'312'814) » E5=E-E,

Linge 3: E1=(u,1—ot;u' ,-u';ala,am_) .
EE-%( (L-ot=x" ) , (ocrod ) 5 (L-e=") , (atved” ) s -(ay 52y ,) , (2 5+8,,)),
E5=3( (Lstva) , (=0 )5 (Loses” ) (ot )3 =2 581 ) 5 (81 5= ))

1 L1 .o
Linge 4: E1=(K?%—u;ﬁ1%-“iasa)i Ea’(é—“'“'?‘“’u' Byl

1 HES
EBg=(f3-fi-f2~(3-Dix-%)s By=(3-ffi=(3-0-Fi-x,%) .

Wir wenden uns dem System der Linge 4 zu: . . i
Wir untersuchen, wann 1% von (e’) fiir alle Iegq_ erfiillt ist. Fiir
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éas Paar E1+E,, sowie E5,E4 ist 1°. erfiillt, da, bis auf die kon-
jugierte, nur eine Cayley-Grdsse auftritt. Es geniligt daher fiir
die Giiltigkeit von 1. zu zeigen, dass EI-(EB-X)=E5-(E1-X) fiir
g

alle Xe %4 gilt. (vgl.Bemrkung zu den obigen Systemen).
Sobald bei den Rechnungen mit einem K&érperelement ¢ multipliziert
wird, kdnnen keine Klammerungsprobleme auftreten, da auf Grund der
Matrizenmultiplikation nur Summenden der Form £Xy auftreten Knnen.
Wegen El-(EB-X)z(FBoX)-El und EB-(EI-X)=E5-(X-E1) treten auf bei-
den Seiten aber bis auf verschiedene Klammerungen dieselben Sum-
manden auf, m.a.¥. wir kdnnen annehmen, dass F1=P2=O in ¥, «=0 in
Eyy f=0 in E3 ist. Dann ergibt sich:
2E10X=(2%(2Ei5)+33(é5I;),22(&315)—2%(35}1);

1 (8P 201 58) ~(ab1, b1, 3) , (8D 5-F5a)+(Eby ,-Br,a);

3D+ 1478b5+b18,5b,, +5b) S+abl+bra)
2E3‘X'(2“éfPIE)fE“(XBIZ)'aa(xsié)*aﬂcfsii)‘

§¥B127212%) =(xD1, =01, ), (R0 5By x)+(Fv1, B, x) 5

3P1075P14+¥P 2D X150 45D o+ XD+ b] x)
Bezeichnen wir E,¢(E,+X)-E,(E.*X) als D=(4,,6.:d’.d"%:

1 5 1 8 - ’ ,d d a a )
so ergibt sich: ? TR AR
451-42(Exhé)+4ﬂ(iabé)-4R(Exb5)-42(ﬁxbé)=0.
Aase--un(abix)-42(ibia)-4ﬁ(ibia)-4ﬁ(fbia)-0,
4d1=2&(b2?2+2(xbé)352x(béﬁ)wE(abé)i-E(a,bé,i)-2(x,hé,i)-4(x,bé,a)

wegen X=2A(x)-x, &=2A(a)-a und (oc,cl,ca)-o fiir «e’.K,cie.@a.
) Die Re::h.nung fiir d.é verlduft analog und liefert
4d2--4(x,bl,a)-
4d12=(4?\(xbla)a-a(iblaha(blax)+(xFi'a)a-(blen_c)awa(?cbm)+a(mx)-

-(xﬁI;)a+(b14§)a—
_4’7\(&%):{—!{(5]}12)+x(’Fléa)4-x(Eb )—x("s_ a)+(a"b_-— )x-(b E) +
+( aFﬂ)x~(b14§)x) = " 1 12 12°%

-(E(E;b_]z,x) —2(x,ﬁé,a)+(a,_ﬁa,x)+(x,_B-I4,a)+
+x(Eb14)-(blai)x+a(§bl4)-(b14i)a)=

-(-4(!,1312|ﬂ)-(xgalb1’+)_(blq_ ,'ﬁ,x) -(a,i:',blq_)-(blq_ ,J_C,B.)+
+23(Ei)b14—22(x§)b14).

--4(X,b12,a) w
Die Rechnung fiir dl4 verlduft analog und liefert

4dy,=4(x,b14,8).
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Da by,,by, beliebig aus ﬂB waren, bi,bé beliebig aus K%, 58=KOKL,
gilt somit:

Das Idempotentensystem El’EE’EE'E4 befriedigt die Gleichung 1% aus
(") genau denn, wenn fiir die Elemente a,x gilt (a,b,x)=0 fiir alle
beﬂ®.

Eine Cayley-Algebra ist durch den Satz won Artin charakterisiert,
der besagt, dass je zwel Cayley-Grossen eine assoziative Teilal-
gebra von '&8 erzeugen. Daher gilt (a,b,x)=0 fir alle befas genau
dann, wenn a,x in der von einem Element de.&s erzeugten Teilalge-
bra K[d] liegen, daher a-éeidi, x-é;.'qidi, 51"[ieK'

Schliesslich gilt wegen der Randbedingungen fiir die Idempotente Ei
(@) =x(F=o) , p(x)=F(3-).

Die in dem Idempotentensystem El'EE‘E3’E4’ das der Bedingung 1%
geniigt, auftretenden Cayley-Grissen liegen somit alle in K{d], in
den Rechnungen fiir2.,34% von (¢’) treten daher nur Summanden auf,
die aus Produkten von hochstens zwel verschiedenen Cayley-Griossen
bestehen. Es kann daher auf Klammern verzichtet werdem. Daher gilt
auch 2% und 37 und 4%(vgl.Bemerkung zu den Systemen auf S.65).

Wir wenden uns nun dem Idempotentensystem der Linge 3 zu:
Da es sich um ein vollstdndiges Orthogonalsystem der Lénge 3 han-
delt,geniigt es genau dann der Bedingung 17, wenn Ee-(E3-X)-E5-(E2-x)
gilt. Da EQ,E3 vom Typ I2 sind, gilt diese Beziehung genau dann,
wenn a,,-8;, und aio+8, beide in einer von einem Element d erzeug-
ten Teilalgebra von fg liegen.

T i £ i
Etwa 3’12‘514'551‘1 ,‘ 312+a14:§’_qid 5 ) 3
beher ay=3(F eyate g at=Zmat, ey 3G ngat-Leah- Lxet,
also gilt EEG(E 'X)'EB'(EE'X) genau dann, wenn sowohl a), als
auch a,, in K[d] liegen.
In den Rechnungen zu 2;%.,W treten wiederum nur Summanden auf, die
aus Produkten von zwel Cayley-Gridssen bestehen.

Wir wenden uns schliesslich dem Idempotentensystem der Lénge 2 zu:

Da E5=E-E, ist, folgt sofort 1%

Nach unseren Voriiberlegungen lédsst sich ’11 in bezug auf das System
El-(x,l—u;u',-a';312,314), EQ-E—E1 genau deann nach Peirce zerle-
gen, wenn 3 fiir E; erfiillt ist:
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3E)* (B *X)-E,+X=2F,+(E,+(E,-X)) fiir beliebiges Xe by -

W#ir haben gesehen, dass die Idempotenten vom Typ Iq_ sich jeweils
zerlegen lassen in eine Summe von zwei zueinander orthogonalen
Idempotenten vom Typ I2.

E=E{+E]" mit E]=2(ecrs , los—oc’ jaast’ , Loatm”

1°E1 1819%87,,8)5%8,,),

Eiiz(o(—x‘ s 1=oto” 5 =(pe—et") y —( Lo+’ ) ; 81581, =( 312-a14))
E2=-E£,+E_'2' mit Eé-%( l-ot-a" yottot” 5 1 —ot—ex” ,o(+o<';-(a12+al4) ,-(a12+a14))

Bp=5(1-stet” yotmat” 5 ~( Lot ) y =(t e’ ) ; ~(a;5-a1,),8,5-81,)
Wir haben somit ein spezielles System von Idempotenten vom Typ I
und haben gesehen, unter welchen zusitzlichen Bedingungen sich lgf_
nach pg;ee beziiglich Ei,Ei',Eé,Eé’ zerlegen lidsst.
Angenommen IJ;_ lisst sich besziiglich Ei,Ei’,Eé,Eé' nach Peirce zer-
legen. Dann ldsst sich {J; auch beziiglich E:I_,E2 nach Peirce zerlegen.
Denn:
Es gilt 3Ei-(Ei-x)—Ei-x=2Ei-(Ei- (Eiax)) und

3Ei'n (Ei'- x)-Ei'- xszmi'a (Ei'. (Ei'- X))

wegen 3. fiir Ei.Ei:Eé,Eé’ und
Ei-(Ei’- X)s?.’EiO(Ei-(E‘l'-X)), sowie Ei'- (Ei'-][)-aEi'-(Ei'- (Ei’.x))
wegen 2% fiir Ei,E”,Eé,Eé’, schliesslich Eio(Ei'- x)-Ei'- (Ei-I) fiir
alle x:-;l;z' wegen 17 fiir B],E{",E5,E5". Somit

3E)*(E13X)+3E] “(E]+X)=6E]- (E] - (B} *X) )+6E] “(E] (B X))
3E] « (B1X)+3E] “(E] “"X)-E{ -X E] X -EEi-(E'lo(Ei-x))+2Ei‘-(E‘1'-(E1'-x))

3E1-(E1-x)-E1-x = 2E1-(Elo(El-I))

Also:

Gelten die Eigenschaften 1%7,27,3! fiir das System Ei,Ei'.Eé,Eé', 80
auch fiir das System El)'EE‘

Die Eigenschaften 1%,2%,3% gelten aber fiir Ei,Eé,Ei‘ ,Eé’ genau
dann, wenn E] und E5" vertauschbar sind, also wenn a)5+a,, und
-(ala-alu) in der von einer Cayley-Grosse d erzeugten Teilalgebra
K[d] liegen, also, wie oben gezeigt, wenn sowohl a5, als auch a,
in K[4] liegen.

Diese Bedingung ist also hinreichend fiir die Zerlegbarkeit beziig-
lich El’EE‘ Um zu zeigen, dass sie auch notwendig ist, miissen wir
D-(Jl_,éa;di,dé;dla,dlq_)--ﬂ:l- (El- x)+E1-x+2E1- (E1- (El- X)) nédher be-
trachten.
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Piir Xef," ist D=(0,0;0,0;0,0).
Es sei Xeh, ", etwa X=($1,023B]sP5ib10sb1,) » dagegen
Xe!34', etwa X=(f1,85i0]s053015:b1,), fy3€ K, bje KL, byy edg.
Fiir Xek," wird E;.X bestimmt durch
51=2«pl+2«‘pi+29\(a125‘1‘2‘)+22(amm)—
85=2(1-)p ,-2xPr+20(a 5015 +2A(a,57,)
6i=2upi+ 2x"g 1+24( alEB;L) +22( all;Bzé)
6:;2( 1-o) pé-au'(s2+2',\( alam) +2X( am‘%‘)
dy 570y o+ (Br+Bo)ay o+ (F1+45)ay,
dy4701,+(B1+f)ay+(F1+A)R o
Fiir Xe t,;‘ wird E,°X bestimmt qurch -
61-2«(514-2’;\(312"71'2)4-21(314‘014)__
65=2(1-e0f 5+ 228 5By ) -2N(81,B7,)
d1=2b] -8y 5D, +b) 81 5-81,B 54Dy 58,
d5=2(1=e0 b+ 8150 =Dy 89 =810y 54D 58y,
dyp=by o+ (f1+fr)a) p=2e by~ Dowbla,,
=01+ ($1-F)81, -2 by 548, Sbo+bla,; 5

2E,* X=D=

EElo X=D=

Ein Vergleich zeigt, dass in 6;" wesentlich andere Rechnungen ge-
geniiber gr’ in den Positionen (i,i) wvon D, also in Ji nicht auftre-
ten werden. Wir konnen zur Vereinfachung der Rechnung annehmen,
dass f,=f,=0 ist. Wir berechnen fiir Xe,” das Element d,, der Ma-
trix D=-3E,° (Elt X) +E1-X+2El- (El- (El- X))

d;=( %bd'ﬁ%a"’g ((ay) b+ 3%(2,b ,.)’a.,,_+ 24N(8,Dy) 8- N 8D, ) 8,-2: A 8,5)
+A(b] 8,8,)a,~A(8,b}T;) an-gub*—a?bﬂ- < ,,) by o a,,,)b,,—ia «A(a,b,)a,-
%a“b; +guaﬂb; -a8, b} —oa,b) -% (8 ab; —p(8)a,b; +1 :la“+-2u(b; 8.+
+600] By+olD) Byt 5 H(8,,) D] B+ (8, 0] a.,-zacfa,ib; +olot', b} —olb] 8 5-otelb )8, +
+ga“'ﬁ:a*+u‘a“ﬁ;aﬂ+ o8, b, a4+%( a, b1 82)a,—5a,( E;Ii; a,) *a«('é'.;l{ e
+8,(Bya,)+508,(E;b,) —z(ila*( Dply) +?fa:,( a,b,.) -az;t-'a;ﬁ('ﬁ;aa) -gg a,b., Dant
AT bamy el BTt b b)) L

(8o Bq) a5 8,5, 45 DaBo) 8 ) -
:%zbu"‘ 3“'%4:.*2;( 8y) Digt 39‘(—3«.@ 8= 3¢‘bﬂ+£b-: %*g‘b—: s,,,-za”b 2 +§'°‘iﬂ‘bi =
a0} b, 2020 Tb) + B Bt B BB B (8T ) A (BT ) 30+
+(Zb,-slby 38,1, +35, 8)

Aus den Rendbedingungen fir Ej: ((a,)+m(a,)=a-s=a®, 24(a, &) =a-2ux’

ergeben sich die folgenden Beziehungen:
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1. «a,by -dajb, —ofh bl -a(a,)a,b; -m(8,.)a, bl =0
2 -al:‘ri; 8 ptalD! 8,400, 8t m(a,)b)a,z (ay)b/a,=0
3. ?"anbi ""’(’a-ub;. ==A( B‘n.e:!) %n.ba'
4o o ja“-uﬂ%:a“=2(a“§;)h:a“}
2. _2“,(!“( ) +f“( aﬂ) Dbyy=( eéébﬂ' “'fbﬂ-) +( %‘ibw‘“ibﬂ) _%"(bn'
=M 8, 8,,) b, ~2«A( &, &5 ) by, ~2olb. .
Damit bleibt: s “P’) ‘-zd
1 1
d12=g(ﬂ-§)((%nﬁi)ffrﬂa(ﬁiﬁu)+(Ewiﬂ)&n-balﬁ;%u)+(bnii)%»-b«£§;an)+
+au(5;a£2—(aupw)q"+an(E;b“)-(ana;)b*+aﬂ(E;q,)-(%“ﬁg)hﬂ)+
+ 4( ( amfb-ﬂ) an-a“( Eﬂn) + ( a.ﬂ.E:l) Bﬂ—aﬂ(m&w) )+
* JTa“(E&bu)+an(iabu)-(h“E;)a“-(bnE;)q#)+
+5((a, (b, &) ))a, ~(8,b4 Jpay)+ala,, ey b +( 8, )ay-
—gaubi)(ﬁ;a“)—(qubi)(E;ga))+
"'2((“-( 8,00/ 8y-a, (Fb! Ja,~pu(a,) b 8, -8, g,b18,)+
+(8,80) (v)a,)+ (& a,,) (b! a,))
Daher:
1 it —
612-2(“h§)((5ﬂ’§¥’au)+(bﬁ’5;iqn)+(hw'E;'qn)+(%z’S;'qw)+
+(a,,,,.9:,.b4..)+(a4.,,'é:,.bﬂ) )+g«’((a4...3;.a,¢)+(a4,,.ﬂ.aﬂ) )+
+§“(ff(q“bﬂ)-EEHEE)QG+(aﬂga)hh+%u(E;hu)'(ﬂna;)bn+(%uaa)hu'
'(bnaa)ﬁgfba(%uqu):bﬂﬂa;ﬁz)'(buﬁa)%n+hafaaav)'Qnﬁa;aﬁ))+
+§£(anbzqn)qﬂ'(aaba)(Q;an)'aﬂ(aab;&a)+(aﬂaa)(b{qu))'
-O+§J( —-(_f.,ﬂ_ y a-.u_ib-ﬂ) -( 849 E‘! }=( b@,_a-;s 3;,2) - b4;|a:11 8,")+
+2’A(adaﬂ)bﬂ-27.(an§‘)ba) +5((g,b/ ,a,, g,)~(a,,8;,b/a_))=
-0+0+1( , , i ) MYV Oy
(8,0, -b, 8, ,85,a,,) 'ﬁ( by au-a,b] ,a,, 8y) -
:aizl,zz beliebig aus KJ'(£B-KOK*), ist 4,,=0, falls 81o und a;,
eide in der von einem Element 4 erzeugten Teilalgebra Kfd] lie-

S;n.dbie Bedingung 81558, € K[d] ist also notwendig und hinrei-
end.

Insgesamt haben wir bewiesen

. +
Satz 8.5: Die Alpebra Q4g58; ist genau dann in bezug auf ein voll-

sténdiges Orthogonalsystem Idempotenter von bﬁ*(ﬂa) E LE E
g Aog), YRR gy
nach Peirce zerlegbar, wenn alle in den E. auftretenden Cayley- .

Groéssen in der von einer Cayley-Grésse d erzeugten Teilalsebra
K[d] von &’B liegen.
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